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一类特殊 ０－１ 二次规划问题解的必要条件和算法
陈　 亮ꎬ徐玲玲

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 研究一类特殊的 ０－１ 二次规划问题ꎬ其目标函数的系数矩阵为对称矩阵ꎬ所有元素均为 ０ 或 １ 并且对

角线元素相同ꎬ决策变量的和为给定的正整数.首先ꎬ给出一个最优解的必要条件. 然后ꎬ设计了一个高效的算

法ꎬ可用于求解大规模的此类问题.
[关键词] 　 ０－１ 二次规划ꎬ对称 ０－１ 矩阵ꎬ极大值ꎬ必要条件
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ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｌａｒｇｅ￣ｓｃａｌｅ ｐｒｏｂｌｅｍ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:０－１ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇꎬ０－１ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘꎬｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅꎬｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

０－１ 二次规划(ｂｉｎａｒｙ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇꎬＢＱＰ)问题是一类特殊的二次规划问题ꎬ它的目标函数是

二次函数ꎬ决策变量只能取 ０ 或者 １.０－１ 二次规划问题在很多领域有着广泛应用ꎬ如计算机辅助设计、社
会心理学、交通管理、金融分析等.

本文主要考虑一类特殊的 ０－１ 二次规划问题ꎬ其目标函数的系数矩阵为对称矩阵ꎬ所有元素均为 ０
或 １ 并且对角线元素相同ꎬ决策变量的和为给定的正整数.即:

ｍａｘ ｘＴＡｘ

ｓ.ｔ.∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ ｍꎬ　 ｘｉ ∈ {０ꎬ１} .

(１)

式中ꎬＡ∈{０ꎬ１} ｎ×ｎ是一个对角线元素相同的对称 ０－１ 矩阵ꎬｍ是正整数.
这类问题在图论中有着广泛的应用ꎬ例如ꎬ如何在图中找一个 ｋ阶子图ꎬ使其边数达到最多ꎻ求解最大

团问题(ｍａｘｉｍｕｍ ｃｌｉｑｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍꎬＭＣＰ)的一个子问题ꎬ所谓团就是在一个子图中ꎬ任意两个顶点均有边相

连ꎬ最大团就是图中含顶点数最多的团.最大团问题是图论中一个经典的组合优化问题ꎬ也是一类 ＮＰ 完

全问题ꎬ目前在国际上已有广泛的研究ꎬ而国内学者对 ＭＣＰ 问题的研究则还处于起步阶段.本文的算法可

以为判断是否含有 ｋ阶团提供理论保证和算法实现ꎬ算法的思想主要是同时进行 Ｂｅｓｔ ｉｎ ｗｏｒｓｔ ｏｕｔ.
下文将给出最优解的必要条件ꎬ然后给出数值结果. 若无特殊说明ꎬ文中 ｘ 表示列向量ꎬＡ 表示矩阵.

１　 最优解的必要条件

若将 ｘ 中分量为 １ 的下标集合记为 ＳꎬＡ 中对应于集合 Ｓ 中所有下标的行和列得到的矩阵称为 Ａ 对

—２２—
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应于 ｘ 的主子矩阵或者称对应于集合 Ｓ的主子矩阵ꎬ则不难看出向量 ｘ 对应的目标函数值等于 Ａ 对应于

向量 ｘ 的主子矩阵中 １ 的个数. 下面我们给出最优解的必要条件.

定理 １　 设 Ｖ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬＳ＝{ｋ ｜ ｘｋ ＝１}ꎬＰ＝Ｖ ＼Ｓꎬｘｉ ＝
１ꎬ ｉ∈Ｓ
０ꎬ ｉ∉Ｓ{ ꎬ那么 ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)Ｔ 是问题(１)的

解的必要条件是 Ａ 对应于 ｘ 的主子矩阵列和最小的列号 ｉｒꎬ在 Ａ 的 Ｓ ＼ { ｉｒ}行 Ｐ∪{ ｉｒ}列中ꎬ ｉｒ 列列和

最大.
证明　 不妨设问题(１)的解 ｘ ＝ (１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０) Ｔ 前 ｍ 个分量为 １ꎬ后 ｎ－ｍ 个分量为 ０ꎬ此时 Ｓ ＝

{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎬＰ＝{ｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ则 Ａ 对应于 ｘ 的主子矩阵为

ａ１１ 􀆺 ａ１ｍ
⋮ ⋱ ⋮
ａｍ１ 􀆺 ａｍｍ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬ再设列和最小的列号

为 ｍ.

此时 Ａ 的 Ｓ ＼{ｍ}行 Ｐ∪{ｍ}列为

ａ１ꎬｍ 􀆺 ａ１ꎬｎ
⋮ ⋱ ⋮
ａｍ－１ꎬｍ 􀆺 ａｍ－１ꎬｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬ若列号为 ｍ的列列和不是最大的ꎬ则存在 ｔ列

列和大于 ｍ列列和ꎬ只需令 ｘｍ ＝ ０ꎬｘｔ ＝ １ꎬ记作 ｙꎬ则 ∑
ｍ－１

ｉ ＝ １
ａｉｍ< ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
ａｉｔ .

那么

ｘＴＡｘ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ＝ ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
∑
ｍ－１

ｊ ＝ １
ａｉｊ＋ ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
ａｉｍ＋ ∑

ｍ－１

ｊ ＝ １
ａｍｊ＋ａｍｍ ＝ ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
∑
ｍ－１

ｊ ＝ １
ａｉｊ＋２ ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
ａｉｍ＋ａｍｍ<

∑
ｍ－１

ｉ ＝ １
∑
ｍ－１

ｊ ＝ １
ａｉｊ＋２ ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
ａｉｔ＋ａｔｔ ＝ ｙＴＡｙꎬ

因此 ｘ 不是最优解ꎬ矛盾.
现举例加以说明.
例 １

Ａ＝

１ ０ １ １ ０
０ １ １ ０ １
１ １ １ ０ ０
１ ０ ０ １ ０
０ １ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎬｍ＝ ３.

由观察或枚举法易知 ｘ０ ＝(０ꎬ１ꎬ１ꎬ０ꎬ１) Ｔ 是问题(１)的解ꎬＳ ＝ {２ꎬ３ꎬ５}ꎬＰ ＝ {１ꎬ４}ꎬ对应的主子矩阵为

　 ２ ３ ５

１ １ １
１ １ ０
１ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

２

３

５

ꎬ列和最小的是 ２ꎬ３ 对应于原矩阵就是 ３ꎬ５.

当 ｉｒ ＝ ３ 时ꎬＡ 的 Ｓ ＼{３}行 Ｐ∪{３}列是

　 １ ３ ４

０ １ ０
０ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

５

ꎬ则列号为 ３ 的列列和最大. 当 ｉｒ ＝ ５ 时ꎬＡ 的 Ｓ ＼{５}

行 Ｐ∪{５}列是

　 １ ４ ５

０ ０ １
１ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

３

ꎬ则列号为 ５ 的列列和是最大之一.

２　 迭代算法

根据证明的思路ꎬ我们设计了一个求解最优解的算法:将迭代过程中产生的点中的某个分量 １ 进行替

换ꎬ使得替换后得到的点对应的目标函数值增加ꎬ进而得到一个不断更新最优值的算法ꎬ具体如下:
—３２—
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算法:
输入　 初始集合 Ｓ＝{ ｉ１ꎬｉ２ꎬ􀆺ꎬｉｍ}及矩阵 Ａ.
输出　 近似最优值 ｆ和近似解集合 Ｓ.
Ｓｔｅｐ １:找出 Ａ 对应于 Ｓ的主子矩阵所有列和最小的列 ｉｒꎬ标记符 ｔａｇ＝ ０ꎻ
Ｓｔｅｐ ２:逐个判断 ｉｒ 是否为 Ａ 的 Ｓ ＼{ ｉｒ}行 Ｐ∪{ ｉｒ}列中列和最大ꎬ如果不是ꎬｔａｇ＝ １.选出一个列和更大

的 ｉｔ(可以选取列和最大的 ｉｔꎬ如果个数多于一个ꎬ则任取其中一个)ꎬ令 Ｓ＝(Ｓ ＼{ ｉｒ})∪{ ｉｔ} .
Ｓｔｅｐ ３:如果 ｔａｇ＝ ０ꎬ则每个 ｉｒ 均满足必要条件ꎬ转 Ｓｔｅｐ４ꎻ否则返回 Ｓｔｅｐ１.
Ｓｔｅｐ ４:输出 Ｓ以及 Ａ 对应于 Ｓ的主子矩阵的所有元素之和.
下面应用例 １ 的数据来说明算法的迭代过程.
例 ２　 选取初始值 Ｓ＝{３ꎬ４ꎬ５} .

(１)Ａ 对应于 Ｓ的主子矩阵

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬ列号为 ３ꎬ４ꎬ５ 列列和均为最小ꎬｔａｇ＝ ０ꎻ

(２)当 ｉｒ ＝ ３ 时ꎬＡ 的 ４ꎬ５ 行 １ꎬ２ꎬ３ 列
１ ０ ０
０ １ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ１ꎬ２ 列列和均比第 ３ 列大ꎬ选取第 １ 列替换第 ３ 列ꎬ

此时 Ｓ＝{１ꎬ４ꎬ５}ꎬｔａｇ＝ １ꎻ

(３)当 ｉｒ ＝ ４ 时ꎬＡ 的 １ꎬ５ 行 ２ꎬ３ꎬ４ 列
０ １ １
１ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ三列列和相同ꎬＳ不变ꎻ

(４)当 ｉｒ ＝ ５ 时ꎬＡ 的 １ꎬ４ 行 ２ꎬ３ꎬ５ 列
０ １ ０
０ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ３ 列列和大于 ５ 列ꎬ３ 列替换 ５ 列ꎬ此时ꎬＳ＝{１ꎬ３ꎬ４}ꎬ

ｔａｇ＝ １ꎻ

(５) ｔａｇ＝ １ꎬ故重新检查 Ａ 对应于 Ｓ的主子矩阵

１ １ １
１ １ ０
１ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬ列号为 ３、４ 列列和均为最小ꎬｔａｇ＝ ０ꎻ

(６)当 ｉｒ ＝ ３ 时ꎬＡ 的 １ꎬ４ 行 ２ꎬ３ꎬ５ 列
０ １ ０
０ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ３ 列列和最大ꎬＳ不变ꎻ

(７)当 ｉｒ ＝ ４ 时ꎬＡ 的 １ꎬ３ 行 ２ꎬ４ꎬ５ 列
０ １ ０
１ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ２ꎬ４ 列列和最大且相等ꎬＳ不变ꎻ

(８) ｔａｇ＝ ０ꎬ循环结束ꎬ输出 Ｓ＝{１ꎬ３ꎬ４}ꎬ结果为 ７.
注 １　 每次迭代后函数值一定会上升ꎬ又由于函数值有上界ꎬ因此ꎬ循环一定是有限步终止.
注 ２　 如果矩阵 Ａ 通过交换行和列能够化成准对角阵ꎬ那么适合对每一个对角块进行该算法ꎬ要求每

个对角块的阶数均不低于 ｍꎬ否则在解集跨越多个对角块时ꎬ会使解最终收敛到某一对角块中ꎬ而使得解

有所遗漏ꎬ如:

Ａ１ ＝
１ １ １
１ １ １
１ １ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬＡ２ ＝

１ １ １ ０
１ １ ０ １
１ ０ １ １
０ １ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎬＡ＝
Ａ１ ０
０ Ａ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎬ　 ｍ＝ ３.

显然ꎬ最优解是 Ｓ＝{１ꎬ２ꎬ３}ꎬ但是通过该算法ꎬ只要初值中只有一个数落在 Ｓ ＝ {１ꎬ２ꎬ３}中ꎬ最优解就

会收敛到{４ꎬ５ꎬ６ꎬ７}的子集中去.

３　 数值结果

我们通过一些数值例子来说明算法的可行性和有效性.取

Ａ＝(ａｉｊ) １０００×１０００ꎬ其中 ａｉｊ ＝
１ꎬ ｉ＝ ｊꎬ
０ꎬ ｉ＋ｊ是 ３ 的倍数且 ｉ≠ｊꎬ
１ꎬ ｉ＋ｊ不是 ３ 的倍数且 ｉ≠ｊ.

ì

î

í

ïï

ïï

—４２—
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矩阵通过同时交换行和列不能化成准对角矩阵.
在 ＭＡＴＬＡＢ 环境下编程实现求解过程ꎬ计算结果见表 １.

表 １　 ＭＡＴＬＡＢ 运行结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｂｙ ＭＡＴＬＡＢ

ｍ 初值 迭代次数 函数值 时间 / ｓ 是否达到最优值

２００
{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２００}

{１ꎬ６ꎬ１１ꎬ１６ꎬ２１ꎬ２６ꎬ􀆺ꎬ９９６}
列和从大到小排名前 ２００ 的列标

６６
６７
１

２０ ２００
４０ ０００
２０ ２００

　 ５.８９
　 ６.７６
　 １.４１

否
是
否

５００
{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ５００}

{１ꎬ３ꎬ５ꎬ７ꎬ􀆺ꎬ９９９}
列和从大到小排名前 ５００ 的列标

１６７
２９
１

１２５ ５００
１２ ５００

１２５ ５００

７７.４１
１８.２１

　 ４.９４

是
否
是

８００
{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ８００}

{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ１ ０００} ＼{１ꎬ６ꎬ１１ꎬ１６ꎬ􀆺ꎬ９９６}
列和从大到小排名前 ８００ 的列标

１３４
１３４
０

２４０ ８００
２４０ ８００
２４０ ８００

２２１.５４
２２９.１２
　 １.１６

是
是
是

　 　 由计算结果我们猜测:
(１)能够达到最值解的概率与 ｍ、ｎ 的比值有关ꎬ比值越接近 １ꎬ最值解对初值的选取依赖程度越

低. 相反ꎬ比值越接近 ０ꎬ最值解对初值的依赖程度越高.
(２)迭代步数与计算时间也与初值有关ꎬ选取列和从大到小排名前 ｍ的列标迭代速度更快ꎬ但当 ｍ、ｎ

比值较小时ꎬ这样选取不易达到最优值.
对这两个观察得到的结果ꎬ目前我们无法提供理论证明.

４　 结论

本文考虑了一类特殊的 ０－１ 二次规划问题ꎬ我们提出了一个最优解的必要条件ꎬ并设计了一个高效

的算法ꎬ可以适用于大规模的数值问题ꎬ给出最优解.该算法的优点是:算法简单、高效ꎬ比较大小的次数是

ｏ(ｎ３)ꎬ不涉及其余复杂算法ꎬ选取较好的初值ꎬ对于变量维数较高的情况有着较快的速度.缺点是极值解

与初值相关ꎬ并且只能保证解是极值解ꎬ不能保证最终的解是最优解.但是在只需要近似求其最值解的情

况下ꎬ可以不断随机改变初值ꎬ反复使用该算法ꎬ找出使目标函数达到最大的解ꎬ这个解是最优解的近似甚

至就是最优解.我们将在以后的工作中对算法的改进作进一步研究.
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