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正多边形区域上 Ｌａｐｌａｃｅ 算子特征值的

非结构网络谱元法

文永松ꎬ庞一成ꎬ张　 俊ꎬ朱淑娟

(贵州财经大学数学与统计学院ꎬ贵州 贵阳 ５５００２５)

[摘要] 　 采用高精度的混合三角形、四边形单元剖分求解任意正多边形区域上的 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的特征值. 由 Ｌｅｇ￣
ｅｎｄｒｅ 多项式线性组合构造内部单元的基函数和边界基函数. 首先ꎬ给出特征值的误差估计和算法实现. 然后ꎬ测试

数值算例的精度ꎬ以验证理论结果ꎬ表明方法的有效性及正确性.
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谱方法已成为偏微分方程数值求解的重要方法之一ꎬ其主要的优点是高精度ꎬ即如果原方程的解无限

光滑ꎬ那么用谱方法所求得的数值解将是指数阶收敛的. 传统意义下的谱方法也有其不足之处ꎬ其中一个

主要缺点是要求计算区域计较规则ꎬ也就是说它无法灵活处理复杂的物理区域. 由 Ｐａｔｅｒａ[１]等人发展起来

的谱元法基于区域分解的技巧ꎬ将复杂区域分解成若干个较小的四边形或六面体区域ꎬ然后在每个小区域

上使用谱方法. 这样ꎬ谱元法既继承了有限元方法对复杂区域的适应性ꎬ又保持了谱方法的高精度优

点. 它在不可压流体的计算中取得了很大的成功[２]ꎬ如今已经成为计算流体力学中最常用的方法之一. 基

于以上优点ꎬ谱(元)方法已经被广泛运用到其它一些领域ꎬ如量子力学和数值天气预报等[３－６] .
文献[７－８]提出了一种新型非结构网络谱元法ꎬ本文中我们将这一方法应用于正多边形区域上

Ｌａｐｌａｃｅ 算子特征值问题的计算. 新方法允许混合任意三角形和四边形单元ꎬ实现了复杂区域的计算.

１　 问题描述

假设 Ω为正多边形ꎬ我们考虑 Ｌａｐｌａｃｅ 特征值问题如下:
－Δｕ＝λｕ ｉｎ Δꎬｕ＝ ０ ｏｎ ∂Ω. (１)
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定义空间

Ｈ１
０(Ω)＝ {∀ψ∈Ｌ２(Ω)ꎬ∂ψ

∂ｘ
ꎬ∂ψ
∂ｙ

ｉｎ Ｌ２(Ω)ꎬψ＝ ０ꎬ ｏｎ ∂Ω}ꎬ

则其对应的弱形式为:寻找 λ∈Ｒꎬｕ∈Ｈ１
０(Ω)ꎬ使得

(∇ｕꎬ∇υ)＝ λ(ｕꎬυ)ꎬ∀υ∈Ｈ１
０(Ω) . (２)

首先ꎬ把多边形区域剖分成三角形和四边形的组合ꎬ取 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ￣Ｇａｕｓｓ￣Ｌｏｂａｔｔｏ 点为网络点ꎬ如图 １ꎬ
(ａ)和(ｂ)分别为五边形和六边形的网络剖分.

图 １　 正五边形和正六边形的网络剖分(其中 Ｎ＝１６)
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｇｕｌａｒ ｐｅｎｔａｇｏｎｓ ａｎｄ ｈｅｘａｇｏｎｓ(Ｎ＝１６)

其次ꎬ我们假设□为参考四边形区域为[－１ꎬ１]×[－１ꎬ１]ꎬ如果一般三角形区域 Ωｋ 的 ３ 个顶点为(ｘ１ꎬ
ｙ１)ꎬ(ｘ２ꎬｙ２)和(ｘ３ꎬｙ３)ꎬ那么从□到三角形单元 Ωｋ 的一一映射为:

ｘ＝ １
４
(１＋ξ)(１－η)(ｘ２－ｘ１)＋

１
２
(１＋η)(ｘ３－ｘ２)＋ｘ１ꎬ

ｙ＝ １
４
(１＋ξ)(１－η)(ｙ２－ｙ１)＋

１
２
(１＋η)(ｙ３－ｙ２)＋ｙ１ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 ∀(ξꎬη)∈□. (３)

逆变换为

ξ＝ ２
(ｘ－ｘ１)(ｙ３－ｙ１)－(ｘ３－ｘ１)(ｙ－ｙ１)
(ｘ－ｘ３)(ｙ２－ｙ１)－(ｘ２－ｘ１)(ｙ－ｙ３)

－１ꎬ

η＝ ２
(ｘ－ｘ１)(ｙ２－ｙ１)－(ｘ２－ｘ１)(ｙ－ｙ１)
(ｘ３－ｘ１)(ｙ２－ｙ１)－(ｘ２－ｘ１)(ｙ３－ｙ１)

－１ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 ∀(ｘꎬｙ)∈Ωｋ . (４)

如果 Ωｋ 是四边形单元ꎬ假设 ４ 个顶点为(ｘ１ꎬｙ１)ꎬ(ｘ２ꎬｙ２)ꎬ(ｘ３ꎬｙ３)和(ｘ４ꎬｙ４)ꎬ那么□到四边形单元

Ωｋ 的映射如下:∀(ξꎬη)∈□ꎬ

ｘ＝
ｘ１(１－ξ)(１－η)

４
＋
ｘ２(１＋ξ)(１－η)

４
＋
ｘ３(１＋ξ)(１＋η)

４
＋
ｘ４(１－ξ)(１＋η)

４
ꎬ

ｙ＝
ｙ１(１－ξ)(１－η)

４
＋
ｙ２(１＋ξ)(１－η)

４
＋
ｙ３(１＋ξ)(１＋η)

４
＋
ｙ４(１－ξ)(１＋η)

４
.

定义离散空间

Ｖ０
ＮꎬＫ:＝{Φ∈Ｈ１

０(Ω)∩ＰＮꎬＫ(Ω)} .
式中ꎬＰＮꎬＫ(Ω)为定义在每个单元 Ωｋ 上的不超过 Ｎ阶的多项式空间. 则对应于空间的全离散格式为:寻求

λＮꎬＫ∈ＲꎬｕＮꎬＫ∈Ｖ０
ＮꎬＫꎬ使得

(∇ｕＮꎬＫꎬ∇υＮꎬＫ)＝ λＮꎬＫ(ｕＮꎬＫꎬυＮꎬＫ)ꎬ∀υＮꎬＫ∈Ｖ０
ＮꎬＫ . (５)

２　 误差分析

首先ꎬ我们定义 Ω上的正交投影算子:Π１ꎬ０
ＮꎬＫ:Ｈ１

０(Ω)→Ｖ０
ＮꎬＫꎬ使得对任意的 ψ∈Ｖ０

ＮꎬＫꎬ满足

(∇(ψ－Π１ꎬ０
ＮꎬＫψ)ꎬ∇χＮꎬＫ)Ω＝ ０ꎬ∀χＮꎬＫ∈Ｖ０

ＮꎬＫ .
则我们可以得到如下误差估计ꎬ

—７２—
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引理 １　 令 ｒ≥１ꎬ则对所有 ψ∈Ｈｒ(Ω)∩Ｖꎬ我们可以得到如下误差估计

‖ψ－Π１ꎬ０
ＮꎬＫψ‖１ꎻΩ≤ｈｍｉｎ(Ｎ＋１ꎬｒ)Ｎ１－ｒ‖ψ‖ｒꎻΩ .

式中ꎬｈ为单元剖分的长度.
证明　 证明过程可以参考文献[９]中的定理 ３.２ 及其文献[１０]在标准四边形单元上的投影误差定理 ７.３.
由参考文献[１１]中 ＢａｂｕｓｋａꎬＯｓｂｏｒｎ 推导的关于特征值和特征向量的误差估计式(１.１)和(１.４)ꎬ我们

容易得到以下特征值和特征向量的误差收敛阶:
定理 １　 令(λꎬｕ)和(λＮꎬＫꎬｕＮꎬＫ)分别为问题(１)和问题(２)的解. 如果 φ∈Ｈ１

０(Ω)∩Ｈｒ(Ω)ꎬ且 ｒ≥２ꎬ那
么对于任意的 Ｎ≥２ꎬ我们有如下结论

‖ｕ－ｕＮꎬＫ‖１≤Ｃｈｍｉｎ(Ｎ＋１ꎬｒ)Ｎ１－ｒꎬ (６ａ)
λ－λＮꎬＫ≤Ｃｈ２ｍｉｎ(Ｎ＋１ꎬｒ)Ｎ２(１－ｒ) . (６ｂ)

３　 算法实现

为推导问题(１)的线性系统ꎬ需构造内部单元的基函数

ϕｋｉｊ(ξꎬη)＝
１

４ｉ＋６ ４ｊ＋６
(Ｌｉ(ξ)－Ｌｉ＋２(ξ))(Ｌ ｊ(η)－Ｌ ｊ＋２(η)) . (７)

易证每个子单元的谱空间为

Ｖ０
ＮꎬＫ ＝ｓｐａｎ{ϕｋｉｊ(ξꎬη)ꎬ０<＝ ｉꎬｊ<＝Ｎ－２} . (８)

其次构造边界基函数:

φｋｉ(ξꎬη)＝
１

２(４ｉ＋６)
(Ｌｉ(ξ)－Ｌｉ＋２(ξ))(Ｌ０(η)－Ｌ２(η))ꎬ如果(ｘｋꎬｙｋ)∈Ωｋ .

φｋｉ(ξꎬη)＝
１

２(４ｉ＋６)
(Ｌｉ(ξ)－Ｌｉ＋２(ξ))(Ｌ０(η)－Ｌ２(η))ꎬ如果(ｘｋꎬｙｋ)∈Ωｋ＋１ .

(９)

由基函数代入以上表达式ꎬ可得线性代数系统

ＡｕＮꎬＫ ＝λＮꎬＫＢｕＮꎬＫ .
以上问题属于广义特征值问题ꎬ可以由 Ｌａｐｌａｃｅ 库的 ｄｇｇｅｖ 函数来高效求解出对应的特征值和特征向

量ꎬ且计算量大约为 Ｏ((ＫＮ) ６) .

图 ２　 最小特征值在正五边形和正六边形的误差图(其中以多项式阶数 Ｎ＝４８ 为精确解)
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｏｆ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｉｎ ｒｅｇｕｌａｒ ｐｅｎｔａｇｏｎｓ ａｎｄ ｈｅｘａｇｏｎｓ(Ｎ＝４８)

４　 数值算例

理论上ꎬ我们可以给出任意多边形的数值结果ꎬ在本文中ꎬ我们只简略给出正五边形和正六边形的特

征值收敛结果ꎬ其他正多边形可以由程序类似计算给出.
采用非结构网络谱元法ꎬ把多项式阶数 Ｎ＝４８ 作为收敛的解(正五边形最小特征值为 ７.１５５ ３３９ １３７ １９４ ９２ꎬ

正六边形最小特征值为 ７.９５７ ０８９ ３８９ ６２５ ０９)ꎬ图２ 画出了最小特征值对数－对数坐标下的误差.从图２ 我们可以

看到ꎬ误差呈指数阶下降的趋势.

—８２—
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对应最小特征值的特征向量等值线图为图 ３. 其虚线代表负数ꎬ实线代表正数. 从图 ３ 可以看出ꎬ在正

多边形的中间有一个漩涡产生.

图 ３　 对应最小特征值的特征向量(其中多项式阶数 Ｎ＝２４)
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ(Ｎ＝２４)
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