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ｋ－正则可图序列的公平划分问题

李海燕ꎬ郭　 锦

(海南大学信息科学技术学院ꎬ海南 海口 ５７０２２８)

[摘要] 　 设 π＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)是非负整数序列ꎬπ１ꎬπ２ 是将 π的所有元素划分为两部分后的两个子序列. 如果

－１≤｜π１ ｜ － ｜π２ ｜≤１ꎬ则称 π１ꎬπ２ 是 π的一个平衡二部划分ꎬ其中 ｜πｉ ｜ ( ｉ＝ １ꎬ２)表示 πｉ 中的元素数目. 设 ｋ和 ｎ
是两个正整数ꎬπ＝(ｋｎ)是 ｋ－正则可图序列. 本文确定了 ψｍａｘ(π)的值和 ψｍｉｎ(π)的值.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｌｅｔ π＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ) ｂｅ ａ ｇｒａｐｈｉｃ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ ａｎｄ π１ꎬπ２ ｂｅ ｔｗｏ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｔｈａｔ ａｒｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ π ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｓｅｔｓ. Ａ ｂａｌａｎｃｅｄ ｂｉｐａｒｔｉｔｉｏｎ ｏｆ π ｉｓ ａ ｂｉｐａｒｔｉｔｉｏｎ π１ꎬπ２ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
－１≤ ｜π１ ｜ － ｜π２ ｜≤１ꎬｗｈｅｒｅ ｜πｉ ｜ ( ｉ＝ １ꎬ２) ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｜πｉ ｜ . Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｌｅｔ ｋ ａｎｄ ｎ ｂｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒｓꎬｗｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ψｍａｘ(π) ａｎｄ ψｍｉｎ(π) ｏｆ ｋ￣ｒｅｇｕｌａｒ ｇｒａｐｈｉｃ ｓｅｑｕｅｎｃｅ π＝(ｋｎ) .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｇｒａｐｈꎬｄｅｇｒｅｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅꎬｋ￣ｇｒａｐｈｉｃ ｓｅｑｕｅｎｃｅꎬｂａｌａｎｃｅｄ ｂｉｐａｒｔｉｔｉｏｎꎬｊｕｄｉｃｉｏｕｓ ｂａｌａｎｃｅｄ ｂｉｐａｒｔｉｔｉｏｎ

本文中只限于讨论有限简单图. 未给出的定义请参照文献[１] . 设 Ｇ和 Ｈ是简单图ꎬ图 Ｇ＋Ｈ表示 Ｇ与

Ｈ的和ꎬ其顶点集为 Ｖ(Ｇ＋Ｈ)＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ(Ｈ)ꎬ其边集为 Ｅ(Ｇ＋Ｈ)＝ Ｅ(Ｇ)∪Ｅ(Ｈ) .
设 Ｖ１、Ｖ２ 是图 Ｇ的一个二部划分ꎬ如果－１≤｜Ｖ１ ｜ － ｜Ｖ２ ｜≤１ꎬ则称 Ｖ１、Ｖ２ 是 Ｇ 的一个二部平衡划分. 对

于 ｉ＝ １ꎬ２ꎬｅ(Ｖｉ)表示两个端点都在 Ｖｉ 中的边的数目ꎬｅ(Ｖ１ꎬＶ２)表示两个端点分别在顶点子集 Ｖ１、Ｖ２ 中的

边数. 通常 ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)用来表示平衡二部划分的大小. 图 Ｇ 的一个最大(最小)平衡二部划分 Ｖ１、Ｖ２ 是图 Ｇ
的所有平衡二部划分中 ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)的值达到最大(最小) . 最大平衡二部划分问题和最小平衡二部划分问题

都是 ＮＰ－完全的(见文献[２]) . 近来ꎬＪｅｒｒｕｍ 证明了平面图的最大平衡二部划分问题也是 ＮＰ－完全的ꎬ然
而关于平面图的最小平衡二部划分问题的复杂性尚未得出结论(见文献[３]) .

与最大、最小平衡划分问题不同ꎬ公平划分问题是寻找图 Ｇ 的一个划分ꎬ使得多个分量同时进行优

化. 文献[４]中ꎬＢｏｌｌｏｂ􀅡ｓ和 Ｓｃｏｔｔ提出下面猜想.
猜想 １(Ｂｏｌｌｏｂ􀅡ｓ和 Ｓｃｏｔｔ[４]) 　 每个 ｍ 条边且最小度至少是 ２ 的图 Ｇ 存在一个平衡二部划分 Ｖ１、Ｖ２

使得

ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}≤
ｍ
３
.

与最大割ꎬ最大平衡二部划分问题相关的公平划分问题已经被广泛研究(见文献[２－１２] . Ｘｕ和 Ｙｕ[１２]已
经证明了猜想 １ꎬ同时指出 Ｋ３ 是唯一极图.

关于 ｋ￣正则图ꎬＢｏｌｌｏｂ􀅡ｓ和 Ｓｃｏｔｔ[７]证明以下结论:

—１—
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定理 １　 (Ｂｏｌｌｏｂ􀅡ｓ和 Ｓｃｏｔｔ[７]) 　 设 ｋ≥１是一个奇数且 Ｇ 是 ｍ 条边的 ｋ－正则图ꎬ则 Ｇ 存在一个平衡

二部划分 Ｖ１、Ｖ２ 使得

ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}≤
ｋ－１
４ｋ
ｍꎬ

式中ꎬ极图是 ｓＫｋ＋１ .
定理 ２(Ｂｏｌｌｏｂ􀅡ｓ和 Ｓｃｏｔｔ[７]) 　 设 ｋ≥２是一个偶数且 Ｇ是 ｍ条边的 ｋ－正则图.
(１)如果 ｜Ｖ(Ｇ) ｜是偶数ꎬ则 Ｇ存在平衡二部划分 Ｖ１、Ｖ２ 使得

ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}≤
ｋ

４(ｋ＋１)
ｍꎬ

式中ꎬ极图是 ２ｔＫｋ＋１ .
(２)如果 ｜Ｖ(Ｇ) ｜是奇数ꎬ则 Ｇ存在平衡二部划分 Ｖ１、Ｖ２ 使得

ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}≤
１
４

ｋ
(ｋ＋１)

ｍ＋ ｋ
４
ꎬ

式中ꎬ极图是(２ｔ＋１)Ｋｋ＋１ .
本文我们将把图的公平划分问题变形到度序列的公平划分问题.
若简单图有顶点集 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 且 ｖｉ 的度为 ｄｉ( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ则序列 π＝ (ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)称为 Ｇ 的度序

列. 记 ＮＳｎ 为所有满足 ｎ－１≥ｄ１≥ｄ２≥􀆺≥ｄｎ≥０的整数序列的集合. 如果 π是某个 ｎ阶简单图 Ｇ的度序

列ꎬ那么称 π为可图序列ꎬ且 Ｇ为 π的一个实现. 记 ＧＳｎ 为 ＮＳｎ 中的所有可图序列组成的集合. 在可图度

序列中ꎬｒｎ 表示有 ｎ个 ｒꎬ即度序列的实现中有 ｎ个顶点的度为 ｒ.
给定可图序列 πꎬπ１、π２ 是将 π的元素划分为两部分后的两个子序列. 如果－１≤｜π１ ｜ － ｜π２ ｜≤１ꎬ则称

π１、π２ 是 π的一个平衡二部划分ꎬ其中 ｜πｉ ｜ ( ｉ＝ １ꎬ２)表示 πｉ 中的元素数目. 若 Ｇ 是 π 的一个实现ꎬＶ１、Ｖ２
是 Ｇ的一个平衡二部划分且 Ｖ１、Ｖ２ 在 π中的度序列分别为 π１、π２ꎬ则称 Ｖ１、Ｖ２ 为 π 的平衡二部划分 π１、
π２ 的一个实现.

类似于图的“公平”划分问题ꎬ我们考虑度序列的“公平”划分问题:寻找已知可图序列 π的一个平衡二

部划分 π１、π２ꎬ使得 π１、π２ 的某个实现 Ｖ１、Ｖ２ 在 π的所有平衡二部划分的所有实现下 ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}达
到最大或者 ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}达到最小ꎬ记 ψｍｉｎ(π)＝ ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)}ꎬψｍａｘ(π)＝ ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} . 若
Ｖ′１、Ｖ′２是 π的某个平衡二部划分的一个实现ꎬ显然 ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ′１)ꎬｅ(Ｖ′２)}ꎬψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ′１)ꎬ
ｅ(Ｖ′２)} .　

受图的公平划分问题启发ꎬ在可图序列中ꎬ以下问题也值得研究.
问题 １　 给定可图序列 π＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)ꎬψｍａｘ(π)和 ψｍｉｎ(π)的值是多少?
设 π＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＳｎꎬ若 ｄｉ ＝ ｋ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ则称 π是 ｋ－正则的. 下面是本文的主要结果.

定理 ３　 设 ｋ≥１是整数且 π＝(ｋｎ)∈ＧＳｎꎬ则除了当 ｎ 是偶数且 ｋ 和 ｎ 都是奇数时ꎬψｍｉｎ(π)＝
ｋｎ
４
－ １
２

外ꎬ其余情况 ψｍｉｎ(π)＝
１
２
⌊ ｎ
２
」ｍｉｎ{ｋꎬ⌊ ｎ

２
」－１} .

定理 ４　 设 ｋ≥１是一个正整数且 π＝(ｋｎ)∈ＧＳｎ .
(１)当 ｎ是偶数时ꎬ

(ａ)若 ｋ≤ ｎ
２
ꎬ则 ψｍａｘ(π)＝ ０ꎻ

(ｂ)若 ｋ≥ ｎ
２
＋１ꎬ则

ψｍａｘ(π)＝

(２ｋ－ｎ)ｎ
８

＋ １
２
ꎬ 当 ｋ是偶数且

ｎ
２
是奇数ꎻ

(２ｋ－ｎ)ｎ
８

ꎬ 其他.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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(２)当 ｎ是奇数时ꎬ

(ａ)若 ｋ≤ｎ
－１
２

ꎬ则 ψｍａｘ(π)＝
ｋ
２
ꎻ

(ｂ)若 ｋ≥ｎ
＋１
２

ꎬ则 ψｍａｘ(π)＝
(２ｋ－ｎ＋１)(ｎ＋１)

８
.

１　 正则可图序列

本节主要证明定理 ３和定理 ４. 设 π是 ｋ－正则可图序列ꎬ下面确定 ψｍａｘ(π)和 ψｍｉｎ(π)的值. 证明将会

用到以下几个结论.

定理 ５(Ｅｒｄöｓ和 Ｇａｌｌａｉ[１３]) 　 设 π＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＮＳｎ 且∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄｉ是偶数. 则 π∈ＧＳｎ 当且仅当对任意

整数 ｔꎬ

∑
ｔ

ｉ ＝ １
ｄｉ≤ｔ( ｔ－１)＋∑

ｎ

ｊ ＝ ｔ＋１
ｍｉｎ{ｄｉꎬｔ}ꎬ　 １≤ｔ≤ｎ

都成立.
设 Ｐ:＝(ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｍ)ꎬＱ:＝ (ｑ１ꎬｑ２ꎬ􀆺ꎬｑｎ)是两个非负整数序列. 如果存在一个简单二部图 Ｇ[ＸꎬＹ]

使得 Ｘ和 Ｙ中的顶点度分别是(ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｍ)和(ｑ１ꎬｑ２ꎬ􀆺ꎬｑｎ)ꎬ那么称序列对(ＰꎬＱ)是二部可图的ꎬ并称

二部图 Ｇ[ＸꎬＹ]为(ＰꎬＱ)的一个实现. Ｇａｌｅ[１４] 和 Ｒｙｓｅｒ[１５] 分别独立地给出了关于二部可图序列的刻划

定理.
定理 ６(Ｇａｌｅ[１４]ꎬＲｙｓｅｒ[１５]) 　 设 Ｐ:＝(ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｍ)和 Ｑ:＝(ｑ１ꎬｑ２ꎬ􀆺ꎬｑｎ)是两个非负整数序列且满足

ｐ１≥ｐ２≥􀆺≥ｐｍꎬｑ１≥ｑ２≥􀆺≥ｑｎ . 若∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｐｉ ＝∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉ ꎬ则(ＰꎬＱ)是二部可图的当且仅当

∑
ｔ

ｉ ＝ １
ｑｉ ≤∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ}ꎬ　 １≤ｔ≤ｎ

成立.

引理 １(Ｙｉｎ和 Ｌｉ[１６]) 　 设 π＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＮＳｎꎬｄ１ ＝ ｒ且∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｄｉ 是偶数. 如果 ｄｒ＋１≥ｒ－１ꎬ则 π∈ＧＳｎ .

１.１　 定理 ３ 的证明

对可图序列 π＝(ｋｎ)ꎬ我们分以下两种情况讨论:
情形 １　 ｎ是偶数. 设 ｎ＝２ｍ且 π１ ＝π２ ＝(ｋｍ) . 那么 π１、π２ 是 π的一个平衡二部划分. 假设 Ｈ是 π的一

个实现且 Ｖ１、Ｖ２ 是 Ｈ的一个平衡二部划分ꎬ显然 ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} . 由于 ２ｅ(Ｖ１)＋ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)＝
２ｅ(Ｖ２)＋ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)ꎬ那么 ｅ(Ｖ１)＝ ｅ(Ｖ２)＝ ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} .

假设 ｋ≤ｍ－１. 若 ｋ是偶数ꎬ由引理 １知ꎬπｉ∈ＧＳｎꎬｉ＝１ꎬ２. 设 Ｇｉ 是 πｉ 的一个实现且 Ｖ(Ｇｉ)＝ Ｖｉꎬｉ＝１ꎬ２. 令
Ｇ＝Ｇ１＋Ｇ２ꎬ则 Ｇ是 π的一个实现且

ｋｍ
２
≥ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝

ｋｍ
２
.

因此ꎬψｍｉｎ(π)＝
ｋｍ
２
.

下面考虑 ｋ是奇数的情形. 若 ｍ 是偶数ꎬ则 πｉ ＝ ( ｋｍ)∈ＧＳｎꎬｉ ＝ １ꎬ２. 通过类似于上面的讨论可得ꎬ

ψｍｉｎ(π)＝
ｋｍ
２
. 若 ｍ是奇数ꎬ那么 ｋｍ也是奇数且 πｉ ＝ (ｋｍ)∉ＧＳｎ . 因此ꎬψｍｉｎ(π)≤

ｋｍ－１
２
＝ ｋｎ
４
－ １
２
. 令 π′１ ＝

π′２ ＝(ｋｍ
－１ꎬｋ－１)ꎬ由于 ｋ和 ｍ都是奇数ꎬ由引理 １得 π′ｉ∈ＧＳｎ . 假设 Ｇ ｉ 是 π′ｉ的一个实现ꎬ其中 Ｖ(Ｇ ｉ)＝ Ｖｉꎬ

ｉ＝ １ꎬ２. 令 Ｇ′＝Ｇ１＋Ｇ２ꎬ同时连接图 Ｇ′中度为 ｋ－１的顶点ꎬ记为图 Ｇ. 容易验证图 Ｇ是 π的一个实现且

ｋｍ－１
２
≥ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝

ｋｍ－１
２
.

—３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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因此ꎬψｍｉｎ(π)＝
ｋｍ－１
２
＝ ｋｎ
４
－ １
２
.

故ꎬ设 ｎ－１≥ｋ≥ｍꎬ那么 ψｍｉｎ(π)≤
ｍ(ｍ－１)
２

.

设 Ｇ ｉ ＝Ｋｍ 且 Ｖ(Ｇ ｉ)＝ Ｖｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ令 π′１ ＝π′２ ＝((ｋ＋１－ｍ)ｍ) . 由定理 ６ꎬ易证(π′１ꎬπ′２)是二部可图的. 设
简单二部图 Ｈ[Ｖ１ꎬＶ２]是(π′１ꎬπ′２)的一个实现. 显然ꎬＧ ＝ Ｇ１ ＋Ｇ２ ＋Ｈ[Ｖ１ꎬＶ２]是 π 的一个实现. 因此ꎬ
ｍ(ｍ－１)
２

≥ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝
ｍ(ｍ－１)
２

. 故ꎬψｍｉｎ(π)＝
ｍ(ｍ－１)
２

.

情形 ２　 ｎ是奇数. 设 ｎ＝ ２ｍ＋１ꎬ那么 ｋ是偶数.

设 ｋ≤ｍ－１且 π１ ＝(ｋｍ
＋１)ꎬπ２ ＝(ｋｍ)ꎬ那么 ψｍｉｎ(π)≤

ｋｍ
２
. 根据引理 １ꎬπ１、π２∈ＧＳｎ . 假设 Ｇ ｉ 是 πｉ 的一

个实现ꎬ其中 Ｖ(Ｇ ｉ)＝ Ｖｉ 且 Ｇ＝Ｇ１＋Ｇ２ . 那么 Ｇ是 π的一个实现. 所以ꎬｋｍ
２
≥ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝

ｅ(Ｖ２)＝
ｋｍ
２
. 因此ꎬψｍｉｎ(π)＝

ｋｍ
２
.

若 ｋ＝ｎ－１＝ ２ｍꎬ则完全图 Ｋｎ 是 π唯一的实现ꎬ且 ψｍｉｎ(π)＝
ｍ(ｍ－１)
２

.

下面考虑 ｎ－２＝ ２ｍ－１≥ｋ≥ｍ. 则 ψｍｉｎ(π)≤
ｍ(ｍ－１)
２

.

设 Ｇ ｉ ＝ＫｍꎬＶ(Ｇ ｉ)＝ Ｖ′ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２)且 π′ ＝ (ｋｎ１ꎬ(ｋ－１) ｎ２)ꎬ其中 ｎ１ ＋ｎ２ ＝ ２ｍꎬｎ２ ＝ ｋ. 令 π′１ ＝ (ｐ１ꎬ􀆺ꎬｐｍ)＝
((ｋ＋１－ｍ) ｎ１ / ２ꎬ(ｋ－ｍ) ｎ２ / ２)ꎬπ′２ ＝(ｑ１ꎬ􀆺ꎬｑｍ)＝ ((ｋ＋１－ｍ) ｎ１ / ２ꎬ(ｋ－ｍ) ｎ２ / ２) . 那么ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ ＝

(ｋ ＋ １ － ｍ) ｔꎬ 若 １ ≤ ｔ≤
ｎ１
２

(ｋ ＋ １ － ｍ)
ｎ１
２
＋ (ｋ － ｍ) ｔ －

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 若

ｎ１
２
< ｔ≤ ｍ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１)

且

∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝

ｍｔꎬ 若 １≤ｔ≤ｋ－ｍ

(ｋ＋１－ｍ)
ｎ１
２
＋(ｋ－ｍ)

ｎ２
２
ꎬ 若 ｋ－ｍ<ｔ≤ｍ

ì

î

í

ïï

ïï

(２)

下面我们比较∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ 与∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ}的大小. 由式(１)和(２)ꎬ显然

(ｋ＋１－ｍ) ｔ≤ｍｔꎬ

(ｋ＋１－ｍ)
ｎ１
２
＋(ｋ－ｍ) ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷≤(ｋ＋１－ｍ)

ｎ１
２
＋(ｋ－ｍ)

ｎ２
２
.

若
ｎ１
２
<ｋ－ｍ且

ｎ１
２
<ｔ≤ｋ－ｍꎬ根据式(１)和(２)ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ ＝(ｋ＋１－ｍ)

ｎ１
２
＋(ｋ－ｍ) ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝ｍｔꎬ

因为 ２ｍ－１≥ｋ≥ｍ和
ｎ１
２
<ｔ≤ｋ－ｍꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ(ｐｉꎬｔ)＝ (ｋ－２ｍ) ｔ＋

ｎ１
２
<０.

若 ｋ－ｍ<
ｎ１
２
且 ｋ－ｍ<ｔ≤

ｎ１
２
ꎬ由式(１)和(２)ꎬ

—４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ ＝(ｋ＋１－ｍ) ｔꎬ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝(ｋ＋１－ｍ)

ｎ１
２
＋(ｋ－ｍ)

ｎ２
２
.

显然ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝(ｋ＋１－ｍ) ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －(ｋ－ｍ)

ｎ２
２
≤０.

根据定理 ６ꎬ(π′１ꎬπ′２)是二部可图的. 设 Ｈ[Ｖ′１ꎬＶ′２]是(π′１ꎬπ′２)的一个实现ꎬ令 Ｇ′＝Ｈ＋Ｇ１＋Ｇ２ꎬ则 Ｇ′是
π′的一个实现. 设顶点 ｖ∉Ｇ′ꎬ将顶点 ｖ与 Ｇ′中所有 ｋ－１度点相连ꎬ则得到 ｋ－正则图 Ｇ. 显然 Ｇ 是 π 的一

个实现. 令 Ｖ１ ＝Ｖ′１∪ｖꎬＶ２ ＝Ｖ′２ꎬ那么 Ｖ１ꎬＶ２ 是 Ｇ的一个平衡二部划分且

ｍ(ｍ－１)
２

≥ψｍｉｎ(π)≥ｍｉｎ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝ ｅ(Ｖ２)＝
ｍ(ｍ－１)
２

.

因此ꎬψｍｉｎ(π)＝
ｍ(ｍ－１)
２

. 证毕.

１.２　 定理 ４ 的证明

我们考虑两种情形.
情形 １　 ｎ是偶数. 设 ｎ＝ ２ｍꎬπ１ ＝π２ ＝(ｋｍ) . 所以ꎬπ１、π２ 是 π的一个平衡二部划分. 设 Ｈ 是 π 的一

个实现ꎬ且 Ｖ１、Ｖ２ 是 Ｈ的一个平衡二部划分ꎬ显然 ψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} . 由于 ２ｅ(Ｖ１)＋ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)
＝ ２ｅ(Ｖ２)＋ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)ꎬ故 ｅ(Ｖ１)＝ ｅ(Ｖ２) .

若 ｋ≤ｍꎬ根据定理 ６ꎬ容易验证(π１ꎬπ２)是二部可图的. 设二部图 Ｇ[Ｖ１ꎬＶ２]是(π１ꎬπ２)的一个实现ꎬ
则 ψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝ ０. 因此ꎬψｍａｘ(π)＝ ０.

故假设 ｎ－１≥ｋ≥ｍ＋１ꎬ那么 ψｍａｘ(π)≥
(ｋ－ｍ)ｍ
２

＝(２ｋ－ｎ)ｎ
８

.

设 ｋ是奇数ꎬＨ[Ｖ１ꎬＶ２] ＝Ｋｍꎬｍꎬπ′１ ＝π′２ ＝((ｋ－ｍ)ｍ) . 由于 ｋ是奇数ꎬ则(ｋ－ｍ)ｍ是偶数. 由引理 １ꎬπ′ｉ∈
ＧＳｎꎬｉ＝ １ꎬ２. 设 Ｇ ｉ 是 π′ｉ的一个实现且 Ｖ(Ｇ ｉ)＝ Ｖｉꎬｉ＝ １ꎬ２. 令 Ｇ＝Ｈ＋Ｇ１＋Ｇ２ . 容易验证 Ｇ是 π的一个实现且

(２ｋ－ｎ)ｎ
８

≤ψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝
(ｋ－ｍ)ｍ
２

＝(２ｋ－ｎ)ｎ
８

.

因此ꎬψｍａｘ(π)＝
(２ｋ－ｎ)ｎ
８

.

下面考虑 ｋ 是偶数的情形. 若 ｍ 是偶数ꎬ由引理 １ 得((ｋ－ｍ)ｍ)∈ＧＳｎ . 类似于之前讨论ꎬψｍａｘ(π)＝
(２ｋ－ｎ)ｎ
８

. 若 ｍ是奇数ꎬ那么(ｋ－ｍ)ｍ 也是奇数ꎬ((ｋ－ｍ)ｍ)∉ＧＳｎ . 故ꎬψｍａｘ(π)≥
(ｋ－ｍ)ｍ＋１

２
. 设 Ｈ[Ｖ１ꎬ

Ｖ２] ＝Ｋｍꎬｍꎬ在 Ｈ中将 Ｖ１、Ｖ２ 的第一对顶点的边删除得到图 Ｈ′. 设 π′１ ＝π′２ ＝(ｋ＋１－ｍꎬ(ｋ－ｍ)ｍ
－１) . 因为 ｋ 和

ｎ都是偶数ꎬ那么 ｋ<ｎ－１＝ ２ｍ－１. 由引理 １ 可得ꎬπ′ｉ∈ＧＳｎ . 设 Ｇ ｉ 是 π′ｉ的一个实现且 Ｖ(Ｇ ｉ)＝ Ｖｉꎬｉ ＝ １ꎬ２. 令
Ｇ＝Ｈ′＋Ｇ１＋Ｇ２ . 显然 Ｇ是 π的一个实现且

(ｋ－ｍ)ｍ＋１
２

≤ψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝
(ｋ－ｍ)ｍ＋１

２
.

因此ꎬψｍａｘ(π)＝
(２ｋ－ｎ)ｎ
８

＋ １
２
.

情形 ２　 ｎ是奇数. 设 ｎ＝ ２ｍ＋１ꎬ那么 ｋ必是偶数.
设 π１ ＝(ｋｍ

＋１)ꎬπ２ ＝(ｋｍ)ꎬ则 π１、π２ 是 π的一个平衡二部划分. 设 Ｈ是 π 的一个实现ꎬＶ１、Ｖ２ 是 Ｈ的

一个平衡二部划分ꎬ其中 Ｖｉ 在 Ｈ中的度序列为 πｉ( ｉ＝ １ꎬ２) . 由于

２ｅ(Ｖ１)＋ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)＝ (ｍ＋１)ｋ＝
(ｎ＋１)ｋ
２

ꎬ２ｅ(Ｖ２)＋ｅ(Ｖ１ꎬＶ２)＝ ｋｍ＝
(ｎ－１)ｋ
２
.

因此 ｅ(Ｖ１)＝ ｅ(Ｖ２)＋
ｋ
２
. 故 ψｍａｘ(π)≥

ｋ
２
.

—５—
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下面我们证明 ｋ≤ｍ的情形成立. 设 π′＝(ｋｎ１ꎬ(ｋ－１) ｎ２)且 π′１ ＝ (ｐ１ꎬ􀆺ꎬｐｍ)＝ (ｋｎ１ / ２ꎬ(ｋ－１) ｎ２ / ２)ꎬπ′２ ＝
(ｑ１ꎬ􀆺ꎬｑｍ)＝ (ｋｎ１ / ２ꎬ(ｋ－１) ｎ２ / ２)ꎬ其中 ｎ１＋ｎ２ ＝ ２ｍ且 ｎ２ ＝ ｋ. 那么ꎬπ′１ꎬπ′２是 π′的一个平衡二部划分. 这里ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ ＝

ｋｔꎬ 若 １≤ｔ≤
ｎ１
２

ｋ
ｎ１
２
＋(ｋ－１) ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 若

ｎ１
２
<ｔ≤ｍ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３)

且

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝

ｍｔꎬ 若 １≤ｔ≤ｋ－１

ｋ
ｎ１
２
＋(ｋ－１)

ｎ２
２
ꎬ 若 ｋ－１<ｔ≤ｍ

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

接下来我们比较∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ 和∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ}的大小. 显然ꎬ由(３)和(４)得 ｋｔ≤ｍｔ且

ｋ
ｎ１
２
＋(ｋ－１) ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷≤ｋ

ｎ１
２
＋(ｋ－１)

ｎ２
２
.

若
ｎ１
２
<ｋ－１ꎬ

ｎ１
２
<ｔ≤ｋ－１ꎬ由(３)和(４)得ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ ＝ ｋ

ｎ１
２
＋(ｋ－１) ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝ｍｔ.

据 ｋ≤ｍ和
ｎ１
２
<ｔ≤ｋ－１可知

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝(ｋ－ｍ) ｔ＋(ｎ１ / ２－ｔ)<０

若 ｋ－１<
ｎ１
２
ꎬｋ－１<ｔ≤

ｎ１
２
ꎬ由(３)和(４)得ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ ＝ ｋｔꎻ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝ ｋ

ｎ１
２
＋(ｋ－１)

ｎ２
２
.

显然ꎬ

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｍｉｎ{ｐｉꎬｔ} ＝ ｋ ｔ－

ｎ１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －(ｋ－１)

ｎ２
２
≤０

由定理 ６ꎬ(π′１ꎬπ′２)是二部可图的. 设 Ｇ′[Ｖ′１ꎬＶ′２]是(π′１ꎬπ′２)的一个实现ꎬ则 Ｇ′[Ｖ′１ꎬＶ′２]也是 π′＝ (ｋｎ１ꎬ
(ｋ－１) ｎ２)的一个实现. 因此ꎬｍａｘ{ｅ(Ｖ′１)ꎬｅ(Ｖ′２)} ＝ ０. 设顶点 ｖ∉Ｇ′ꎬ将顶点 ｖ与 Ｇ′中所有 ｋ－１度点相连ꎬ则
得到 ｋ－正则图 Ｇ. 显然 Ｇ是 π的一个实现. 令 Ｖ１ ＝Ｖ′１∪ｖꎬＶ２ ＝Ｖ′２ꎬ那么 Ｖ１、Ｖ２ 是 Ｇ 的一个平衡二部划分且

ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝ ｅ(Ｖ１)＝
ｎ２
２
＝ ｋ
２
.

因此ꎬ ｋ
２
≤ψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝

ｋ
２
ꎬ且 ψｍａｘ(π)＝

ｋ
２
.

下面我们讨论 ｎ－１≥ｋ≥ｍ＋１的情形. 则ꎬψｍａｘ(π)≥
(ｋ－ｍ)(ｍ＋１)

２
.

设 Ｈ[Ｖ１ꎬＶ２] ＝Ｋｍ＋１ꎬｍꎬ且 π′１ ＝((ｋ－ｍ)ｍ
＋１)ꎬπ′２ ＝ ((ｋ－ｍ－１)ｍ) . 由于 ｋ 是偶数ꎬ所以(ｋ－ｍ)(ｍ＋１)和

(ｋ－ｍ－１)ｍ都是偶数. 由引理 １知ꎬπ′ｉ∈ＧＳｎꎬｉ＝１ꎬ２. 设 Ｇｉ 是 π′ｉ的一个实现且 Ｖ(Ｇｉ)＝ Ｖｉ . 令 Ｇ＝Ｈ＋Ｇ１＋Ｇ２ . 容
易验证 Ｇ是 π的一个实现ꎬ且

—６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝ ｅ(Ｖ１)＝
(ｋ－ｍ)(ｍ＋１)

２
.

因此ꎬ
(ｋ－ｍ)(ｍ＋１)

２
≤ψｍａｘ(π)≤ｍａｘ{ｅ(Ｖ１)ꎬｅ(Ｖ２)} ＝

(ｋ－ｍ)(ｍ＋１)
２

ꎬ

且

ψｍａｘ(π)＝
(ｋ－ｍ)(ｍ＋１)

２
＝(２ｋ－ｎ＋１)(ｎ＋１)

８
.

证毕
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