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一维 Ｓｔｅｆａｎ 问题的浸入界面方法
纪海峰

(南京邮电大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 考虑经典的一维 Ｓｔｅｆａｎ问题的浸入界面数值求解方法. 基于与移动的界面位置无关的网格ꎬ构造出时

间方向具有一阶精度ꎬ空间方向具有二阶精度的有限差分方法. 最后ꎬ一些数值例子验证了该方法的收敛精度.
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Ｓｔｅｆａｎ问题的难点在于追踪界面的位置ꎬ例如模拟冰和水的交界面的变化过程. 由于界面随着时间会

发生变化ꎬ这类问题也称为移动界面问题. 对这类问题ꎬ目前已有许多数值求解方法ꎬ例如[１－２]等. 这些

方法都是采用拟合界面的网格剖分ꎬ即界面附近的网格点必须落在界面上. 界面拟合网格法有着许多缺

点. 首先ꎬ对于形状复杂的界面ꎬ尤其在三维空间中ꎬ生成正则的界面拟合网格往往比较困难. 其次ꎬ如果

界面随时间移动ꎬ那么在每一时间步都需要重新生成界面拟合网格ꎬ这增加了算法的复杂度和计算量. 为
了克服界面拟合网格的缺点ꎬ有学者提出了非拟合网格方法ꎬ即网格的生成与界面无关ꎬ允许界面以任意

方式穿过网格单元的内部. 在实际计算中ꎬ一般使用结构化的网格ꎬ例如笛卡尔网格等. 非拟合网格法在

处理移动界面问题上有着不可替代的优点ꎬ故一直受到工程界和计算数学界的广泛关注.
非拟合网格方法的思想要追溯到 Ｐｅｓｋｉｎ在 １９７７年提出来的浸入边界方法[３] . 该方法简单、易实现且

具有鲁棒性ꎬ但只有一阶精度. １９９４ 年 Ｌｅｖｅｑｕｅ 和 Ｌｉ[４]对于带有间断系数和奇异源项的二阶椭圆界面问

题提出了浸入界面方法. 该方法为基于笛卡尔网格ꎬ把界面条件耦合到差分格式中ꎬ使得截断误差在不规

则点处达到 Ｏ(ｈ)ꎬ从而不仅能使解的整体误差达到 Ｏ(ｈ２)ꎬ而且其导数也达到 Ｏ(ｈ２)精度[５] . 随后该方

法被推广到流体界面问题[６－７]、弹性界面问题[８]以及移动界面问题[９－１０]等.
本文研究一维 Ｓｔｅｆａｎ问题的浸入界面方法. 利用界面跳跃条件ꎬ本文构造出时间方向具有一阶精度ꎬ

空间方向具有二阶精度的有限差分格式. 然后给出一些数值算例来验证该方法的收敛精度.

１　 模型问题

考虑凝固或融化的过程ꎬ设[ａꎬｂ]为计算区域ꎬα( ｔ)表示两个物体的交界面ꎬ[ａꎬα( ｔ)]与[α( ｔ)ꎬｂ]分
别表示两种物体所占的区域. 为了叙述简单ꎬ假设两种物体的扩散系数以及密度相同ꎬ为单位 １ꎬ而且不考
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虑凝固或融化带来的体积变化ꎬ那么温度 ｕ(ｘꎬｔ)在两个区域上分别满足经典的扩散方程

∂ｕ(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝∂
２ｕ(ｘꎬｔ)
∂ｘ２

＋ｆ(ｘꎬｔ)ꎬｘ∈[ａꎬα( ｔ)]∪[α( ｔ)ꎬｂ] . (１)

以及初边值条件

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬｘ∈[ａꎬｂ]ꎬ
ｕ(ａꎬｔ)＝ ｕａ( ｔ)ꎬｕ(ｂꎬｔ)＝ ｕｂ( ｔ)ꎬｔ∈[０ꎬＴ] .

在界面 α( ｔ)上ꎬ需要满足如下 Ｓｔｅｆａｎ条件

ｕ(α( ｔ)ꎬｔ)＝ ｕＭꎬｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
ｄα( ｔ)
ｄｔ
＝ θ ∂ｕ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ θ

∂ｕ＋

∂ｘ
－θ ∂ｕ

－

∂ｘ
ꎬｔ∈[０ꎬＴ] .

其中ꎬｕＭ 为给定的常数ꎬ表示凝固点或熔点. θ为给定的参数ꎬｕ－ ＝ｕ ｜ [ａꎬα( ｔ)]ꎬｕ
＋ ＝ｕ ｜ [α( ｔ)ꎬｂ] .

２　 浸入界面方法

将区间[ａꎬｂ]分成 Ｎ等分ꎬ网格节点为 ｘｉ ＝ａ＋ｉｈꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ. 其中剖分长度为 ｈ ＝ (ｂ－ａ) / Ｎ. 对某一

时间 ｔꎬ如果 ｘｋ<α( ｔ)≤ｘｋ＋１ꎬ那么我们把网格节点 ｘｋ 与 ｘｋ＋１称为不规则点ꎬ其余的网格节点称为规则点. 由
于方程的解在界面 α( ｔ)处不光滑ꎬ因此构造的差分格式需要在不规则点处进行修正ꎬ而在规则点处可以

使用经典的差分格式.
在时间方向上ꎬ取时间步长 ＝Ｔ / Ｍꎬ则时间节点为 ｔｎ ＝ ｎꎬｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＭ. 令 ｕｎｉ 表示节点(ｘｉꎬｔｎ)处的

数值解ꎬ而 ｕ(ｘｉꎬｔｎ)为节点(ｘｉꎬｔｎ)处的精确解. 同样地ꎬ令 αｎ 表示时间 ｔｎ 处数值界面的位置. 下面构造求

解 ｕｎｉ 和 αｎ 的数值计算格式.
２.１　 空间离散

如果 ｘｉ 为规则点ꎬ对于扩散方程(１)有经典的差分格式

∂ｕ
∂ｔ
＝
ｕｉ＋１－２ｕｉ＋ｕｉ－１

ｈ２
＋ｆ(ｘｉꎬｔ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１.

通过泰勒展开式ꎬ我们得到

∂２ｕ
∂ｘ２
＝
ｕ(ｘｉ＋１ꎬｔｎ)－２ｕ(ｘｉꎬｔｎ)＋ｕ(ｘｉ－１ꎬｔｎ)

ｈ２
＋Ｏ(ｈ２) .

即该格式在规则点处的空间方向截断误差为 Ｏ(ｈ２) .
在不规则点 ｘｋ 处ꎬ利用浸入界面方法的思想ꎬ我们构造如下格式

∂ｕ
∂ｔ
＝
ｕｋ＋１－２ｕｋ＋ｕｋ－１

ｈ２
＋ｆ(ｘｋꎬｔ)＋Ｃｋ( ｔ) .

式中ꎬ修正项

Ｃｋ( ｔ)＝ －
１
ｈ２

[ｕ](α( ｔ)ꎬｔ)－
ｘｋ＋１－α
ｈ２

∂ｕ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú (α( ｔ)ꎬｔ)－

(ｘｋ＋１－α) ２

２ｈ２
∂２ｕ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (α( ｔ)ꎬｔ) . (２)

通过修正ꎬ不规则点处的空间方向截断误差为 Ｏ(ｈ)ꎬ从而整体误差能达到最优精度[５] . 然而ꎬ修正项

式(２)中[ｕ] ＝ ０已知ꎬ而另外两项均未知. 因此ꎬ我们定义增广变量

ｇ( ｔ)＝ ∂ｕ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú (α( ｔ)ꎬｔ) .

对界面条件[ｕ](α( ｔ)ꎬｔ)＝ ０两边同时对时间 ｔ求导ꎬ得到

∂ｕ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú􀅰
ｄα
ｄｔ
＋ ∂ｕ
∂ｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０. (３)

由式(１)得到

∂ｕ
∂ｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝
∂２ｕ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋[ ｆ] . (４)
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结合式(３)、式(４)以及 Ｓｔｅｆａｎ条件ꎬ我们有

∂２ｕ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ －

∂ｕ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú􀅰
ｄα
ｄｔ
－[ ｆ] ＝ －θｇ２－[ ｆ] .

因此ꎬ在增广变量 ｇ( ｔ)给定的情况下ꎬ修正项式(２)变为

Ｃｋ( ｔ)＝ －
(ｘｋ＋１－α)ｇ
ｈ２

＋
(ｘｋ＋１－α) ２(θｇ２＋[ ｆ])

２ｈ２
.

在不规则点 ｘｋ＋１处ꎬ类似地ꎬ我们有修正项

Ｃｋ＋１( ｔ)＝
(ｘｋ－α)ｇ
ｈ２

－
(ｘｋ－α) ２(θｇ２＋[ ｆ])

２ｈ２
.

为了符号统一ꎬ在规则点 ｘｉ 处我们定义修正项 Ｃ ｉ( ｔ)＝ ０.
２.２　 时间离散

首先ꎬ对于界面移动方程ꎬ我们用如下格式

αｎ－αｎ－１

 
＝ θｇ( ｔｎ－１) . (５)

这里 ｇ( ｔｎ－１)为增广变量在 ｔｎ－１时间层的值.
其次ꎬ对于扩散方程ꎬ我们采用隐式 Ｅｕｌｅｒ格式ꎬ即

ｕｎｉ －ｕｎ
－１
ｉ

 
＝
ｕｎｉ＋１－２ｕｎｉ ＋ｕｎｉ－１

ｈ２
＋ｆ(ｘｉꎬｔｎ)＋Ｃ ｉ( ｔｎ)－Ｄ( ｔｎ) . (６)

式中ꎬＣ ｉ( ｔｎ)为空间方向修正项ꎬＤ( ｔｎ)为时间方向修正项.
如果节点 ｘｉ 在时间段( ｔｎ－１ꎬ ｔｎ)没有界面穿过ꎬ即节点 ｘｉ 在( ｔｎ－１ꎬ ｔｎ)内属于同一区间[ ａꎬα( ｔ)]或

[α( ｔ)ꎬｂ]ꎬ则我们有

ｄｕ
ｄｔ
＝ｕ

ｎ－ｕｎ－１

 
＋Ｏ( ) .

这时修正项 Ｄ( ｔｎ)＝ ０.
如果节点 ｘｉ 在时间段( ｔｎ－１ꎬ ｔｎ)有界面 α 穿过ꎬ即节点 ｘｉ 在( ｔｎ－１ꎬ ｔｎ)内跨越两个区间[ａꎬα( ｔ)]和

[α( ｔ)ꎬｂ]ꎬ则利用浸入界面方法的思想得到修正项

Ｄ( ｔｎ)＝ －
ｔｎ－ｔ∗

２ｈ
∂ｕ
∂ｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

( ｔｎ－ｔ∗)θｇ２( ｔｎ)
２ｈ

.

式中ꎬｔ∗ ＝ ｔｎ－１＋
 (ｘｉ－αｎ

－１)
αｎ－αｎ－１

表示界面 α穿过节点 ｘｉ 的时间.

２.３　 增广变量的求解

给定增广变量 ｇ( ｔｎ)以及第 ｎ－１时间层的数值解 ｕｎ－１ｉ ꎬαｎ－１ꎬｇ( ｔｎ－１)ꎬ利用差分格式(５)和式(６)ꎬ可解

出第 ｎ层的数值解. 给定不同的 ｇ( ｔｎ)ꎬ可得到不同的数值解. 然而增广变量的选择要使得 Ｓｔｅｆａｎ 条件

ｕ(α( ｔ)ꎬｔ)＝ ｕＭ 满足. 假设 ｘｋ<αｎ≤ｘｋ＋１ꎬ在数值格式中ꎬ第 ｎ层的数值解需要满足

ｕｎｋ＋
ｕｎｋ＋１－ｕｎｋ
ｈ

􀅰(αｎ－ｘｋ)＋􀭵Ｃｋ ＝ｕＭ . (７)

式中ꎬ修正项

􀭵Ｃｋ ＝ －
αｎ－ｘｋ
ｈ (ｘｋ＋１－αｎ)ｇ( ｔｎ)＋

(ｘｋ＋１－αｎ) ２

２
∂２ｕ
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －
αｎ－ｘｋ
ｈ (ｘｋ＋１－αｎ)ｇ( ｔｎ)－

(ｘｋ＋１－αｎ) ２(θｇ２( ｔｎ)＋[ ｆ])
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

联立(５) ~ (７)ꎬ利用文献[１１]的方法ꎬ我们可以先把增广变量 ｇ 求出ꎬ然后再利用式(５)、(６)求出第

ｎ层的数值解 ｕｎｉ ꎬαｎ . 需要注意的是ꎬ初始层 ｕ０ｉ ꎬα０ꎬｇ( ｔ０)的值由初始条件给出.

３　 数值实验

为了验证该方法的有效性ꎬ我们构造如下精确解. 对任意的时间 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ有
—４１—
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ｕ(ｘꎬｔ)＝
－ １
２
ｘ－ １
４
ｓｉｎ(２ｘ)－ － １

２
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式中ꎬ移动界面为

α( ｔ)＝ θ(１－ｃｏｓ ｔ) .
通过简单计算ꎬ很容易验证该精确解满足 Ｓｔｅｆａｎ条件ꎬ且 ｕＭ ＝ ０. 右端项 ｆ(ｘꎬｔ)和初边值条件可以由精

确解确定. 我们选取参数 ａ＝ －１ꎬｂ＝ π
２
ꎬθ＝ １

２
ꎬＴ＝ ２.５.

首先ꎬ我们测试空间方向的收敛阶. 为了使得时间方向的误差足够小ꎬ我们选取 Ｍ ＝ ５００ꎬ即时间步长

 ＝ ０.００５. 此时解的无穷模误差随空间步长 ｈ 的变化关系如图 １ 所示. 由图像可见空间方向为二阶收

敛. 且当 ｈ非常小时ꎬ时间离散误差占主导ꎬ此时整体误差不再随 ｈ变化.
然后ꎬ测试时间方向的收敛阶. 选取 Ｎ ＝ １００ꎬ解的无穷模误差随时间步长 的变化关系如图 ２ 所

示. 由图像可见时间方向为一阶收敛ꎬ当 非常小时ꎬ整体误差不再随 变小而变小.

图 １　 误差曲线(Ｍ＝５００)
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ(Ｍ＝５００)

图 ２　 误差曲线(Ｎ＝１００)
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ(Ｎ＝１００)

[参考文献]
[１] 　 ＴＡＤＩ Ｍ. Ａ ｆｉｘｅｄ￣ｇｒｉｄ ｌｏｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ １￣Ｄ Ｓｔｅｆａｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２０１２ꎬ２１９(４):２３３１－

２３４１.　
[２] ＳＯＮＧ ＴꎬＵＰＲＥＴＩ ＫꎬＳＵＢＢＡＲＡＹＡＮ Ｇ. Ａ ｓｈａｒｐ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｓｔｅｆａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｉｎ ａｐｐｌｉｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１５ꎬ２８４:５５６－５８２.
[３] ＰＥＳＫＩＮ Ｃ Ｓ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｂｌｏｏｄ ｆｌｏｗ ｉｎ ｔｈｅ ｈｅａｒｔ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ１９７７ꎬ２５(３):２２０－２５２.
[４] ＬＥＶＥＱＵＥ ＲꎬＬＩ Ｚ. Ｔｈｅ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｕｒｃｅｓ[Ｊ].

ＳＩＡＭ Ｊ Ｎｕｍｅｒ Ａｎａｌꎬ１９９４ꎬ３１(４):１０１９－１０４４.
[５] ＢＥＡＬＥ ＪꎬＬＡＹＴＯＮ Ａ. Ｏｎ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ

ｉｎ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２００８ꎬ１(１):９１－１１９.
[６] ＬＥＶＥＱＵＥ ＲꎬＬＩ Ｚ. Ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｔｏｋｅｓ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ[Ｊ] . ＳＩＡＭ ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｎ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ１９９７ꎬ１８(３):７０９－７３５.
[７] ＬＥＥ ＬꎬＬＥＶＥＱＵＥ Ｒ. Ａｎ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . ＳＩＡＭ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ

ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ２００６ꎬ２５(３):８３２－８５６.
[８] ＹＡＮＧ ＸꎬＬＩ ＢꎬＬＩ Ｚ. Ｔｈｅ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ[ Ｊ] . Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２００２ꎬ１０(５):７８３－８０８.
[９] ＴＡＮ ＺꎬＬＥ ＤꎬＬＩ Ｚꎬｅｔ ａｌ. Ａｎ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ

ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ａｃｒｏｓｓ ａ ｍｏｖｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｍｂｒａｎｅ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２００８ꎬ２２７(２３):９９５５－９９８３.
[１０] ＴＡＮ ＺꎬＬＩＭ ＫꎬＫＨＯＯ Ｂ. Ａｎ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｓｔｏｋｅｓ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ｆｉｘｅｄ / ｍｏｖｉｎｇ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ ａｎｄ ｒｉｇｉｄ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ[Ｊ] .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２００９ꎬ２２８(１８):６８５５－６８８１.
[１１] ＪＩ ＨꎬＣＨＥＮ ＪꎬＬＩ Ｚ. Ａ ｎｅｗ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｕｓｉｎｇ ＳＶＤ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓꎬ２０１６ꎬ７１ꎬ３９５－４１６.

[责任编辑:陈　 庆]
—５１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


