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连续 Ｏ￣Ｕ 过程下的欧式复杂任选期权定价
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[摘要] 　 研究股票价格服从连续广义指数 Ｏ￣Ｕ过程模型下的复杂任选期权的定价问题. 假设无风险利率、波动

率都是时间的函数ꎬ首先采用鞅方法得到复杂任选期权的价格公式ꎬ然后用保险精算的方法ꎬ给出了复杂任选期

权在任意时刻 ｔ的价格.
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ｄＳ(ｔ)＝ Ｓ(ｔ)[(μ(ｔ)－ａｌｎＳ(ｔ))ｄｔ＋σ(ｔ)ｄＢ(ｔ)]ꎬＳ(０)＝ Ｓ. (３)
Ｔｈｅ ｂａｎｋ Ｐ(ｔ) ｆｏｌｌｏｗｓ:

ｄＰ(ｔ)＝ Ｐ(ｔ)ｒ(ｔ)ｄｔꎬＰ(Ｔ)＝ １ꎬ (４)
ｗｈｅｒｅ Ｓ > ０ꎬ ((Ｂｔ )０≤ｔ≤Ｔ ) ｄｅｎｏｔｅ ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｎ (ΩꎬＦꎬ (Ｆｔ ) ｔ≥０ꎬ Ｐ) . Ｗｅ ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ
ａｐｐｒｅｃｉａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｉｓ μ(ｔ) ａｎｄ ｔｈｅ ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ ｉｓ σ(ｔ) . Ｔｈｅ ｍａｒｋｅｔ ｉｎｔｅｒｅｓｔ ｒａｔｅ ｉｓ ｒ(ｔ) . μ(ｔ)ꎬσ(ｔ)ꎬｒ(ｔ) ａｒｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ

ａｓ ∫Ｔ
０
μ(ｔ)ｄｔ <∞ ꎬ∫Ｔ

０
σ２(ｔ)ｄｔ<∞ ꎬ ∫Ｔ

０
ｒ(ｔ)ｄｔ<∞ .

Ｎｏｗꎬｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ ｐｒｉｃｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａ ｆｏｒ Ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ ４[４] 　 Ｗｅ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｏ￣Ｕ ｐｒｏｃｅｓｓ

ｍｏｄｅｌ(３)ꎬｌｅｔ θ(ｔ)＝ μ(ｔ)
－ｒ(ｔ)－ａｌｎＳ(ｔ)
σ(ｔ)

ａｎｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ＥＰ[ｅｘｐ{ １
２ ∫

Ｔ

０
θ２(ｓ)ｄｓ}]<∞ ꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ ｐｒｉｃｉｎｇ

ｏｆ ｔｈｅ Ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ(０≤ｔ≤Ｔ) ｉｓ

ＣＣＯ(ｔ)＝ Ｓ(ｔ)Ｍ(ａ１ꎬｂ１ꎬρ１)－Ｋ１ｅｘｐ{－ ∫Ｔ１
ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ}Ｍ(ａ２ꎬｂ２ꎬρ２)－Ｓ(ｔ)Ｍ(－ａ１ꎬ－ｂ３ꎬρ２)＋

Ｋ２ｅｘｐ{－ ∫Ｔ２
ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ}Ｍ(－ａ２ꎬ－ｂ４ꎬρ２)ꎬ
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ｗｈｅｒｅ

　 　 　 　 　 　 Ｘ＝ ∫Ｔ
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)ꎬＹ＝ ∫Ｔ１

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)ꎬＺ＝ ∫Ｔ２

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)ꎬ

σ２Ｘ ＝ ∫Ｔ
ｔ
σ２(ｓ)ｄｓꎬσ２Ｙ ＝ ∫Ｔ１

ｔ
σ２(ｓ)ｄｓꎬσ２Ｚ ＝ ∫Ｔ２

ｔ
σ２(ｓ)ｄｓꎬ

ａ１ ＝
１
σＸ

(ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｓ∗
＋ ∫Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ＋ １

２
σ２Ｘ)ꎬａ２ ＝

１
σＸ

(ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｓ∗
＋ ∫Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ－ １

２
σ２Ｘ)ꎬ

ｂ１ ＝
１
σＹ

(ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ１
＋ ∫Ｔ１

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ＋ １

２
σ２Ｙ)ꎬｂ２ ＝

１
σＹ

(ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ１
＋ ∫Ｔ１

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ－ １

２
σ２Ｙ)ꎬ

ｂ３ ＝
１
σＺ

(ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ２
＋ ∫Ｔ２

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ＋ １

２
σ２Ｚ)ꎬｂ４ ＝

１
σＺ

(ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ２
＋ ∫Ｔ２

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ－ １

２
σ２Ｚ)ꎬ

ρ１ ＝
σＸ
σＹ

ꎬρ２ ＝
σＸ
σＺ

ꎬ　 Ｗ(ｔ)＝ Ｂ(ｔ)＋ ∫ｔ
０
θ(ｓ)ｄｓ.

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｏ￣Ｕ ｐｒｏｃｅｓｓ ｍｏｄｅｌ(３)ꎬｌｅｔ

θ(ｔ)＝ μ(ｔ)
－ｒ(ｔ)－ａｌｎＳ(ｔ)
σ(ｔ)

ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ＥＰ[ｅｘｐ{ １
２ ∫

Ｔ

０
θ２(ｓ)ｄｓ}]<∞ꎬｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ ｍｅａｓｕｒｅ Ｑ

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ Ｒａｄｏｎ￣Ｎｉｋｏｄｙｎ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｄＱ
ｄＰ
｜ＦＴ ＝ｅｘｐ{－

１
２ ∫

Ｔ

０
θ２(ｔ)ｄｔ－ ∫Ｔ

０
θ(ｔ)ｄＢ(ｔ)}<∞ꎬｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｓｃｏｕｎｔｅｄ ｓｔｏｃｋ

ｐｒｉｃｅ ｐｒｏｃｅｓｓ Ｓ∗(ｔ) ｏｎ ａ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍｅａｓｕｒｅ Ｑ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ ｐｒｏｃｅｓｓꎬＳ∗(ｔ)＝ Ｓ(ｔ)ｅｘｐ{－ ∫ｔ
０
ｒ(ｓ)ｄｓ}.Ｌｅｔ Ｗ(ｔ)＝

Ｂ(ｔ)＋ ∫ｔ
０
θ(ｓ)ｄｓꎬａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｇｉｒｓａｎｏｖ ｔｈｅｏｒｅｍ[３]ꎬＷ(ｔ) ｄｅｎｏｔｅ ａｎ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｔａｎｄａｒｄ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｎ ａ ｐｒｏｂ￣

ａｂｉｌｉｔｙ ｍｅａｓｕｒｅ Ｑꎬ(３)ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
ｄＳ(ｔ)＝ Ｓ(ｔ)(ｒ(ｔ)ｄｔ＋σ(ｔ)ｄＷ(ｔ)) . (５)

Ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ａｔ ｔｉｍｅ ｔꎬＴꎬＴ１ꎬＴ２ ａｒｅ:

Ｓ(ｔ)＝ Ｓｅｘｐ{ ∫ｔ
０
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓ＋ ∫ｔ

０
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)} .　 　 (６)

Ｓ(Ｔ)＝ Ｓ(ｔ)ｅｘｐ{ ∫Ｔ
ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓ＋ ∫Ｔ

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)} . (７)

Ｓ(Ｔ１)＝ Ｓ(ｔ)ｅｘｐ{ ∫Ｔ１
ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓ＋ ∫Ｔ１

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)} . (８)

Ｓ(Ｔ２)＝ Ｓ(ｔ)ｅｘｐ{ ∫Ｔ２
ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓ＋ ∫Ｔ２

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)} . (９)

Ｆｒｏｍ(２)ꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｍａｒｔｉｎｇａｌｅ ｐｒｉｃｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ ｏｎ ｔ(０≤ｔ≤Ｔ) ｏｎ ａ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍｅａｓｕｒｅ
Ｑ ｉｓ:

ＣＣＯ(ｔ)＝ ＥＱ{ ｅ －∫
Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ [ＣＴ１ꎬＫ１(ＴꎬＳ(Ｔ))Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗} ＋ＰＴ２ꎬＫ２Ｉ{Ｓ(Ｔ)<Ｓ∗}] ｜Ｆｔ} ＝

ＥＱ{ ｅ －∫
Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ {ＥＱ[ ｅ －∫

Ｔ１
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ (Ｓ(Ｔ１)－Ｋ１)Ｉ{Ｓ(Ｔ１)≥Ｋ１} Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗} ＋

ｅ －∫
Ｔ２
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ (Ｋ２－Ｓ(Ｔ２))Ｉ{Ｓ(Ｔ２)<Ｋ２} Ｉ{Ｓ(Ｔ)<Ｓ∗}] ｜Ｆｔ} ｜Ｆｔ} ＝

ＥＱ{[ ｅ －∫
Ｔ１
ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ (Ｓ(Ｔ１)－Ｋ１)Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ１)≥Ｋ１}

＋

ｅ －∫
Ｔ２
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ (Ｋ２－Ｓ(Ｔ２))Ｉ{Ｓ(Ｔ)<Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ２)<Ｋ２}] ｜Ｆｔ} ＝

ＥＱ{Ｓ(Ｔ１) ｅ
－∫Ｔ１ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ１)≥Ｋ１} ｜Ｆｔ}－Ｅ

Ｑ{Ｋ１ ｅ
－∫Ｔ１ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ１)≥Ｋ１} ｜Ｆｔ}－

ＥＱ{Ｓ(Ｔ２) ｅ
－∫Ｔ２ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)<Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ２)<Ｋ２} ｜Ｆｔ}＋Ｅ

Ｑ{Ｋ２ ｅ
－∫Ｔ２ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)<Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ２)<Ｋ２} ｜Ｆｔ} ＝

Ｄ１－Ｄ２－Ｄ３＋Ｄ４ .
Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｔａｎｄａｒｄｉｚｅｄ ｎｏｒｍａｌ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｉｓ
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Ｍ(ｘꎬｙꎬρ)＝ １

２π １－ρ２
∫ｘ
－∞
∫ｙ
－∞
ｅｘｐ{－ｕ

２－２ρｕｖ＋ｖ２

２(１－ρ２)
}ｄｕｄｖ.

Ｆｉｒｓｔｌｙ ｗｅ ｃｏｍｐｕｔｅ Ｄ１、Ｄ２ꎬｆｒｏｍ(７)ꎬ

Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗⇔ ∫Ｔ
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)≥ｌｎ Ｓ

∗

Ｓ(ｔ)
－ ∫Ｔ

ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓꎬ

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ Ｃ１ ＝ｌｎ
Ｓ∗

Ｓ(ｔ)
－ ∫Ｔ

ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓꎬｓｏ Ｘ~Ｎ(０ꎬσ２Ｘ)ꎬＳ(Ｔ)≥Ｓ∗⇔Ｘ≥Ｃ１ꎬｆｒｏｍ(８)ｗｅ ｈａｖｅ

Ｓ(Ｔ１)≥Ｋ１⇔ ∫Ｔ１
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)≥ｌｎ

Ｋ１
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ１
ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓꎬ

ｎｏｔｅ ｔｈａｔ Ｙ＝ ∫Ｔ１
ｔ
σ( ｓ) ｄＷ( ｓ)ꎬσ２Ｙ ＝ ∫Ｔ１

ｔ
σ２( ｓ) ｄｓꎬＣ２ ＝ ｌｎ

Ｋ１
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ１
ｔ
( ｒ( ｓ) － １

２
σ２( ｓ)) ｄｓꎬｔｈｅｎ Ｙ ~ Ｎ(０ꎬσ２Ｙ) ａｎｄ

Ｓ(Ｔ１)≥Ｋ１⇔Ｙ≥Ｃ２ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

Ｃｏｖ(ＸꎬＹ)＝ Ｅ(ＸＹ)－ＥＸ􀅰ＥＹ＝Ｅ( ∫Ｔ
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)􀅰∫Ｔ１

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ))＝ σ２Ｘꎬ

ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ρ１ ＝
Ｃｏｖ(ＸꎬＹ)
σＸσＹ

＝
σＸ
σＹ

ꎬｓｏ

Ｄ１ ＝ＥＱ{Ｓ(Ｔ１) ｅ
－∫Ｔ１ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ１)≥Ｋ１} ｜Ｆｔ} ＝Ｓ(ｔ)Ｍ(ａ１ꎬｂ１ꎬρ１)ꎬ　

Ｄ２ ＝ＥＱ{Ｋ１ｅ
－∫Ｔ１ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)≥Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ１)≥Ｋ１} ｜Ｆｔ} ＝Ｋ１ｅ

－∫Ｔ１ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｍ(ａ２ꎬｂ２ꎬρ１) .
Ｎｏｗꎬｗｅ ｃｏｍｐｕｔｅ Ｄ３、Ｄ４ꎬｆｒｏｍ(７)ꎬＳ(Ｔ)<Ｓ∗⇔Ｘ<Ｃ１ꎬｆｒｏｍ(９)ｗｅ ｈａｖｅ

Ｓ(Ｔ２)<Ｋ２⇔ ∫Ｔ２
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)<ｌｎ

Ｋ２
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ２
ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓ.

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ Ｚ＝ ∫Ｔ２
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)ꎬσ２Ｚ ＝ ∫Ｔ２

ｔ
σ２(ｓ)ｄｓꎬＣ３ ＝ ｌｎ

Ｋ２
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ２
ｔ
(ｒ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ))ｄｓꎬｔｈｅｎ Ｚ~Ｎ(０ꎬσ２Ｚ)

ａｎｄ Ｓ(Ｔ２)<Ｋ２⇔Ｚ<Ｃ３ꎬＳｏ

Ｃｏｖ(ＸꎬＺ)＝ Ｅ(ＸＺ)－ＥＸ􀅰ＥＺ＝Ｅ( ∫Ｔ
ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ)􀅰∫Ｔ２

ｔ
σ(ｓ)ｄＷ(ｓ))＝ σ２Ｘꎬ

Ｄ３ ＝ＥＱ{Ｓ(Ｔ２) ｅ
－∫Ｔ２ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｉ{Ｓ(Ｔ)<Ｓ∗ꎬＳ(Ｔ２)≥Ｋ２} ｜Ｆｔ} ＝Ｓ(ｔ)Ｍ(－ａ１ꎬ－ｂ３ꎬρ２)ꎬ

Ｄ４ ＝Ｋ２ｅ
－∫Ｔ２ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｍ(－ａ２ꎬ－ｂ４ꎬρ２)ꎬρ２ ＝

Ｃｏｖ(ＸꎬＺ)
σＸσＺ

＝
σＸ
σＺ
.

Ｆｒｏｍ ｗｈａｔ ｗｅ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ Ｄ１ꎬＤ２ꎬＤ３ꎬＤ４ꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｉｎｇ ａｔ ｔｉｍｅ
ｔ(０≤ｔ≤Ｔ) ｉｓ ＣＣＯ(ｔ) .

２　 Ａｃｔｕａｒｉａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｃｈｏｏｓｅｒ Ｏｐｔｉｏｎｓ Ｐｒｉｃｉｎｇ
Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｕａｒｉａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ[５]ꎬｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｏｐｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｅｃｕｔｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｌ ｏｐｔｉｏｎ ａｔ ｔｉｍｅ

Ｔ ｉｓ ｅ －∫
Ｔ

ｔ
β(ｓ)ｄｓ Ｓ(Ｔ)≥ ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ Ｓ∗ꎬｂｅ ｅｘｅｃｕｔｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｕｔ ｏｐｔｉｏｎ ａｔ ｔｉｍｅ Ｔ ｉｓ ｅ －∫

Ｔ

ｔ
β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ) <

ｅ －∫
Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗ . Ｓｏꎬｔｈｅ ｒｅｖｅｎｕｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ ｉｓ
ｈ(ＴꎬＳ(Ｔ))＝ ＣＴ１ꎬＫ１(ＴꎬＳ(Ｔ)) Ｉ{ｅ －∫

Ｔ

ｔ
β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ)≥ｅ －∫Ｔｔ ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗} ＋ ＰＴ２ꎬＫ２(ＴꎬＳ(Ｔ)) Ｉ{ｅ －∫

Ｔ

ｔ
β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ) < ｅ －∫Ｔｔ ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗} . (１０)

Ｎｏｗꎬｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ａｃｔｕａｒｉａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎｓ ｐｒｉｃｉｎｇ.

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｉｎｔｅｒｅｓｔ ｒａｔｅ ∫ｔ
０
β(ｓ)ｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ {Ｓ(ｔ)ꎬｔ≥０} ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ

[０ꎬｔ] ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｅｘｐ{ ∫ｔ
０
β(ｓ)ｄｓ} ＝ＥＳ(ｔ)

Ｓ(０)
. β(ｔ) ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ ｃｏｍｐｏｕｎｄｅｄ ｉｎｔｅｒｅｓｔ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｓ(ｔ) ｏｎ ｔｉｍｅ ｔꎬ

ａｎｄ ∫ｔ
０
β(ｓ)ｄｓ<∞ .

—９１—
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Ｔｈｅｏｒｅｍ ５　 Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｏ￣Ｕ ｐｒｏｃｅｓｓ ｍｏｄｅｌ

(２)ꎬｌｅｔ θ( ｔ) ＝ μ(ｔ)
－ｒ(ｔ)－ａｌｎＳ(ｔ)
σ(ｔ)

ꎬｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ＥＰ ｅｘｐ １
２ ∫

Ｔ

０
θ２(ｓ)ｄｓ{ }é

ë
êê

ù

û
úú <∞ ꎬ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｐｒｉｃｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ

ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ(０≤ｔ≤Ｔ) ｉｓ

ＣＣＯ′(ｔ)＝ Ｓ(ｔ)Ｍ(ａ′１ꎬｂ′１ꎬρ′１)－Ｋ１ｅｘｐ － ∫Ｔ１
ｔ
β(ｓ)ｄｓ － ∫Ｔ１

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ{ } Ｍ(ａ′２ꎬｂ′２ꎬρ′１)－

Ｓ(ｔ)Ｍ(－ａ′１ꎬ－ｂ′３ꎬρ′２)＋Ｋ２ｅｘｐ － ∫Ｔ２
ｔ
β(ｓ)ｄｓ － ∫Ｔ２

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ{ } Ｍ(－ａ′２ꎬ－ｂ′４ꎬρ′２)ꎬ

ｗｈｅｒｅꎬ

　 Ｘ′＝ｅ－ａＴ∫Ｔ
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)ꎬＹ′＝ｅ－ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)ꎬ

Ｚ′＝ｅ－ａＴ２∫Ｔ２
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)ꎬσ２Ｘ′ ＝ｅ

－２ａＴ∫Ｔ
ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓꎬ

σ２Ｙ′ ＝ｅ
－２ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓꎬσ２Ｚ′ ＝ｅ

－２ａＴ２∫Ｔ２
ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓꎬ

ａ′１ ＝
１
σＸ′

ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｓ∗

＋ ∫Ｔ
ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ ＋ ｅ －ａ(Ｔ１－Ｔ) － １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ σ２Ｘ′

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ａ′２ ＝
１
σＸ′

ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｓ∗

＋ ∫Ｔ
ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ － １

２
σ２Ｘ′

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ｂ′１ ＝
１
σＹ′

ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ１
＋ ∫Ｔ１

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ ＋ ∫Ｔ１

ｔ
β(ｓ)ｄｓ ＋ １

２
σ２Ｙ′

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ｂ′２ ＝
１
σＹ′

ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ１
＋ ∫Ｔ１

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ ＋ ∫Ｔ１

ｔ
β(ｓ)ｄｓ － １

２
σ２Ｙ′

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ｂ′３ ＝
１
σＺ′

ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ２
＋ ∫Ｔ２

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ ＋ ∫Ｔ１

ｔ
β(ｓ)ｄｓ ＋ １

２
σ２Ｚ′

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ｂ′４ ＝
１
σＺ′

ｌｎ Ｓ(ｔ)
Ｋ２
＋ ∫Ｔ２

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ ＋ ∫Ｔ１

ｔ
β(ｓ)ｄｓ － １

２
σ２Ｚ′

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

∫Ｔ
ｔ
β(ｓ)ｄｓ＝[ｅ－ａ(Ｔ－ｔ) －１]ｌｎＳ(ｔ)＋ｅ－ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋

１
２
σ２Ｘ′ꎬ

ρ′１ ＝ｅ
－ａ(Ｔ－ｔ)σＸ′

σＹ′
ꎬρ′２ ＝ｅ

－ａ(Ｔ２－Ｔ)
σＸ′
σＺ′
.

Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｏ￣Ｕ ｐｒｏｃｅｓｓ ｍｏｄｅｌ(２)ꎬｂｙ
Ｉｔｏ^ ｆｏｒｍｕｌａꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ｉｓ:

Ｓ(ｔ)＝ Ｓｅ－ａｔｅｘｐ ｅ －ａｔ∫ｔ
０
ｅａｓ μ(ｓ) － １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ ＋ ｅ

－ａｔ∫ｔ
０
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ){ } ꎬ

ｓｏ ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ｏｎ ｃｈｏｏｓｅｒ ｄａｔｅ Ｔ ｉｓ

Ｓ(Ｔ)＝ Ｓｅ－ａ(Ｔ－ｔ)(ｔ)ｅｘｐ ｅ－ａＴ∫
Ｔ

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋ｅ

－ａＴ∫Ｔ
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ){ } ꎬ (１１)

ＥＳ(Ｔ) ＝ Ｓｅ －ａ(Ｔ－ｔ)(ｔ)ｅｘｐ ｅ －ａＴ∫Ｔ
ｔ
ｅａｓ μ(ｓ) － １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ ＋

１
２
ｅ －２ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ{ } . (１２)

Ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｒｅｔｕｒｎ ａｔ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｄｅｘ ｓｅｔ [ｔꎬＴ] ｉｓ:

∫Ｔ
ｔ
β(ｓ)ｄｓ＝(ｅ－ａ(Ｔ－ｔ) －１)ｌｎＳ(ｔ)＋ｅ－ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋

１
２
ｅ－２ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ.

Ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ａｔ ｔｈｅ ｍａｔｕｒｉｔｙ ｄａｔｅ Ｔ１ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｌ ｏｐｔｉｏｎ ｉｓ:

Ｓ(Ｔ１)＝ Ｓｅ
－ａ(Ｔ１－ｔ)(ｔ)ｅｘｐ{ｅ－ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋ｅ

－ａＴ１∫Ｔ１
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)}ꎬ (１３)

ＥＳ(Ｔ１)＝ Ｓｅ
－ａ(Ｔ１－ｔ)(ｔ)ｅｘｐ{ｅ－ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋

１
２
ｅ－２ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ} . (１４)

—０２—
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Ｔｈｅ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ ａｔ ｔｈｅ ｍａｔｕｒｉｔｙ ｄａｔｅ Ｔ２ ｏｆ ｔｈｅ ｐｕｔ ｏｐｔｉｏｎ ｉｓ:

Ｓ(Ｔ２)＝ Ｓｅ
－ａ(Ｔ２－ｔ)(ｔ)ｅｘｐ{ｅ－ａＴ２∫Ｔ２

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋ｅ

－ａＴ２∫Ｔ２
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)}ꎬ (１５)

ＥＳ(Ｔ２)＝ Ｓｅ
－ａ(Ｔ２－ｔ)(ｔ)ｅｘｐ{ｅ－ａＴ２∫Ｔ２

ｔ
ｅａｓ μ(ｓ)－ １

２
σ２(ｓ)é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ＋

１
２
ｅ－２ａＴ２∫Ｔ２

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ} . (１６)

Ｆｒｏｍ(１０)ꎬｕｓｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓꎬ ｉｎｓｕｒａｎｃｅ ａｃｔｕａｒｙ ｐｒｉｃｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ
ｏｐｔｉｏｎ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ(０≤ｔ≤Ｔ) ｉｓ:

ＣＣＯ′(ｔ)＝ Ｅ{ Ｓ(Ｔ１) ｅ
－∫Ｔ１ｔ β(ｓ)ｄｓＩ{ ｅ －∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ)≥ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗ꎬｅ －∫Ｔ１Ｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ１)≥ｅ －∫

Ｔ１
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＫ１} ｜Ｆｔ} －

Ｅ{ Ｋ１ｅｘｐ{－ ∫Ｔ
ｔ
β(ｓ)ｄｓ－ ∫Ｔ１

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ} Ｉ{ ｅ －∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ)≥ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗ꎬｅ －∫Ｔ１Ｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ１)≥ｅ －∫

Ｔ１
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＫ１} ｜Ｆｔ}－

Ｅ{ Ｓ(Ｔ２) ｅ
－∫Ｔ２ｔ β(ｓ)ｄｓＩ{ ｅ －∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ) < ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗ꎬｅ －∫Ｔ２Ｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ２) < ｅ －∫

Ｔ２
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＫ２} ｜Ｆｔ}＋

Ｅ{ Ｋ２ｅｘｐ{－ ∫Ｔ
ｔ
β(ｓ)ｄｓ－∫ Ｔ２Ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ} Ｉ{ ｅ －∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ) < ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗ꎬｅ －∫Ｔ２Ｔ β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ２) < ｅ －∫

Ｔ２
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＫ２} ｜Ｆｔ} ＝

Ｄ′１－Ｄ′２－Ｄ′３＋Ｄ′４ .
Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｗｅ ｏｂｔａｉｎ Ｄ′１、Ｄ′２ꎬｆｒｏｍ(１１)ａｎｄ(１２):

ｅ －∫
Ｔ

ｔ
β(ｓ)ｄｓ Ｓ(Ｔ)≥ ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ Ｓ∗⇔ｅ－ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)≥ １

２
ｅ－２ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ＋ｌｎ Ｓ

∗

Ｓ(ｔ)
－ ∫Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ.

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ Ｃ′１ ＝
１
２
ｅ－２ａＴ∫Ｔ

ｔ
ｅ２ａｓ σ２( ｓ) ｄｓ ＋ｌｎ Ｓ

∗

Ｓ(ｔ)
－ ∫Ｔ

ｔ
ｒ ( ｓ) ｄｓ. Ｈｅｎｃｅ Ｘ′ ~ Ｎ(０ꎬσ２Ｘ′)ꎬａｎｄ ｅ

－∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓ Ｓ (Ｔ)≥

ｅ－∫
Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓＳ∗⇔ Ｘ′≥Ｃ′１. Ｆｒｏｍ(１３)ａｎｄ(１４)ｗｅ ｈａｖｅ

ｅ －∫
Ｔ１
Ｔ
β(ｓ)ｄｓ Ｓ(Ｔ１)≥ ｅ

－∫Ｔ１Ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｋ１⇔ｅ－ａＴ１∫Ｔ１
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)≥ １

２
ｅ－２ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ＋ｌｎ

Ｋ１
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ１
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ.

Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ Ｃ′２ ＝
１
２
ｅ－２ａＴ１∫Ｔ１

ｔ
ｅ２ａｓ σ２ ( ｓ) ｄｓ ＋ ｌｎ

Ｋ１
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ１
ｔ
β ( ｓ) ｄｓ － ∫Ｔ１

Ｔ
ｒ ( ｓ) ｄｓ. Ｔｈｅｎ Ｙ′ ~ Ｎ ( ０ꎬ σ２Ｙ′ )ꎬ ａｎｄ

ｅ －∫
Ｔ１
Ｔ
β(ｓ)ｄｓＳ(Ｔ１) ≥ｅ

－∫Ｔ１Ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｋ１⇔Ｙ′≥Ｃ′２ . Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ
Ｃｏｖ(Ｘ′ꎬＹ′)＝ Ｅ(Ｘ′Ｙ′)－ＥＸ′􀅰ＥＹ′＝ｅ－ａ(Ｔ１－Ｔ)σ２Ｘ′ꎬ

ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ρ′１ ＝
Ｃｏｖ(Ｘ′ꎬＹ′)
σＸ′σＹ′

＝ｅ－ａ(Ｔ１－Ｔ)
σＸ′
σＹ′
.

Ｆｒｏｍ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ ａｎｄ(１３)ꎬ(１４)ꎬｗｅ ｃａｎ ｓｅｅ ｔｈａｔ

Ｄ′１ ＝Ｓ(ｔ)Ｍ(ａ′１ꎬｂ′１ꎬρ′１)ꎬＤ′２ ＝Ｋ１ ｅ{
－∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓ－∫

Ｔ１
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ} Ｍ(ａ′２ꎬｂ′２ꎬρ′１)ꎬ

Ｔｈｅｎ ｗｅ ｃｏｍｐｕｔｅ Ｄ′３、Ｄ′４ꎬｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｅ
－∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓ Ｓ(Ｔ)< ｅ －∫

Ｔ

ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ Ｓ∗⇔Ｘ′<Ｃ′１ .

Ｆｒｏｍ(１５)ꎬ(１６)ꎬｗｅ ｈａｖｅ:

ｅ －∫
Ｔ２
Ｔ
β(ｓ)ｄｓ Ｓ(Ｔ２)< ｅ

－∫Ｔ２Ｔ ｒ(ｓ)ｄｓ Ｋ２⇔ｅ－ａＴ２∫Ｔ２
ｔ
ｅａｓσ(ｓ)ｄＢ(ｓ)< １

２
ｅ－２ａＴ２∫Ｔ２

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ＋ｌｎ

Ｋ２
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ
ｔ
β(ｓ)ｄｓ－ ∫Ｔ１

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ.

Ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ

Ｃ′３ ＝
１
２
ｅ－２ａＴ２∫Ｔ２

ｔ
ｅ２ａｓσ２(ｓ)ｄｓ＋ｌｎ

Ｋ２
Ｓ(ｔ)

－ ∫Ｔ
ｔ
β(ｓ)ｄｓ－ ∫Ｔ２

Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ.

Ｔｈｅｎ Ｚ′~Ｎ(０ꎬσ２Ｚ′)ꎬａｎｄ ｅ
－∫Ｔ２Ｔ β(ｓ)ｄｓ Ｓ(Ｔ２)< ｅ －∫

Ｔ２
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ Ｋ２⇔Ｚ′<Ｃ′３ . Ｓｏ Ｃｏｖ(Ｘ′ꎬＺ′)＝ ｅ

－ａ(Ｔ２－Ｔ)σ２Ｘ′ꎬｗｅ ｏｂｔａｉｎ ρ′２ ＝
Ｃｏｖ(Ｘ′ꎬＺ′)
σＸ′σＺ′

＝ｅ－ａ(Ｔ２－Ｔ)
σＸ′
σＺ′
.

Ｆｒｏｍ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ ａｎｄ(１５)ꎬ(１６)ꎬｗｅ ｈａｖｅ

Ｄ′３ ＝Ｅ{ Ｓ(Ｔ２)
Ｓ(ｔ)
ＥＳ(Ｔ２)

Ｉ{ Ｘ′<Ｃ′１ꎬＺ′<Ｃ′３} ｜Ｆｔ} ＝Ｓ(ｔ)Ｍ(－ａ′１ꎬ－ｂ′３ꎬρ′２)ꎬ

—１２—
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Ｄ′４ ＝Ｋ２ｅ{
－∫Ｔｔ β(ｓ)ｄｓ－∫

Ｔ２
Ｔ
ｒ(ｓ)ｄｓ} Ｍ(－ａ′２ꎬ－ｂ′４ꎬρ′２) .

Ｆｒｏｍ ｗｈａｔ ｗｅ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｃｏｍｐｕｔｅｄ Ｄ′１ꎬＤ′２ꎬＤ′３ꎬＤ′４ꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｈｏｏｓｅｒ ｏｐｔｉｏｎ ｐｒｉｃｉｎｇ ａｔ ｔｉｍｅ
ｔ(０≤ｔ≤Ｔ) ｉｓ ＣＣＯ′(ｔ)
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