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污染环境下具瞬时与非瞬时脉冲

出生单种群动力学模型研究

焦建军１ꎬ李利梅２
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[摘要] 　 建立污染环境下具瞬时与非瞬时脉冲出生单种群动力学模型ꎬ利用常微分方程及差分分析方法ꎬ获得

了系统种群灭绝和持久生存的控制条件ꎬ为污染环境中的生物资源管理提供了可靠的管理策略.
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对于某些动物(比如是海洋生物)来说ꎬ它们总是在每年特殊月份中生育后代. 换句话说ꎬ其出生率不

是时间的连续函数ꎬ而是以脉冲的形式出现[１－３] .
然而ꎬ随着社会的发展ꎬ环境污染也变得越来越严重ꎬ由于环境毒素的存在对种群的生存存在严重的

危害ꎬ而由于环境的变化、污染源对环境脉冲排放环境毒素等造成了环境生物多样性的减少[４] . 近年来ꎬ
许多生物数学家[５－８]对污染环境下的数学建模产生浓厚的兴趣.

基于上述讨论ꎬ考虑到种群出生在某年的特殊月份中生育后代以及其初次出生ꎬ本文讨论污染环境下

具瞬时与非瞬时脉冲出生单种群动力学模型ꎬ分析其动力学行为ꎬ为污染环境下具瞬时与非瞬时脉冲出生

的生物资源管理提供决策支持.

１　 模型

常微分方程描述具脉冲出生单种群模型
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式中ꎬｘ( ｔ)表示种群在时刻 ｔ的密度ꎬｄ>０表示种群的死亡系数ꎬａ>０ 表示种群在时刻 ｔ ＝ ｎ 的出生比例系

数ꎬｂ>０表示种群在时刻 ｔ＝ｎ 出生时的种内竞争系数ꎬ >０表示种群脉冲出生周期.
而污染环境下的毒素具脉冲输入的单种群动力学模型
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式中ꎬｘ( ｔ)表示种群在时刻 ｔ的密度ꎬｃｏ( ｔ)表示种群体内毒素的浓度ꎬｃｅ( ｔ)表示环境毒素的浓度ꎬａ>０ 表示

种群内禀增长率系数ꎬｂ>０表示种内竞争系数. β>０表示种群受毒素的影响造成种群的死亡系数ꎬ ｆ>０ 表

示种群通过食物饮水等途径进入种群体内的毒素系数ꎬｇ>０ 表示种群通过排泄等方式毒素的消耗系数ꎬ
ｍ>０ 表示种群通过体内生化反应等方式对毒素的消耗系数ꎬｈ>０ 表示环境毒素受阳光等生化反应作用的

影响的消耗系数ꎬμ>０表示环境变化等影响下毒素输入种群生活环境的浓度量ꎬ >０ 表示种群脉冲出生

周期.
由上述的讨论ꎬ考虑到种群的瞬时脉冲出生与非瞬时脉冲出生ꎬ建立污染环境下具瞬时与非瞬时脉冲

出生单种群动力学模型
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式中ꎬｘ( ｔ)表示种群在时刻 ｔ的密度ꎬｃｏ( ｔ)表示种群体内毒素的浓度ꎬｃｅ( ｔ)表示种群生活环境的毒素在时

刻 ｔ的浓度ꎬｄ>０表示种群在非生育期(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]内的死亡系数ꎬβ１ 表示种群在非生育期(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]
内由于环境毒素而引发的死亡系数ꎬ ｆ>０表示种群在非生育期(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]内通过食物饮水等途径进入

种群体内的毒素系数ꎬｇ>０表示种群在非生育期(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]内通过排泄等方式毒素的消耗系数ꎬｍ>０ 表

示种群在非生育期(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]内通过体内生化反应等方式对毒素的消耗系数ꎬｈ>０ 表示环境毒素受阳

光等生化反应作用的影响的消耗系数ꎬｂ>０表示种群在 ｔ ＝ ｎ 时刻的瞬时脉冲出生系数ꎬ也称为种群在一
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个出生周期内的初次脉冲出生系数ꎬａ>０ 表示种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内内秉增长率系数( ｌ>０ꎬ
ｌ→１) . ｂ１>０表示种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内种内竞争系数. 因为种群的出生时间间隔较小ꎬ所以

也称为种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内的出生为非瞬时脉冲出生. β２ 表示种群在生育期((ｎ＋ ｌ) ꎬ
(ｎ＋１) ]内由于环境毒素而引发的死亡系数ꎬ ｆ>０表示种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内通过食物饮水

等途径进入种群体内的毒素系数ꎬｇ>０ 表示种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内通过排泄等方式毒素的消

耗系数ꎬｍ>０表示种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内通过体内生化反应等方式对毒素的消耗系数ꎬｈ>０
表示种群在生育期((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]内环境毒素受阳光等生化反应作用的影响的消耗系数ꎬμ>０ 表示在

ｔ＝(ｎ＋１) 时刻环境毒素浓度的脉冲输入ꎬ 表示种群的瞬时脉冲出生周期.

２　 主要结论

方程组右边的函数 ｆ＝( ｆ１ꎬ ｆ２ꎬ ｆ３)ꎬ方程组的解 ｚ:Ｒ＋→Ｒ３＋是一个分段连续的函数ꎬｚ( ｔ)＝ (ｘ( ｔ)ꎬｃｏ( ｔ)ꎬ
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连续的. 根据文献[９]ꎬ ｆ的光滑性保证了方程组的解的全局存在性和唯一性.
设 Ｖ:Ｒ＋×Ｒ３＋→Ｒ＋ꎬ那么 Ｖ属于 Ｖ０ꎬ如果
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(２)Ｖ在 ｚ 是局部李普希茨的.
引理 １[９] 　 考虑系统(３)的子系统
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则(４)存在全局渐近稳定的唯一的周期解
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注 １　 由引理 １可知ꎬ对任意的(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] <１ꎬ有
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考虑系统(３)的子系统
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由系统(５)的第一与第三个方程ꎬ容易得到系统(５)在脉冲点之间的解析解为:
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ａｘ((ｎ＋ｌ) ＋)ｅａ( ｔ－(ｎ＋ｌ) )

ａ＋ｂ１ｘ((ｎ＋ｌ) 
＋)(ｅａ( ｔ－(ｎ＋ｌ) ) －１)

ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ] .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(６)

由系统(５)的第二与第四个方程ꎬ得到系统(５)的频闪映射为:

ｘ((ｎ＋１) ＋)＝
ａ(１＋ｂ)(１－μ)ｘ(ｎ ＋)ｅ－ｄｌ ｅａ(１－ｌ) 

ａ＋ｂ１(１＋ｂ)ｘ(ｎ 
＋)ｅ－ｄｌ (ｅａ(１－ｌ) －１)

. (７)

计算(７)ꎬ得到系统(７)的两个不动点 Ｆ１(０)与 Ｆ２(ｘ∗)ꎬ而

ｘ∗ ＝ａ[(１
＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] －１]
ｂ１(１＋ｂ)ｅ

－ｄｌ (ｅａ(１－ｌ) －１)
ꎬ　 (１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１. (８)

定理 １
(１)当 (１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] <１时ꎬ系统(７)的唯一不动点 Ｆ１(０)是全局渐近稳定的.
(２)当(１＋ｂ) (１－μ) ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１ 时ꎬ系统(７)的不动点 Ｆ１(０)是不稳定的ꎬ系统(７) 的正不动点

Ｆ２(ｘ∗)是全局渐近稳定的ꎬ其中 ｘ∗如(８) .
证明　 为了方便ꎬ引入记号 ｘｎ ＝ ｘ(ｎ ＋)ꎬ那么差分方程(７)可以写成

ｘｎ＋１ ＝Ｆ(ｘｎ)ꎬ (９)

式中ꎬＦ(ｘｎ)＝
Ａｘｎ
ａ＋Ｂｘｎ

ꎬＡ＝ａ(１＋ｂ)(１－μ)ｅ(ａ(１－ｌ)－ｄｌ) ꎬＢ＝ ｂ１(１＋ｂ)ｅ
－ｄｌ (ｅａ(１－ｌ) －１) .

(１)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] <１时ꎬ系统(９)有唯一的不动点 Ｆ１(０)ꎬ于是

ｄＦ(ｘ)
ｄｘ

｜ ｘ＝０ ＝
Ａａ

(ａ＋Ｂｘ) ２
｜ ｘ＝０ ＝(１＋ｂ)(１－μ)ｅ(ａ(１

－ｌ)－ｄｌ) <１. (１０)

所以系统(９)的唯一不动点 Ｆ１(０)是局部渐近稳定的ꎬ进而是全局渐近稳定的.
(２)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１时ꎬ对于系统(９)的不动点 Ｆ１(０)ꎬ于是

ｄＦ(ｘ)
ｄｘ

｜ ｘ＝０ ＝
Ａａ

(ａ＋Ｂｘ) ２
｜ ｘ＝０ ＝(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１

－ｌ)－ｄｌ] >１.

所以系统(９)的不动点 Ｆ１(０)是不稳定的.
当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１时ꎬ对于系统(９)的不动点 Ｆ２(ｘ∗)ꎬ于是

ｄＦ(ｘ)
ｄｘ

｜ ｘ＝ｘ∗ ＝
Ａａ

(ａ＋Ｂｘ) ２
｜ ｘ＝ｘ∗ ＝

１
(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] 

<１.

所以系统(９)的不动点 Ｆ２(ｘ∗)是局部渐近稳定的ꎬ进而是全局渐近稳定的.
由定理 １ꎬ易得:
定理 ２
(１)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] <１时ꎬ系统(５)的平凡周期解是全局渐近稳定的.

(２)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１时ꎬ系统(５)的正周期解ｘ( ｔ) 是全局渐近稳定的ꎬ其中

ｘ( ｔ) ＝
ｘ∗ｅ－ｄ( ｔ－ｎ )ꎬ ｔ∈(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]ꎬ
ａｅａ( ｔ－(ｎ＋ｌ) ) ｘ∗∗

ａ＋ｂ１(ｅａ( ｔ
－(ｎ＋ｌ) ) －１)ｘ∗∗

ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ] .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)

式中ꎬｘ∗∗ ＝(１＋ｂ)ｅ－ｄｌ ｘ∗且 ｘ∗如(８)所定义.
—４—
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考虑到(３)的子系统ꎬ得到

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ
>－ｄｘ( ｔ)－β１(ｃｏ( ｔ) ＋ε)ｘ( ｔ)ꎬ ｔ∈(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]ꎬ

Δｘ( ｔ)＝ ｂｘ( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋ｌ) ꎬ
ｄｘ( ｔ)
ｄｔ
＝ ｘ( ｔ)(ａ－ｂ１ｘ( ｔ))－β２(ｃｏ( ｔ) ＋ε)ｘ( ｔ)ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]ꎬ

Δｘ( ｔ)＝ μｘ( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋１) ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１２)

容易得到系统(１２)的比较方程

ｄｘ１( ｔ)
ｄｔ
＝ －ｄｘ１( ｔ)－β１(ｃｏ( ｔ) ＋ε)ｘ１( ｔ)ꎬ ｔ∈(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]ꎬ

Δｘ１( ｔ)＝ ｂｘ１( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋ｌ) ꎬ
ｄｘ１( ｔ)
ｄｔ
＝ ｘ１( ｔ)(ａ－ｂ１ｘ１( ｔ))ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]ꎬ

Δｘ１( ｔ)＝ μｘ１( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋１) .

ì

î

í
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ï
ï
ï

ï
ï
ï
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(１３)

并考虑到(３)的子系统

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ
<－ｄｘ( ｔ)ꎬ ｔ∈(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]ꎬ

Δｘ( ｔ)＝ ｂｘ( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋ｌ) ꎬ
ｄｘ( ｔ)
ｄｔ
<ｘ( ｔ)(ａ－ｂ１ｘ( ｔ))ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]ꎬ

Δｘ( ｔ)＝ μｘ( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋１) ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１４)

及其比较系统

ｄｘ２( ｔ)
ｄｔ
＝ －ｄｘ２( ｔ)ꎬ ｔ∈(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ) ]ꎬ

Δｘ２( ｔ)＝ ｂｘ２( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋ｌ) ꎬ
ｄｘ２( ｔ)
ｄｔ
＝ ｘ２( ｔ)(ａ－ｂ１ｘ２( ｔ))ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]ꎬ

Δｘ２( ｔ)＝ μｘ２( ｔ)ꎬ ｔ＝(ｎ＋１) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１５)

从而容易得到与(１３)的频闪映射

ｘ１((ｎ＋１) ＋)＝
(ａ－β２Ｍｏ)(１＋ｂ)(１－μ)ｘ１(ｎ 

＋)ｅ－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ ｅ(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ) 

(ａ－β２Ｍｏ)＋ｂ１(１＋ｂ)ｘ１(ｎ 
＋)ｅ－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ (ｅ(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ) －１)

. (１６)

计算(１６)ꎬ可得到两个不动点 Ｐ１(０)与 Ｐ２(ｘ∗１ )ꎬ且

　 　 ｘ∗１ ＝
(ａ－β２Ｍｏ)[(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ

－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] －１]
ｂ１(１＋ｂ)ｅ

－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ (ｅ(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ) －１)
ꎬ　 (１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] >１. (１７)

于是类似定理 １与定理 ２可得

定理 ３
(１)当 (１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] <１时ꎬ系统(１６)的唯一不动点 Ｐ１(０)是全局渐近稳定的.
(２)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] >１时ꎬ系统(１６)的不动点 Ｐ１(０)是不稳定的ꎬ系统(１３) 的正

不动点 Ｐ２(ｘ∗)是全局渐近稳定的ꎬ其中 ｘ∗如(１７) .
定理 ４
(１)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] <１时ꎬ系统(１３)的平凡周期解是全局渐近稳定的.

(２)当(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] >１时ꎬ系统(１３)的正周期解ｘ１( ｔ) 是全局渐近稳定的ꎬ其中

—５—
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ｘ１( ｔ) ＝
ｘ∗１ ｅ

－(ｄ＋β１Ｍｏ)( ｔ－ｎ )ꎬ ｔ∈(ｎ ꎬ(ｎ＋ｌ)] ꎬ

(ａ－β２Ｍｏ)ｅ(ａ
－β２Ｍｏ)( ｔ－(ｎ＋ｌ) ) ｘ∗∗１

(ａ－β２Ｍｏ)＋ｂ１(ｅ(ａ
－β２Ｍｏ)( ｔ－(ｎ＋ｌ) ) －１)ｘ∗∗１

ꎬ ｔ∈((ｎ＋ｌ) ꎬ(ｎ＋１) ]ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１８)

式中ꎬｘ∗∗ ＝(１＋ｂ)ｅ－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ ｘ∗且 ｘ∗如(１７)所定义.
由定理 ２与定理 ４可得:
定理 ５　 (１)如果(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] <１ꎬ那么系统(３)种群灭绝ꎻ
(２)如果(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１ꎬ且(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] >１ꎬ系统(３)种群持久.
由定理 ４与定理 ５ꎬ更进一步可得:
定理 ６　 (１)如果(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] <１ꎬ且(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] <１ꎬ那么系统(３)种

群灭绝边界周期解(０ꎬｃｏ( ｔ) ꎬｃｅ( ｔ) )是全局渐近稳定的ꎻ
(２)如果(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[ａ(１－ｌ)－ｄｌ] >１ꎬ且(１＋ｂ)(１－μ)ｅ[(ａ－β２Ｍｏ)(１－ｌ)－(ｄ＋β１Ｍｏ) ｌ] >１ꎬ系统(３)种群持久.

３　 结束语

本文考虑污染环境下毒素脉冲输入及种群的瞬时与非瞬时脉冲出生ꎬ建立污染环境下具瞬时与非瞬

时脉冲出生单种群动力学模型ꎬ根据定理 ６的结论可以知道脉冲输入的毒素量存在一个阈值 μ∗ꎬ当 μ>μ∗

时ꎬ系统(１)种群灭绝ꎻ当 μ<μ∗时ꎬ系统(１)种群持久. 根据定理 ６的结论也可以知道瞬时脉冲出生量存在

一个阈值 ｂ∗ꎬ当 ｂ<ｂ∗时ꎬ系统(１)种群灭绝ꎻ当 ｂ>ｂ∗时ꎬ系统(１)种群持久. 所得结论告诉我们控制治理

污染的力度与增强种群的瞬时脉冲出生率能够保护环境生物的多样性ꎬ特别是环境污染控制的阈值与种

群的脉冲出生率为污染环境下生物资源管理提供决策支持.
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