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[摘要] 　 研究了涉及函数与其高阶导数分担集合的亚纯函数正规条件ꎬ利用 Ｌｏｈｗａｔｅｒ￣Ｐｏｍｍｅｒｅｎｋｅ 定理和

Ｚａｌｃｍａｎ￣Ｐａｎｇ引理以及 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论证明了如下结论ꎬ设 Ｓ１ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ３}和 Ｓ２ ＝ {ｂ１ꎬｂ２}是由互异有限复数构

成的集合ꎬｋ≥２是一个正整数ꎬｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬ如果 ｆ( ｚ)－ａｉ 的零点重数都至少为 ｋꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ且
{ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ(ｋ)( ｚ)∈Ｓ２}ꎬ那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
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１　 引言及主要结果

设 Ｄ为复平面ℂ的一个区域ꎬΣ 是定义在区域 Ｄ 上的一族亚纯函数ꎬ如果对于 Σ 中的任意函数列

{ ｆｎ( ｚ)}都存在子列{ ｆｎｋ( ｚ)}在区域 Ｄ上按球面距离内闭一致收敛ꎬ则称 Σ 为区域 Ｄ上的正规族. 而函数

族 Σ在点 ｚ０ 正规ꎬ是指存在点 ｚ０ 的某邻域 Ｕ( ｚ０)使得 Σ在 Ｕ( ｚ０)上正规. Σ 在区域 Ｄ上正规等价于 Σ 在

区域 Ｄ上每一点都正规[１] .
Δ＝{ ｚ: ｜ ｚ ｜ <１}为复平面上的单位圆ꎬＡｕｔ(Δ)是 Δ上的全纯自同构群ꎬｆ( ｚ)是 Δ 上的亚纯函数ꎬ如果函

数族{ ｆ(Ｍ( ｚ)) ｜Ｍ( ｚ)∈Ａｕｔ(Δ)}是 Δ上的正规族ꎬ则称 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数[１] .
由于正规函数是用正规族来定义ꎬ那么自然要问:对应一个函数族的正规定则ꎬ是否应该有一个函数

的正规定则? Ｈａｙｍａｎ和 Ｓｔｏｒｖｉｃｋ给出了反例[２]ꎬ对于 Ｍｉｒａｎｄａ－顾正规定则[３]却存在一个 Δ上的非正规函

数 ｆ( ｚ)ꎬ它满足 ｆ( ｚ)≠０ 且 ｆ(ｋ)( ｚ)≠１ꎬ其中 ｋ 是一个正整数. 所以ꎬ对应一个函数族正规定则是否有对应

的函数正规定则需要进一步探讨[４] .

定理 Ａ[４] 　 设∑ ＝{ ｆ( ｚ)}是区域 Ｄ内的一族亚纯函数ꎬＳ ＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３}ꎬ其中 ａ１ꎬａ２ꎬａ３ 是 ３ 个互异
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的有限复数ꎬ如果对任意的 ｆ∈∑ ꎬ有{ ｚ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ} ＝{ ｚ ｜ ｆ′( ｚ)∈Ｓ}ꎬ那么∑ 在 Ｄ内正规.

定理 Ｂ[５] 　 设∑ ＝{ｆ(ｚ)}是区域Ｄ内的一族亚纯函数ꎬＳ＝{ａ１ꎬａ２}ꎬａ１ꎬａ２ 是扩充复平面上两个互异的

非零复数ꎬ且满足 ａ１ / ａ２∈ Ω:＝{ｚ∈ℂ ｜ ｚ∈Δ^(１ꎬ１)或者 １ / ｚ∈Δ^(１ꎬ１)}ꎬ其中 Δ^(１ꎬ１):＝{ｚ∈ℂ ｜ ｜ ｚ－１ ｜ <１或者

对某个正整数 ｋ有(ｚ－１) ｋ ＝１成立} . 如果对任意的 ｆ∈∑ ꎬ{ ｚ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ} ＝ { ｚ ｜ ｆ′( ｚ)∈Ｓ}ꎬ则∑ 在 Ｄ 内

正规.
徐焱和仇惠玲最近在文献[６]中建立了相应的函数正规定则

定理 Ｃ[６] 　 设 ｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬＳ１ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ３}和 Ｓ２ ＝{ｂ１ꎬｂ２ꎬｂ３}是由互异有限复数构

成的两个集合ꎬ如果满足

{ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ′( ｚ)∈Ｓ２}ꎬ
那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
定理 Ｄ[６] 　 设 ｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬＳ１ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ３}和 Ｓ２ ＝ {ｂ１ꎬｂ２}是由互异有限复数构成

的两个集合ꎬ如果满足

(１)ｂ１ / ｂ２∉{ｍ ｜ｍ<０ꎬｍ∈Ｚ}∪ １
ｍ
｜ｍ<０ꎬｍ∈Ｚ{ } ꎬ

(２){ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ′( ｚ)∈Ｓ２}ꎬ
那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
定理 Ｅ[６] 　 设 ｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬＳ１ ＝{ａ１ꎬａ２}和 Ｓ２ ＝{ｂ１ꎬｂ２}是由互异有限复数构成的两

个集合ꎬ如果满足

(１)ａ１ａ２≠０ꎻ

(２)ｂ１ / ｂ２∉{ｍ ｜ｍ<０ꎬｍ∈Ｚ}∪ １
ｍ
｜ｍ<０ꎬｍ∈Ｚ{ } ꎻ

(３)存在正数 Ｍ使得 ｆ( ｚ)＝ ０⇒｜ ｆ′( ｚ) ｜≤Ｍꎻ
(４){ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ′( ｚ)∈Ｓ２} .
那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
本文考虑了高阶导数的情况ꎬ推广了以上有关正规函数的定理.
定理 １　 设 ｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬＳ１ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ３}和 Ｓ２ ＝ {ｂ１ꎬｂ２ꎬｂ３}是由互异有限复数构成

的两个集合ꎬ如果满足

(１)ｋ≥２是一个正整数ꎬｆ( ｚ)－ａｉ 的零点重数都至少为 ｋꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ
(２){ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ(ｋ)( ｚ)∈Ｓ２}ꎬ
那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
定理 ２　 设 ｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬＳ１ ＝ {ａ１ꎬａ２ꎬａ３}和 Ｓ２ ＝ {ｂ１ꎬｂ２}是由互异有限复数构成的

集合ꎬ如果满足

(１)ｋ≥２是一个正整数ꎬｆ( ｚ)－ａｉ 的零点重数都至少为 ｋꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻ
(２){ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ(ｋ)( ｚ)∈Ｓ２} .
那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
定理 ３　 设 ｆ( ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬＳ１ ＝ {ａ１ꎬａ２}和 Ｓ２ ＝ {ｂ１ꎬｂ２}是由互异有限复数构成的集

合ꎬ如果满足

(１)ｋ≥２是一个正整数ꎬｆ( ｚ)－ａｉ 的零点重数都至少为 ｋꎬｉ＝ １ꎬ２ꎻ
(２)ａ１ａ２≠０ꎻ
(３)存在正数 Ｍ使得 ｆ( ｚ)＝ ０⇒｜ ｆ′( ｚ) ｜≤Ｍꎻ
(４){ ｚ∈Δ ｜ ｆ( ｚ)∈Ｓ１} ＝{ ｚ∈Δ ｜ ｆ(ｋ)( ｚ)∈Ｓ２} .
那么 ｆ( ｚ)是 Δ上的正规函数.
对比上述定理可以看出ꎬ在不计零点重数这一常规条件的意义下ꎬ涉及高阶导数时定理成立的条件可

更简洁.
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２　 基本公式和引理

引理 １[７] 　 设 ｆ(ｚ)是单位圆 Δ内的亚纯函数ꎬ如果 ｆ(ｚ)不是正规函数ꎬ则存在(１)复数列 ｚｎ∈Δꎻ(２)正
数列 ρｎ→０

＋ꎬ使得 ｇｎ(ｚ)＝ ｆ(ｚｎ＋ρｎｚ)按球面距离内闭一致收敛于复平面ℂ上的非常数亚纯函数 ｇ(ｚ) .

引理 ２[８ꎬ９] 　 设∑ 是区域 Ｄ上的亚纯函数族ꎬｋ是一个正整数ꎬ如果对任意的 ｆ∈∑ 有 ｆ 的零点重

数至少为 ｋꎬ且存在一个正数 Ａꎬ使得 ｆ( ｚ)＝ ０⇒ ｜ ｆ(ｋ)( ｚ) ｜≤Ａ. 那么ꎬ如果∑ 在 Ｄ中 ｚ０ 处不正规ꎬ则对任

意的 ０≤α≤ｋꎬ存在

(１)复数列 ｚｎ∈Ｄꎬｚｎ→ｚ０ꎻ　 (２)正数列 ρｎ→０
＋ꎻ　 (３)函数列 ｆｎ∈∑ ꎬ使得 ｇｎ(ζ)＝

ｆｎ( ｚｎ＋ρｎζ)
ραｎ

按球

面距离内闭一致收敛于复平面ℂ上的非常数亚纯函数 ｇ(ζ)ꎬ进一步地有ꎬｇ(ζ)的所有零点重数都至少为

ｋꎬ球面导数 ｇ＃(ζ)＝ ｜ ｇ′(ζ) ｜
１＋ ｜ ｇ(ζ) ｜ ２

≤ｇ＃(０)＝ ｋＡ＋１ꎬ且 ｇ(ζ)的级不超过 ２.

引理 ３[１０] 　 设 ｆ( ｚ)是复平面ℂ上的非常数亚纯函数ꎬａ１ꎬａ２ꎬａ３ꎬ􀆺ａｑ 是 ｑ>２个互异的扩充复平面ℂ上

的复数ꎬ那么有

(ｑ－２)Ｔ( ｒꎬｆ)<∑
ｑ

ｖ ＝ １

􀭺Ｎ ｒꎬ １
ｆ－ａｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －Ｎ１( ｒ)＋Ｓ( ｒꎬｆ)ꎬ

式中ꎬＮ１( ｒ)＝ ２Ｎ( ｒꎬｆ)－Ｎ( ｒꎬｆ′)＋Ｎ ｒꎬ
１
ｆ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＳ( ｒꎬｆ)＝ ο(Ｔ( ｒꎬｆ))ꎬｒ→∞ 对于至多除去一个测度为有穷的集

合 Ｅ外成立.
引理 ４[１０] 　 设 ｆ( ｚ)是复平面ℂ上的非常数亚纯函数ꎬａꎬｂ≠０是 ２个互异的复平面ℂ上的复数ꎬｋ是一

个正整数ꎬ那么有

Ｔ( ｒꎬｆ)< ２＋ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｎ ｒꎬ １

ｆ－ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２＋ ２

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀭺Ｎ ｒꎬ

１
ｆ(ｋ) －ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｓ( ｒꎬｆ)ꎬ

式中ꎬＳ( ｒꎬｆ)＝ ο(Ｔ( ｒꎬｆ))ꎬｒ→∞ 对于至多除去一个测度为有穷的集合 Ｅ外成立.

３　 定理的证明

３.１　 定理 ３ 的证明

证明　 假设 ｆ( ｚ)不是正规函数ꎬ由引理 １ꎬ存在点列 ｚｎ∈Δꎬ正数列 ρｎ→０ 使得 ｇｎ(ζ)＝ ｆ( ｚｎ＋ρｎζ)按球

面距离内闭一致收敛到非常数亚纯函数 ｇ(ζ) .
可以断言:ｇ(ζ)＝ ０⇒ｇ′(ζ)＝ ０.
假设存在 ζ０∈ℂ使得 ｇ(ζ０)＝ ０ꎬ那么由于 ｇ(ζ)不恒等于 ０ꎬ根据 Ｈｕｒｗｉｔｚ定理得ꎬ存在 ζｎꎬζｎ→ζ０ꎬ使得

ｇｎ(ζｎ)＝ ｆ( ｚｎ＋ρｎζｎ)＝ ０.
由条件(３)ꎬ存在正数 Ｍꎬ使得 ｆ( ｚ)＝ ０⇒｜ ｆ′( ｚ) ｜≤Ｍ可知ꎬ

｜ ｇ′ｎ(ζｎ) ｜ ＝ ｜ ｆ′( ｚｎ＋ρｎζｎ) ｜≤Ｍ.
从而

ｇ′(ζ０)＝ ｌｉｍｎ→∞ρｎ ｆ′( ｚｎ＋ρｎζｎ)＝ ０ꎬ

即 ｇ(ζ)的零点均为重级零点ꎬ由 ａ１ａ２≠０ 和 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 第二基本定理即引理 ３ 知ꎬｇ 必定可以取到 Ｓ１ ＝
{ａ１ꎬａ２}中的某个数ꎬ不妨设 ｇ(ζ)－ａ１ 在ℂ上有零点. 考虑函数

Ｇｎ(ζ)＝
ｇｎ(ζ)－ａ１
ρｋｎ

ꎬ

则有{Ｇｎ}在 ｇ(ζ)－ａ１ 的零点处不正规.
事实上ꎬ如果设 ζ０ 是 ｇ(ζ)－ａ１ 的某个零点ꎬ那么由于 ｇ(ζ)－ａ１ 不恒等于 ０ꎬ故由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理存在一

列 ζｎꎬζｎ→ζ０ꎬ使得 ｇｎ(ζｎ)＝ ｆ( ｚｎ＋ρｎζｎ)＝ ａ１ꎬ从而 Ｇｎ(ζｎ)＝ ０ꎬ即有 ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｇｎ(ζｎ)＝ ０. 然而ꎬ又存在一个正数 δꎬ

使得在 ０< ｜ ζ－ζ０ ｜ <δ上ꎬｇ(ζ)≠ａ１ꎬ那么对于任意的 ζꎬ只要 ０< ｜ ζ－ζ０ ｜ <δꎬ就存在 ζ 的一个闭邻域 Ｏ(ζ)⊆
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{ζ∈ℂ ｜０< ｜ ζ－ζ０ ｜ <δ}ꎬ使得 ｎ充分大时ꎬ就有

｜ ｇｎ(ζ)－ａ１ ｜≥ ｜ ｇ(ζ)－ａ１ ｜ － ｜ ｇｎ(ζ)－ｇ(ζ) ｜ >δ / ２>０ꎬ
式中ꎬδ＝ ｍｉｎ

ζ∈Ｏ(ζ)
｜ ｇ(ζ)－ａ１ ｜ >０ꎬ这样就有 ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｇｎ(ζ)＝ ∞ ꎬ即有{Ｇｎ}在点 ζ０ 处不正规.

若 Ｇｎ(ζ)＝
ｇｎ(ζ)－ａ１
ρｋｎ

＝
ｆ( ｚｎ＋ρｎζ)－ａ１

ρｋｎ
＝ ０( ｆ( ｚｎ＋ρｎζ)－ａ１ ＝ ０)ꎬ则 ζ至少为 ｋ重零点且

｜Ｇ(ｋ)
ｎ (ζ) ｜≤Ａ＝ｍａｘ{ ｜ ｂ１ ｜ ＋ ｜ ｂ２ ｜ ＋ｋ＋１}ꎬ(Ｇ(ｋ)

ｎ (ζ)＝ ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎζ)∈Ｓ２)ꎬ
由于{Ｇｎ}在点 ζ０ 处不正规ꎬ由 Ｚａｌｃｍａｎ￣Ｐａｎｇ引理即引理 ２ꎬ存在

(１)复数列 ζｎꎬζｎ→ζ０ꎻ(２)正数列 ηｎ→０
＋ꎻ(３)函数列 Ｇｎꎬ使得 Ｆｎ(ξ)＝

Ｇｎ(ζｎ＋ηｎξ)
ηｋｎ

＝
ｇｎ(ζｎ＋ηｎξ)－ａ１

ρｋｎηｋｎ
→

Ｆ(ξ)在ℂ上按球面距离内闭一致收敛ꎬ这里 Ｆ(ξ)是ℂ 上的非常数有穷级亚纯函数ꎬ零点重级至少为 ｋꎬ且

Ｆ＃(ξ)＝ ｜Ｆ′(ξ) ｜
１＋ ｜Ｆ(ξ) ｜ ２

≤Ｆ＃(０)＝ ｋＡ＋１.

可以断言:
( ｉ)Ｆ(ξ)仅有有限多个不同的零点ꎻ
( ｉｉ)Ｆ(ξ)＝ ０⇔Ｆ(ｋ)(ξ)∈Ｓ２ ＝{ｂ１ꎬｂ２} .
事实上ꎬ假设 ζ０ 是 ｇ(ζ)－ａ１ 的一个 ｋ级零点ꎬ如果至少存在 ｋ＋１个互不相同的点 ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｋ＋１ꎬ使得

Ｆ(ξ ｊ)＝ ０ꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ＋１. 因为 Ｆ(ξ)不恒等于 ０ꎬ所以由 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理ꎬ存在一个正整数 Ｎꎬ使得对于任意

的 ｎ>Ｎꎬ有 Ｆｎ(ξｎｊ)＝ ０ꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ＋１. 那么 ｇｎ(ζｎ＋ηｎξｎｊ)－ａ１ ＝ ０ꎬ且 ζｎ＋ηｎξｎｊ→ζ０ꎬ当 ｎ→∞时ꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
ｋ＋１. 故有 ζ０ 是 ｇ(ζ)－ａ１ 的重级至少为 ｋ＋１的零点ꎬ与假设矛盾. 故( ｉ)成立.

下面给出( ｉｉ)的证明. 如果存在 ξ０∈ℂ ꎬ使得 Ｆ( ξ０)＝ ０ꎬ由于 Ｆ( ξ)不恒等于 ０ꎬ根据 Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理可

得ꎬ存在一列 ξｎꎬξｎ→ξ０ꎬ使得

Ｆｎ(ξｎ)＝
ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))－ａ１

ρｋｎηｋｎ
＝ ０.

这表明 ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))＝ ａ１ꎬ由已知条件有 ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎ( ζｎ＋ηｎξｎ))∈Ｓ２ .可取 ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎ( ζｎ＋ηｎξｎ))
的子列(不妨仍记为 ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))∈Ｓ２)使得

ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))＝ ｂｉꎬ
则有 Ｆ(ｋ)(ξ０)＝ ｌｉｍｎ→∞Ｆ

(ｋ)
ｎ (ξｎ)＝ ｌｉｍｎ→∞ ｆ

(ｋ)( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))∈Ｓ２ .

另一方面ꎬ如果存在某个 ξ０∈ℂ ꎬ使得 Ｆ(ｋ)(ξ０)∈Ｓ２ꎬ即存在某个 ｂｉ∈Ｓ２ꎬ使得 Ｆ(ｋ)(ξ０)＝ ｂｉ .

如果 Ｆ(ｋ)(ξ)≡ｂｉꎬ则 Ｆ(ξ)是一个多项式ꎬ由 Ｆ(ξ)的零点重数至少为 ｋꎬ可设 Ｆ(ξ)＝
ｂｉ
ｋ!

(ξ－ξ０) ｋꎬ下面

计算 Ｆ＃(０) .

Ｆ＃(０)＝ ｜Ｆ′(０) ｜
１＋ ｜Ｆ(０) ｜ ２

＝

｜ ｂｉ ｜
(ｋ－１)!

｜ ξ０ ｜ ｋ
－１

１＋
｜ ｂｉ ｜ ２

(ｋ!) ２
｜ ξ０ ｜ ２ｋ

≤

｜ ｂｉ ｜
(ｋ－１)!

｜ ξ０ ｜ ｋ
－１

１
< ｜ ｂｉ ｜ ꎬ ｜ ξ０ ｜ <１

｜ ｂｉ ｜
(ｋ－１)!

｜ ξ０ ｜ ｋ
－１

２
｜ ｂｉ ｜
(ｋ!)

｜ ξ０ ｜ ｋ
≤ ｋ
２

ꎬ ｜ ξ０ ｜≥１

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

　 < ｜ ｂ１ ｜ ＋ ｜ ｂ２ ｜ ＋
ｋ
２

上面不等式的证明过程假设了 ｂｉ≠０ꎬ若 ｂｉ ＝ ０时ꎬ则 Ｆ＃(０)＝ ０ꎬ不等式显然成立.
这与 Ｆ＃(０)＝ ｋＡ＋１矛盾.
如果 Ｆ(ｋ)(ξ)不恒等于 ｂｉꎬ由 Ｈｕｒｗｉｔｚ定理可得ꎬ存在一列 ξｎꎬξｎ→ξ０ꎬ使得

Ｆ(ｋ)
ｎ (ξｎ)＝ ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))＝ ｂｉꎬ

则有 ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))∈Ｓ１ .
如果存在无穷多个 ｎ使得
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ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))≠ａ１ꎬ
则

Ｆ(ξ０)＝ ｌｉｍｎ→∞
ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))－ａ１

ρｋｎηｋｎ
＝∞ ꎬ

这与 Ｆ(ｋ)(ξ０)＝ ｂｉ 矛盾.所以ꎬ存在一个正整数 Ｎꎬ使得对于每个 ｎ>Ｎꎬ
ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))＝ ａ１ꎬ

则

Ｆ(ξ０)＝ ｌｉｍｎ→∞
ｆ( ｚｎ＋ρｎ(ζｎ＋ηｎξｎ))－ａ１

ρｋｎηｋｎ
＝ ０.

下面对 Ｆ(ξ)使用 Ｈａｙｍａｎ不等式即引理 ４ꎬ并注意到( ｉｉ)可得ꎬ

Ｔ( ｒꎬＦ(ξ))≤ ２＋ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｎ ｒꎬ １

Ｆ(ξ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２＋ ２

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀭺Ｎ ｒꎬ

１
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｓ( ｒꎬＦ(ξ))＝

２＋ １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｎ ｒꎬ １

Ｆ(ξ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２＋ ２

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀭺Ｎ ｒꎬ １

Ｆ(ξ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｓ( ｒꎬＦ(ξ)) .

因为 Ｆ(ξ)是非常值的有穷级亚纯函数ꎬ故有

Ｓ( ｒꎬＦ(ξ))＝ Ο( ｌｎｒ) .

此外ꎬＦ(ξ)仅有有限多个零点ꎬ那么􀭺Ｎ ｒꎬ １
Ｆ(ξ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ο( ｌｎｒ)ꎬ因此即有

Ｔ( ｒꎬＦ(ξ))<Ο( ｌｎｒ)ꎬ
这就意味着 Ｆ(ξ)是有理函数.

再断言:Ｆ(ξ)是一个多项式.

因为 ζ０ 是 ｇ(ζ)－ａ１ 的零点ꎬ所以 ｇｎ(ζ)－ａ１ 和 Ｇｎ ＝
ｇｎ(ζ)－ａ１
ρｋｎ

在 ζ０ 的某个邻域内全纯(只要 ｎ 充分大

就可以)ꎬ这就意味着 Ｆｎ(ξ)＝
Ｇｎ(ζｎ＋ηｎξ)

ηｎ
在半径 Ｒ趋向于无穷的圆盘 ＤＲ ＝{ξ: ｜ ξ ｜ <Ｒ}内全纯. 所以Ｆｎ(ξ)

在ℂ上按照球面距离内闭一致收敛到ℂ上的全纯函数 Ｆ(ξ)ꎬ则 Ｆ(ξ)是一个多项式ꎬ断言成立.
设 Ｆ(ξ)＝ ｃ０ξｐ＋ｃ１ξｐ

－１＋􀆺ｃｐꎬ其中 ｃｉ( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｐ)是复数且 ｃ０≠０.
情形 １　 ｋ≥ｐꎬ则 Ｆ(ｋ)(ξ)≡ｃｏｎｓｔ(常数)ꎬ如果 ｃｏｎｓｔ∈Ｓ２ꎬ由( ｉｉ)得ꎬＦ(ξ)≡０ꎬ矛盾ꎻ如果 ｃｏｎｓｔ∉Ｓ２ꎬ由

( ｉｉ)得ꎬＦ(ξ)≠０ꎬ也发生矛盾.
情形 ２　 ｋ<ｐꎬ令

Ａ(ξ)＝ Ｆ(ξ)Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１)(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２)

.

由 ｋ<ｐ知 Ｆ(ｋ)(ξ)不为常数ꎬ那么 Ａ(ξ)是一个不恒为零的多项式.
当 ξ→∞时ꎬ有 Ｆ(ξ)＝ ｃ０ξｐ[１＋ｏ(１)] .
注意到存在常数 ｄ１ꎬｄ２ 使得

１
(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１)(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２)

＝
ｄ１

Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１
＋

ｄ２
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２

ꎬ

则

Ａ(ξ)＝ Ｆ(ξ)
ｄ１Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１

＋
ｄ２Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｃξｐ[１＋ｏ(１)]Ｏ(ξ－１)＝ Ｏ(ξｐ－１)ꎬ

ξ→∞ ꎬ其中 ｃ≠０为常数.
由于 Ａ(ξ)为多项式ꎬ那么 ｐ≥１.
情形 ２.１　 如果 ｐ＝ １ꎬ那么 Ｆ(ｋ＋１)(ξ)≡０ꎬＡ(ξ)≡０ꎬ与 Ａ(ξ)不恒为零矛盾.
情形 ２.２　 如果 ｐ≥２ꎬ则
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Ｆ(ｋ)(ξ)＝ ｃｐ(ｐ－１)􀆺(ｐ－ｋ＋１)ξｐ－ｋ[１＋ｏ(１)]ꎬ
Ｆ(ｋ＋１)(ξ)＝ ｃｐ(ｐ－１)􀆺(ｐ－ｋ＋１)(ｐ－ｋ)ξｐ－ｋ－１[１＋ｏ(１)] .

那么ꎬ

Ａ(ξ)＝
ｃ０ｃｐ(ｐ－１)􀆺(ｐ－ｋ＋１)(ｐ－ｋ)ξ２ｐ－ｋ－１[１＋ｏ(１)]
ｃ２ｐ２(ｐ－１) ２􀆺(ｐ－ｋ＋１) ２ξ２ｐ－２ｋ[１＋ｏ(１)]

＝Ｏ(ξｋ－１) .

则当 ξ→∞时ꎬＡ(ξ)＝ Ｏ(ξｋ－１)＝ Ｏ(ξｐ－１)ꎬ与 ｋ<ｐ矛盾.
３.２　 定理 １ 的证明

证明　 假设 ｆ( ｚ)不是正规函数ꎬ由引理 １ꎬ存在点列 ｚｎ∈Δꎬ正数列 ρｎ→０ 使得 ｇｎ(ζ)＝ ｆ( ｚｎ＋ρｎζ)按球

面距离内闭一致收敛到非常数亚纯函数 ｇ(ζ) .
由 Ｐｉｃａｒｄ定理或引理 ３知ꎬｇ必定可以取到 Ｓ１ ＝{ａ１ꎬａ２ꎬａ３}中的某个数ꎬ不妨设 ｇ(ζ)－ａ１ 在ℂ 上有零

点. 考虑函数

Ｇｎ(ζ)＝
ｇｎ(ζ)－ａ１
ρｋｎ

.

可以断言:{Ｇｎ}在 ｇ(ζ)－ａ１ 的零点处不正规ꎬ断言的证明完全类似于定理 ３的过程.

若 Ｇｎ(ζ)＝
ｇｎ(ζ)－ａ１
ρｋｎ

＝
ｆ( ｚｎ＋ρｎζ)－ａ１

ρｋｎ
＝ ０( ｆ( ｚｎ ＋ρｎζ) －ａ１ ＝ ０)ꎬ则 ζ 至少为 ｋ 重零点且 ｜ Ｇ(ｋ)

ｎ ( ζ) ｜ ≤Ａ ＝

ｍａｘ{ ｜ ｂ１ ｜ ＋ ｜ ｂ２ ｜ ＋ ｜ ｂ３ ｜ ＋ｋ＋１}ꎬ(Ｇ(ｋ)
ｎ (ζ)＝ ｆ(ｋ)( ｚｎ＋ρｎζ)∈Ｓ２)ꎬ由于{Ｇｎ}在点 ζ０ 处不正规ꎬ由引理 ２ꎬ存在

(１)复数列 ζｎꎬζｎ→ζ０ꎻ(２)正数列 ηｎ→０
＋ꎻ(３)函数列 Ｇｎꎬ使得 Ｆｎ(ξ)＝

Ｇｎ(ζｎ＋ηｎξ)
ηｋｎ

＝
ｇｎ(ζｎ＋ηｎξ)－ａ１

ρｋｎηｋｎ
→

Ｆ(ξ)在ℂ上按球面距离内闭一致收敛ꎬ这里 Ｆ(ξ)是ℂ 上的非常数有穷级亚纯函数ꎬ零点重级至少为 ｋꎬ且

Ｆ＃(ξ)＝ ｜Ｆ′(ξ) ｜
１＋ ｜Ｆ(ξ) ｜ ２

≤Ｆ＃(０)＝ ｋＡ＋１.

可以断言:
( ｉ)Ｆ(ξ)是一个多项式ꎻ
( ｉｉ)Ｆ(ξ)＝ ０⇔Ｆ(ｋ)(ξ)∈Ｓ２ ＝{ｂ１ꎬｂ２} .
断言的证明完全类似于定理 ３的过程.
设 Ｆ(ξ)＝ ｃ０ξｐ＋ｃ１ξｐ

－１＋􀆺ｃｐꎬ其中 ｃｉ( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｐ)是复数且 ｃ０≠０.
情形 １　 ｋ≥ｐꎬ产生矛盾ꎬ证明完全类似于定理 ３的过程.
情形 ２　 ｋ<ｐꎬ令

Ａ(ξ)＝ Ｆ(ξ)Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１)(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２)(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ３)

.

由 ｋ<ｐ知 Ｆ(ｋ)(ξ)不为常数ꎬ那么 Ａ(ξ)是一个不恒为零的多项式.
当 ξ→∞时ꎬ有 Ｆ(ξ)＝ ｃ０ξｐ[１＋ｏ(１)] .
注意到存在常数 ｄ１ꎬｄ２ꎬｄ３ꎬ使得

１
(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１)(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２)(Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ３)

＝
ｄ１

Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１
＋

ｄ２
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２

＋
ｄ３

Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ３
.

则

Ａ(ξ)＝ Ｆ(ξ)
ｄ１Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ１

＋
ｄ２Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ２

＋
ｄ３Ｆ(ｋ＋１)(ξ)
Ｆ(ｋ)(ξ)－ｂ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｃξｐ １＋ｏ(１)[ ] Ｏ(ξ－１)＝ Ｏ(ξｐ－１)ꎬξ→∞ ꎬ

其中ꎬｃ≠０为常数.
由于 Ａ(ξ)为多项式ꎬ那么 ｐ≥１.
情形 ２.１　 如果 ｐ＝ １ꎬ那么 Ｆ(ｋ＋１)(ξ)≡０ꎬＡ(ξ)≡０ꎬ与 Ａ(ξ)不恒为零矛盾.
情形 ２.２　 如果 ｐ≥２ꎬ则

Ｆ(ｋ)(ξ)＝ ｃｐ(ｐ－１)􀆺(ｐ－ｋ＋１)ξｐ－ｋ[１＋ｏ(１)]ꎬ
Ｆ(ｋ＋１)(ξ)＝ ｃｐ(ｐ－１)􀆺(ｐ－ｋ＋１)(ｐ－ｋ)ξｐ－ｋ－１[１＋ｏ(１)]ꎬ
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那么ꎬ

Ａ(ξ)＝
ｃ０ｃｐ(ｐ－１)􀆺(ｐ－ｋ＋１)(ｐ－ｋ)ξ２ｐ－ｋ－１[１＋ｏ(１)]
ｃ３ｐ３(ｐ－１) ３􀆺(ｐ－ｋ＋１) ３ξ３ｐ－３ｋ[１＋ｏ(１)]

＝Ｏ(ξｋ－１－(ｐ－ｋ)) .

则当 ξ→∞时ꎬＡ(ξ)＝ Ｏ(ξｋ－１－(ｐ－ｋ))＝ Ｏ(ξｐ－１)ꎬ与 ｋ－１－(ｐ－ｋ)<ｐ－１矛盾.
定理 ２的证明完全类似定理 ３和定理 １的证明.
致谢:感谢审稿人的宝贵意见.
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