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[摘要] 　 研究二阶无穷多点半正边值问题:ｘ(ｎ)( ｔ) ＋λｆ( ｔꎬｘ( ｔ))＝ ０ꎬ０< ｔ<１ꎬｘ(０)＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
αｉｘ( ξｉ)ꎬｘ′(０)＝  ＝

ｘ(ｎ－２)(０)＝ ０ꎬｘ(１)＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
βｉｘ(ηｉ)正解的存在性问题.其中 ξｉꎬηｉ∈(０ꎬ１) ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ)ꎬ１>ξ１ >ξ２ >>ξｎ >>０ꎬ

０<η１<η２<<ηｎ<<１ꎬαｉꎬβｉ∈(０ꎬ∞ )ꎬ０< ∑
∞

ｉ ＝ １
αｉ(１－ξｎ

－１
ｉ )<１ꎬ０< ∑

∞

ｉ ＝ １
βｉηｎ

－１
ｉ <１ 且 Ｄ∞ ＝ ∑

∞

ｉ ＝ １
αｉξｎ

－１
ｉ １ －∑

∞

ｉ ＝ １
βｉ( ) ＋

１ －∑
∞

ｉ ＝ １
βｉηｎ

－１
ｉ( ) １ －∑

∞

ｉ ＝ １
αｉ( ) > ０. 我们给正参数 λ和函数 ｆ( ｔꎬｘ( ｔ))赋予一定的条件ꎬ使得上述问题至少存在

一个正解.本文应用锥上不动点定理来证明主要定理.
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关于高阶多点边值问题正解的存在性问题ꎬ已有很多学者做了研究ꎬ参考文献[１－８] .
对于多点半正边值问题正解的存在性问题ꎬ亦有很多学者做了研究ꎬ参考文献[９－１４]ꎬ其中ꎬ张[１０]利

用一个推广的锥上不动点定理研究了一类二阶三点半正边值问题正解的存在性问题ꎬ文[１３]利用锥上不

动点定理研究了下列二阶无穷多点半正边值问题正解的存在性问题:
ｘ″( ｔ) ＋ λｆ( ｔꎬｘ( ｔ)) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝∑
∞
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ｉ ＝ １
βｉｘ(ηｉ) .{ (１)
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沈文国ꎬ等:高阶无穷多点半正边值问题正解的存在性

然而ꎬ目前为止ꎬ还没有学者研究关于高阶无穷多点半正边值问题正解的存在性问题.
受文献[１０ꎬ１３]的启发ꎬ本文研究下列关于高阶无穷多点半正边值问题正解的存在性问题

ｘ(ｎ)( ｔ) ＋ λｆ( ｔꎬｘ( ｔ)) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝∑
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正解的存在性问题. 本文假设:
(Ｈ１)ξｉꎬηｉ∈(０ꎬ１)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ)ꎬ１>ξ１>ξ２>>ξｎ>>０ꎬ
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注 １　 由(Ｈ１)可得
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为了证明本文的主要结论ꎬ我们给出如下推广的锥上不动点定理.
定义 １[１６] 　 设 Ｅ是实 Ｂａｎａｃｈ 空间且 Ｐ是 Ｅ上一个锥ꎬ如果 ρ:Ｐ→Ｒ１ 连续ꎬ并且对所有 ｘꎬｙ∈ρ 和 ０≤

ｔ≤１ꎬ下式成立

ρ( ｔｘ＋(１－ｔ)ｙ)≤ｔρ(ｘ)＋(１－ｔ)ρ(ｙ)ꎬ
则称 ρ是 Ｐ上的连续凸泛函.
定理 １[１６] 　 设 Ｅ是一个实 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＰ⊂Ｅ是一个锥ꎬθ 表示 Ｅ 上的零元素ꎬΩ１、Ω２ 是 Ｅ 中的有界

开集且 θ∈Ω１ꎬΩ１⊂Ω２ . 设 Ａ:Ｐ∩(Ω２ ＼Ω１)→Ｐ是一个全连续算子ꎬρ:Ｐ→[０ꎬ∞ ) 是一个一致连续凸泛函ꎬ
并且 ρ(θ)＝ ０ꎬρ(ｘ)>０ꎬｘ≠θ. 假设下列条件之一成立

( ｉ)ρ(Ａｘ)≤ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω１ 和 ｉｎｆ
ｘ∈Ｐ∩∂Ω２

ρ(ｘ)>０ꎬρ(Ａｘ)≥ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω２ꎬ

( ｉｉ) ｉｎｆ
ｘ∈Ｐ∩∂Ω１

ρ(ｘ)>０ꎬρ(Ａｘ)≥ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω１ꎬρ(Ａｘ)≤ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω２ꎬ

则 Ａ在 Ｐ∩(Ω２ ＼Ω１)上存在一个不动点.

１　 预备知识

给实 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｃ[０ꎬ１]和 Ｃｎ[０ꎬ１]分别赋予范数‖ｕ‖＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１]

｜ ｕ( ｔ) ｜和‖ｕ‖ｎ ＝ｍａｘ{‖ｕ‖ꎬ‖ｕ′‖ꎬ

ꎬ‖ｕ(ｎ)‖} . 对任何 ｍ∈Ｎꎬ考虑如下边值问题

ｘ(ｎ)( ｔ) ＋ ｙ( ｔ) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １
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ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｘ(η ｉ) .{ (４)

引理 １　 设(Ｈ１) 成立ꎬ对于 ｙ∈Ｃ[０ꎬ１]ꎬ则边值问题(４)有唯一解

ｘ( ｔ)＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)ｙ( ｓ)ｄｓ (５)

式中

Ｇ( ｔꎬｓ)＝ ｇ( ｔꎬｓ)＋
１ －∑

ｍ
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－１
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ｍ
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β ｉ( ) ｔｎ－１

Ｄｍ
∑
ｍ

ｉ ＝ １
αｉｇ(ξｉꎬｓ)＋
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ｉ ＋ １ －∑
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ｔｎ－１(１－ｓ) ｎ－１－( ｔ－ｓ) ｎ－１ꎬ ０≤ｓ≤ｔ≤１ꎬ
ｔｎ－１(１－ｓ) ｎ－１ꎬ ０≤ｔ≤ｓ≤１ꎬ{ (７)

Ｄｍ ＝ ∑
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ｍ
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β ｉη ｎ

－１
ｉ( ) １ －∑

ｍ
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α ｉ( ) > ０. (８)

证明　 应用与文献[２ꎬ引理 ３.１]或者[３ꎬ引理 ４.１ꎬ引理 ４.２]或者[５ꎬ定理 ２.１]相似的方法可证明本引

理ꎬ故证明略.
引理 ２[８] 　 由式(７)定义的 ｇ( ｔꎬｓ)满足下列性质

ｃ( ｔ)ｇ( ( ｓ)ꎬｓ)≤ｇ( ｔꎬｓ)≤ｇ( ( ｓ)ꎬｓ)ꎬ∀ｔꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎬ

式中ꎬ ( ｓ)＝ ｓ

１－(１－ｓ)
ｎ－１
ｎ－２

ꎬｇ( ( ｓ)ꎬｓ)＝ ( ｓ) ｎ－２ｓ(１－ｓ) ｎ－１

(ｎ－１)!
ꎬｃ( ｔ)＝ ｍｉｎ

(ｎ－１) ｎ－１ ｔｎ－２(１－ｔ)
(ｎ－２) ｎ－２

ꎬｔｎ－１{ } .
引理 ３　 设(Ｈ１)成立. 由式(６)定义的 Ｇ( ｔꎬｓ)满足下列性质

(１)Ｇ( ｔꎬｓ)在[０ꎬ１]×[０ꎬ１]上连续且 Ｇ( ｔꎬｓ)≥０ꎻ
(２)对于任意 ｔꎬｓ∈[０ꎬ１] 都有 Ｇ( ｔꎬｓ)≤Ｇ( ｓ)成立. 对于任意 ｔꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎬ存在一个常数 γ 使得下式

成立

Ｇ( ｔꎬｓ)≥γＧ( ｓ)ꎬ

式中ꎬＧ( ｓ) ＝
Ｄ∞ ＋Ｍ １ ＋Ｍ ２

Ｄ∞
ꎬγ ＝

(ｍ １ ＋ｍ ２)Ｄ∞

(Ｄ∞ ＋Ｍ １ ＋Ｍ ２)
ꎬｍ １ ＝ ｍｉｎ １ － ∑

∞

ｉ ＝ １
β ｉη ｎ

－ １
ｉ ꎬβ １( １ － η ｎ

－ １
１ ){ } α１ ｃ( ξ１ ) ꎬ

ｍ２ ＝ｍｉｎ α１ξ ｎ
－１

１ ꎬ１ －∑
∞

ｉ ＝ １
α ｉ(１ － ξ ｎ

－１
ｉ ){ } β１ｃ(η１)ꎬＭ１ ＝

ｍａｘ １ － β１η ｎ
－１

１ ꎬ∑
∞

ｉ ＝ １
β ｉ(１ － η ｎ

－１
ｉ ){ }

１ － ξ１
∑
∞

ｉ ＝ １
αｉ(１－ξｎ

－１
ｉ )ꎬ

Ｍ２ ＝
ｍａｘ ∑

∞

ｉ ＝ １
α ｉξ ｎ

－１
ｉ ꎬ１ － α１(１ － ξ ｎ

－１
１ ){ }

η １
∑

∞

ｉ ＝ １
βｉηｎ

－１
ｉ .

证明　 应用与文献[１３ꎬ引理 ３]相似的方法可证明本引理ꎬ故证明略.
由引理 ３ 易得如下引理:

引理 ４　 设(Ｈ１) 成立. 则对于 ｙ∈Ｃ[０ꎬ１] 和 ｙ≥０ꎬ(４)的唯一解满足

( ｉ)ｘ( ｔ)≥０ꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１]ꎻ
( ｉｉ) ｍｉｎ

ｔ∈[０ꎬ１]
ｘ( ｔ)≥γ‖ｘ‖ꎬ其中 γ 由引理 ３(２)给出.

引理 ５　 设(Ｈ１)成立.则边值问题
ｘ(ｎ)( ｔ) ＋ １ ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝∑
∞

ｉ ＝ １
α ｉｘ(ξ ｉ)ꎬｘ′(０) ＝  ＝ ｘ(ｎ－２)(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝∑

∞

ｉ ＝ １
β ｉｘ(η ｉ){ (９)

存在唯一解

ω( ｔ)＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)ｄｓꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１] . (１０)

进而ꎬ存在一个正常数 ｃ 使得 ω( ｔ)≤ｃγꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ其中 ｃ ＝
∫１

０
Ｇ( ｓ)ｄｓ

γ
.

注 ２　 由注 １ 可得(Ｈ１)ꎬ应用与文献[１３ꎬ引理 ２]相似的方法可得:

０< ∫１
０
Ｇ( ｓ)ｄｓ<＋∞ .

２　 主要定理及证明

为了证明本节主要定理ꎬ假设如下条件成立

—８—
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(Ｈ２) ｆ(ꎬ)∈Ｃ([０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )ꎬＲ) 存在 Ｍ>０ꎬ对于( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )使得 ｆ( ｔꎬｘ)≥－Ｍ.
(Ｈ３)存在两个常数 ａꎬｂ∈(０ꎬ∞ ) 使得

０<ｆ( ｔꎬｘ)≤ｂꎬ∀( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬａ] .
(Ｈ４)设 Ｌ＝ｍｉｎ{γ / ２ꎬａ}ꎬＭ′＝ｍａｘ{ ｆ( ｔꎬｘ)＋Ｍꎬ０≤ｔ≤１ꎬ０≤ｘ≤２} .
参数 λ 满足

０<λ≤ :＝ １
ｃ
ｍｉｎ γ

Ｍ
ꎬ ２
Ｍ′

ꎬ Ｌ
Ｍ″{ } ꎬ

式中ꎬγ是引理 ３(２)所给ꎬＭ″＝ｍａｘ{ ｆ( ｔꎬｘ) ｜ ０≤ｔ≤１ꎬ０≤ｘ≤Ｌ} .

(Ｈ５)存在 Ｒ>２ 使得:对于 ｔ∈[０ꎬ１] 和 ｘ≥ １
２
Ｒγ２ꎬ使得 ｆ( ｔꎬｘ)＋Ｍ≥Ｎｘꎬ其中ꎬ对固定的 λ∈(０ꎬ ]ꎬ使

Ｎ≥ ２
λγ２ ∫１０Ｇ( ｓ)ｄｓ成立.

注 ３　 由(Ｈ３)和 ｆ的连续性可得ｌｉｍｙ→０＋
ｆ( ｔꎬｙ)
ｙ

＝ ＋∞对 ｔ∈[０ꎬ１]一致成立.

定理 ２　 假设条件(Ｈ１)－(Ｈ５)成立. 则问题(２)至少有两个正解 ｘ１ꎬｘ２ꎬ满足 ｜ ｘ１ ｜≥γꎬ ｜ ｘ２ ｜≤Ｌ≤
γ
２
.

证明　 首先考虑

ｘ(ｎ)( ｔ) ＋ λｆ( ｔꎬｘ( ｔ)) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ(ξ ｉ)ꎬｘ′(０) ＝  ＝ ｘ(ｎ－２)(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｘ(η ｉ) .{ (１１)

显然ꎬ当 ｍ→＋∞时ꎬ问题(１１)可转化为(２) .
设

Ｐ＝ ｘ ｜ ｘ∈Ｃ[０ꎬ１]ꎬｘ( ｔ)≥０ꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１]: ｍｉｎ
ｔ∈[０ꎬ１]

ｘ( ｔ)≥γ‖ｘ‖{ } ꎬ

式中ꎬγ由引理 ３(２)给出. 显然 Ｐ是 Ｃ[０ꎬ１]中的一个正锥.
令 ω＝λＭωꎬ 其中 ω由(１０)给出. 则(１１)有一个正解 ｘ 当且仅当 ｘ＋ω:＝ω是方程

ｘ(ｎ)( ｔ) ＋ λｈ( ｔꎬｘ － ω) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ(ξ ｉ)ꎬｘ′(０) ＝  ＝ ｘ(ｎ－２)(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｘ(η ｉ){ (１２)

的一个解. 且 ｘ( ｔ)>ω( ｔ)ꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１] . 其中 ｈ:[０ꎬ１]×Ｒ→Ｒ＋满足

ｈ( ｔꎬｘ)＝
ｆ( ｔꎬｘ)＋Ｍꎬ∀( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )ꎬ
ｆ( ｔꎬ０)＋Ｍꎬ∀( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×(－∞ ꎬ０] .{

对于 ｘ∈ＰꎬＡｘ是(１２)的唯一解ꎬ则

Ａｘ( ｔ)＝ λ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)ｈ( ｓꎬｘ( ｓ)－ω( ｓ))ｄｓ.

由引理 ４ 可知 ＡＰ⊂Ｐ. 由 Ａｓｃｏｌｉ￣Ａｒｚｅｌａ 定理ꎬ易知 Ａ:Ｐ→Ｐ 是全连续算子.
设 ρ(ｘ)＝ ｍａｘｔ∈[０ꎬ１] ｘ( ｔ)ꎬ 易得 ρ:Ｐ→[０ꎬ＋∞ )是一直连续凸泛函且 ρ(θ)＝ ０ 和 ρ(ｘ)>０ꎬ∀ｘ≠０ 成立.
设 Ω１ ＝{ｘ∈Ｃ[０ꎬ１] ｜ ρ(ｘ)<２γ}ꎬΩ２ ＝{ｘ∈Ｃ[０ꎬ１] ｜ ρ(ｘ)<Ｒγ}ꎬ显然 Ω１ꎬΩ２ 是 Ｃ[０ꎬ１]中的开集ꎬ并且 θ∈
Ω１ 和 Ω１⊂Ω２ .

假设 ｘ∈Ｐ∩∂Ω１ꎬ则有

ｘ≤ １
γ
ｍｉｎｔ∈[０ꎬ１] ｘ( ｔ)≤

１
γ
ｍａｘｔ∈[０ꎬ１] ｘ( ｔ)＝

１
γ
ρ(ｘ)<２ꎬ

即 Ｐ∩Ω１有界ꎬ同理可知 Ｐ∩Ω２ 有界.
假设 ｘ∈Ｐ∩∂Ω１ꎬ则 ρ(ｘ)＝ ２γꎬ ｜ ｘ ｜≤２. 因此ꎬ由引理 ５ 和(Ｈ４)可得

ρ(Ａｘ)＝ ｍａｘｔ∈[０ꎬ１]Ａｘ( ｔ)＝ ｍａｘｔ∈[０ꎬ１]λ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)[ｈ( ｓꎬｘ( ｓ))－ω( ｓ)]ｄｓ≤λ ∫１

０
Ｇ( ｓ)ｄｓＭ′≤λＣＭ′γ≤２γꎬ

即

—９—
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ρ(Ａｘ)≤ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω１ .
假设 ｘ∈Ｐ∩∂Ω２ꎬ则 ρ(ｘ)＝ Ｒγꎬ因此 Ｒγ≤‖ｘ‖≤Ｒ. 因此ꎬ对于 ｘ∈Ｐ∩∂Ω２ꎬ 可得 ｉｎｆｘ∈Ｐ∩∂Ω２ρ(ｘ)>０ꎬ

ω( ｓ)＝ λＭω( ｓ)≤λＭｃγ≤γ２≤γ ｘ( ｓ)
‖ｘ‖

≤ １
Ｒ
ｘ( ｓ)ꎬｓ∈[０ꎬ１] .

因此

ｘ( ｓ)－ω( ｓ)≥ １－ １
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ( ｓ)ꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎬ

ｘ( ｓ)－ω( ｓ)≥ １
２
ｘ( ｓ)≥ １

２
γ‖ｘ‖≥ １

２
Ｒγ２ꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎬ (１３)

结合(Ｈ５)可得

ｈ( ｓꎬｘ( ｓ)－ω( ｓ))＝ ｆ( ｓꎬｘ( ｓ)－ω( ｓ))＋Ｍ≥Ｎ(ｘ( ｓ)－ω( ｓ))≥ １
２
Ｒγ２Ｎꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎬ

因此ꎬ从(Ｈ５)可得

ρ(Ａｘ)＝ ｍａｘｔ∈[δꎬ１－δ]Ａｘ(ｔ)≥Ａｘ(１ / ２)＝ λ ∫１
０
Ｇ(１ / ２ꎬｓ)[ｈ(ｓꎬｘ(ｓ))－ω(ｓ)]ｄｓ≥λ１

２
Ｒγ２Ｎγ ∫１

０
Ｇ(ｓ)ｄｓ≥γＲ＝ρ(ｘ).

即

ρ(Ａｘ)≥ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω２ .
进而ꎬ由定理 １( ｉ)可知 Ａ 有一个不动点 ｘ∈Ｐ∩ω２ ＼Ω１ꎬ使得

２γ≤ρ(ｘ)≤γＲꎬ２γ≤‖ｘ‖≤Ｒꎬ (１４)
从(１４)和引理 ５ꎬ可得

ｘ( ｔ)≥γ‖ｘ‖≥２γ２>２λＭω＝ ２ωꎬｔ∈[０ꎬ１] . (１５)
因此 ｘ１ ＝ｘ－ω是(１２)的一个正解. 进而ꎬ从(１４)和(１５)ꎬ可得

ｒ１ ＝γ≤
１
２
‖ｘ‖≤ｘ１≤Ｒ＋λＭｃγ＝Ｒ１ . (１６)

为了找到(１１)的第二个解ꎬ设

ｆ∗( ｔꎬｘ)＝
ｆ( ｔꎬｘ)ꎬ( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬａ]ꎬ
ｆ( ｔꎬａ)ꎬ( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[ａꎬ∞ ) .{ (１７)

因此ꎬ对于( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )ꎬ都有 ０<ｆ∗( ｔꎬｘ)≤ｂ.
考虑方程

ｘ(ｎ)( ｔ) ＋ λｆ∗( ｔꎬｘ( ｔ)) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘ(ξ ｉ)ꎬｘ′(０) ＝  ＝ ｘ(ｎ－２)(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｘ(η ｉ)ꎬ{ (１８)

(１８)等价于 ｘ( ｔ)＝ Ｔｘ( ｔ) .
式中

Ｔｘ( ｔ)＝ λ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ∗( ｓꎬｘ( ｓ))ｄｓ. (１９)

显然 Ｔ:Ｐ→Ｐ 是一个全连续算子且 ＴＰ⊂Ｐ. 由注 ３ 可知

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ∗( ｔꎬｘ)
ｘ

＝ ＋∞ ꎬ

对 ｔ∈[０ꎬ１]一致成立.
即存在一个常数 ｒ:ｒ≤Ｌ使得:对于( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬｒ]使得 ｆ∗( ｔꎬｘ)≥β(ｘ)ꎬ

式中

λβγ２ ∫１
０
Ｇ( ｓ)ｄｓ≥１. (２０)

设 Ω３ ＝{ｘ∈Ｃ[０ꎬ１] ｜ ρ(ｘ)<Ｌγ}ꎬΩ４ ＝{ｘ∈Ｃ[０ꎬ１] ｜ ρ(ｘ)<ｒγ}ꎬ
则 Ｐ∩Ω３和 Ｐ∩Ω４ 是 Ｃ[０ꎬ１]中两个开集 且 ｉｎｆｘ∈Ｐ∩∂Ω４ρ(ｘ)>０ꎬ

—０１—
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对于 ｘ∈Ｐ∩∂Ω３ꎬ则 ρ(ｘ)＝ Ｌγꎬ因此

‖ｘ‖≤Ｌ.
由引理 ５ 和(Ｈ４)可得

ρ(Ｔｘ)＝ ｍａｘｔ∈[０ꎬ１]Ｔｘ( ｔ)＝ ｍａｘｔ∈[０ꎬ１]λ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ∗( ｓꎬｘ( ｓ))ｄｓ≤λＣＭ″γ≤Ｌγ＝ ρ(ｘ)ꎬ

即

ρ(Ｔｘ)≤ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω３ .
进而ꎬ假设 ｘ∈Ｐ∩∂Ω４ꎬ则 ｒγ≤‖ｘ‖≤ｒ结合(２０)ꎬ可得

ρ(Ｔｘ)＝ ｍａｘｔ∈[０ꎬ１]Ｔｘ( ｔ)≥Ｔｘ(１ / ２)＝ λ ∫１
０
Ｇ(１ / ２ꎬｓ) ｆ∗( ｓꎬｘ( ｓ))ｄｓ≥λβγ２ ∫１

０
Ｇ( ｓ)ｄｓ‖ｘ‖≥ｒγ＝ ρ(ｘ)ꎬ

即 ρ(Ｔｘ)≥ρ(ｘ)ꎬ∀ｘ∈Ｐ∩∂Ω４. 由定理 １(ｉｉ)可知 Ａ 有一个不动点ꎬ即(１８)有一个正解 ｘ２ 满足 ｒγ≤ρ(ｘ２)≤Ｌγ.
因此ꎬ

ｒ２ ＝ ｒγ≤‖ｘ２‖≤Ｌ≤γ / ２＝Ｒ２ . (２１)
由(Ｈ４)和(１８)可得ꎬｘ２ 亦是(１１)的一个正解. 由(１６)和(２１)可知ꎬ(１１)有两个不同的正解 ｘ１和 ｘ２ .

因此ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ当 ｍ→∞时ꎬ可得 一列解序列{ｘｌｍ}∞
ｍ＝１⊂Ｃｎ[０ꎬ１]使得

ｘ(ｎ)ｌｍ ( ｔ) ＋ λｆ( ｔꎬｘｌｍ( ｔ)) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘｌｍ(０) ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘｌｍ(ξ ｉ)ꎬｘｌｍ(０) ＝  ＝ ｘ(ｎ－２)ｌｍ (０) ＝ ０ꎬｘｌｍ(１) ＝∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｘｌｍ(η ｉ)ꎬ

{ (２２)

成立.
从上面证明可知:对于任何 ｍ∈Ｎ 都有

ｒｌ≤‖ｘｌｍ‖≤Ｒ ｌꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１]ꎬｌ＝ １ꎬ２. (２３)
对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ 由(Ｈ３)和(２２)可知ꎬ存在 Ｍｌ>０ꎬ成立

｜ ｘ(ｎ)ｌｍ ｜≤Ｍｌꎬ∀ｔ∈[０ꎬ１]ꎬｌ＝ １ꎬ２. (２４)
式中ꎬＭｌ ＝ｍａｘ{λｆ( ｔꎬ(ｘｌｍ( ｔ))):( ｔꎬｘｌｍ( ｔ))∈[０ꎬ１]×[０ꎬＲ ｌ]} .

从(２３)可得‖ｘｌｍ(０)‖≤Ｒ ｌꎬ‖ｘｌｍ(１)‖≤Ｒ ｌꎬｌ ＝ １ꎬ２.因此ꎬ由拉格朗日中值定理可知ꎬ存在一个常数

ｄｌ１∈(０ꎬ１)ꎬ( ｌ＝ １ꎬ２)使得下式成立

｜ ｘ′ｌｍ(ｄｌ１) ｜ ＝ ｜ ｘｌｍ(１)－ｘｌｍ(０) ｜≤２Ｒ ｌ . (２５)
相似地ꎬ由 ｘ′ｌｍ(０)＝ ０ 和(２５)可知:存在一个常数 ｄｌ２∈(０ꎬｄｌ１)ꎬ( ｌ＝ １ꎬ２)ꎬ使得

｜ ｘ″ｌｍ(ｄｌ２) ｜ ＝
｜ ｘ′ｌｍ(ｄｌ１)－ｘ′ｌｍ(０) ｜

ｄｌ１
≤

２Ｒ ｌ
ｄｌ１
.

继续这样一个过程ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ 和 ｉ＝ ３ꎬꎬｎ－１ꎬ由条件

ｘ″ｌｍ(０)＝ ｘ‴ｌｍ(０)＝ ＝ ｘ(ｎ－２)ｌｍ (０)＝ ０ꎬ
可知存在一个数列

１>ｄｌ１>ｄｌ２>>ｄｌ(ｎ－１) >０ꎬ
使得下式成立

｜ ｘ( ｉ)ｌｍ (ｄｌｉ) ｜ ＝
｜ ｘ( ｉ－１)ｌｍ (ｄｌ( ｉ－１))－ｘ( ｉ

－１)
ｌｍ (０) ｜

ｄｌ( ｉ－１)ｄｌ２ｄｌ１
≤

２Ｒ ｌ
ｄｌ( ｉ－１)ｄｌ２ｄｌ１

. (２６)

进而ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ由(２６)ꎬ可得

｜ ｘ(ｎ－１)ｌｍ (ｄｌ(ｎ－１)) ｜≤
２Ｒ ｌ

ｄｌ(ｎ－２)ｄｌ２ｄｌ１
. (２７)

继续这样一个过程ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ由(２４)和(２７)可得ꎬ

｜ ｘ(ｎ－１)ｌｍ ( ｔ) ｜ ＝ ∫ｔ
ｄｌ(ｎ－１)

ｘ(ｎ)ｌｍ ( ｓ)ｄｓ ＋ ｘ(ｎ－１)ｌｍ (ｄｌ(ｎ－１)) ≤Ｍｌ＋
２Ｒ ｌ

ｄｌ(ｎ－２)ｄｌ２ｄｌ１
ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬ１] . (２８)

相似的ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬｉ＝ ２ꎬ３ꎬꎬｎ－１ꎬｘｌｍ(０)＝ ｘｌｍ(０)＝ ｘ(ｎ－２)ｌｍ (０)＝ ０ꎬ

｜ ｘ( ｉ)ｌｍ ( ｔ) ｜ ＝ ∫ｔ
ｄｌ(ｎ－１)

ｘ( ｉ ＋１)ｌｍ ( ｓ)ｄｓ ＋ ｘ( ｉ)ｌｍ (０) ≤Ｍｌ＋
２Ｒ ｌ

ｄｌ(ｎ－２)ｄｌ２ｄｌ１
ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬ１] . (２９)

—１１—
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因此ꎬ{ｘｌｍ}∞
ｍ＝１( ｌ＝ １ꎬ２)是 Ｃｎ[０ꎬ１]上一致有界序列.

对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ由于 Ｃｎ[０ꎬ１]→→Ｃ[０ꎬ１]ꎬ则
{ｘｌｍｋ０}

∞
ｋ０＝１⊆{ｘｌｍ}∞

ｍ＝１ꎬ (３０)

并且 ｌｉｍ
ｋ０→∞
ｘｌｍｋ０ ＝ ｘｌ０∈Ｃ[０ꎬ１] .

继续这样一个过程ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ 和 ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ－２ꎬ 由 Ｃｎ[０ꎬ１]→→Ｃ ｉ[０ꎬ１]ꎬ可得

{ｘｌｍｋｉ}
∞
ｋｉ＝１⊆{ｘｌｍｋｉ－１}

∞
ｋｉ－１＝１⊆⊆{ｘｌｍｋ０}

∞
ｋ０＝１⊆{ｘｌｍ}∞

ｍ＝１ꎬ (３１)

因此

ｌｉｍ
ｋｉ→∞
ｘｌｍｋｉ( ｔ)＝ ｘｌｉ( ｔ)ꎬ ｌｉｍｋｉ→∞

ｘ′ｌｍｋｉ( ｔ)＝ ｘ′ｌｉ( ｔ)ꎬ ｌｉｍ
ｋｉ→∞
ｘ( ｉ)ｌｍｋ( ｉ)ｉ ( ｔ)＝ ｘ( ｉ)ｌｉ ( ｔ)ꎬ∀ｔ∈Ｃ[０ꎬ１] . (３２)

进而ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ由(３１)ꎬ和(３２)ꎬ可知:存在

{ｘｌｍｋｎ－１}
∞
ｋｎ－１＝１⊆{ｘｌｍｋｎ－２}

∞
ｋｎ－２＝１⊆⊆{ｘｌｍｋ０}

∞
ｋ０＝１⊆{ｘｌｍ}∞

ｍ＝１ (３３)

和

ｘ(ｎ)ｌｍｋ(ｎ)ｎ－１( ｔ) ＋ λｆ
∗( ｔꎬｘｌｍｋｎ－１( ｔ)) ＝ ０ꎬ　 ０ < ｔ < １ꎬ

ｘｌｍｋｎ－１(０) ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘｌｍｋｎ－１(ξ ｉ)ꎬｘ′ｌｍｋｎ－１(０) ＝  ＝ ｘ(ｎ－２)ｌｍｋ(ｎ－２)ｎ－１

(０) ＝ ０ꎬｘｌｍｋｎ－１(１) ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
β ｉｘｌｍｋｎ－１(η ｉ)ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(３４)

使得

ｌｉｍ
ｋｎ－１→∞

ｘｌｍｋｎ－１( ｔ)＝ ｘｌ(ｎ－１)( ｔ)ꎬ ｌｉｍ
ｋｎ－１→∞

ｘｌｍｋｎ－１( ｔ)＝ ｘｌ(ｎ－１)( ｔ)ꎬ

 ｌｉｍ
ｋｎ－１→∞

ｘ(ｎ－１)ｌｍｋｎ－１
( ｔ)＝ ｘ(ｎ－１)ｌ(ｎ－１)( ｔ)ꎬ∀ｔ∈Ｃ[０ꎬ１] . (３５)

成立.
接下来证明ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬｘｌ(ｎ－１)∈Ｃｎ[０ꎬ１]且 ｘｌ(ｎ－１)满足(２) . 因为

ｘｌｍｋｎ－１(ｔ)＝ ∫
１

０
ｇ(ｔꎬｓ)ｆ(ｓꎬｘｌｍｋｎ－１(ｓ))ｄｓ＋

１ －∑
ｍ

ｉ ＝ １
β ｉη ｎ

－１
ｉ( ) － １ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉ( ) ｔｎ－１

Ｄｍ
∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ∫１

０
ｇ(ξｉꎬｓ)ｆ(ｓꎬｘｌｍｋｎ－１(ｓ))ｄｓ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉξ ｎ

－１
ｉ ＋ １ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ( ) ｔｎ－１

Ｄｍ
∑
ｍ

ｉ ＝ １
β ｉ∫１

０
ｇ(ηｉꎬｓ) ｆ( ｓꎬｘｌｍｋｎ－１( ｓ))ｄｓꎬ (３６)

令 Ｃ:＝ｍａｘ{ｇ( ( ｓ)ꎬｓ):ｓ∈[０ꎬ１]}ꎬ当 ｋｎ－１→∞时ꎬ则
‖ｇ( ｔꎬｓ) ｆ( ｓꎬｘｌｍｋｎ－１( ｓ))－ｇ( ｔꎬｓ) ｆ( ｓꎬｘｌ(ｎ－１)( ｓ))‖≤Ｃ‖ｆ( ｓꎬｘｌｍｋｎ－１( ｓ))－ｆ( ｓꎬｘｌ(ｎ－１)( ｓ))‖→０ (３７)

进而ꎬ当 ｋｎ－１→∞时ꎬ对于(３６)取极限可得ꎬ

ｘｌ(ｎ－１)(ｔ)＝ ∫１
０
ｇ(ｔꎬｓ)ｆ(ｓꎬｘｌ(ｎ－１)(ｓ))ｄｓ＋

１ －∑
ｍ

ｉ ＝ １
β ｉη ｎ

－１
ｉ( ) － １ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
β ｉ( ) ｔｎ－１

Ｄｍ
∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ∫１

０
ｇ(ξｉꎬｓ)ｆ(ｓꎬｘｌ(ｎ－１)(ｓ))ｄｓ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉξ ｎ

－１
ｉ ＋ １ －∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ( ) ｔｎ－１

Ｄｍ
∑
ｍ

ｉ ＝ １
βｉ ∫１

０
ｇ(ηｉꎬｓ) ｆ( ｓꎬｘｌ(ｎ－１)( ｓ))ｄｓꎬ (３８)

因此ꎬ对于 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ由于 ｘｌ(ｎ－１)( ｔ)∈Ｃｎ[０ꎬ１]ꎬ在(３８)两端ꎬ对于 ｔ 求 ｎ次导数可得

ｘ(ｎ)ｌ(ｎ－１)( ｔ)＋λｆ( ｔꎬｘｌ(ｎ－１)( ｔ))＝ ０ꎬ　 ０<ｔ<１. (３９)
由(３４)和(３５)ꎬ可得

ｘｌ(ｎ－１)(０)＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
αｉｘｌ(ｎ－１)(ξｉ)ꎬｘ′ｌ(ｎ－１)(０)＝ ＝ ｘ(ｎ－２)ｌ(ｎ－１)(０)＝ ０ꎬｘｌ(ｎ－１)(１)＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
βｉｘｌ(ｎ－１)(ηｉ)ꎬ (４０)

因此ꎬ由(３９)和(４０)ꎬ可知 ｘｌ(ｎ－１)( ｔ)( ｌ＝ １ꎬ２) 是(２)的正解.
因此ꎬ定理 ２ 得证.
注 ４　 由(Ｈ２)和(Ｈ５)可得:ｈ( ｔꎬｘ)>０.
注 ５　 本文结果推广了文[１０ꎬ１３]的主要结果. 本文的方法可应用到其它高阶无穷远点边值问题中.

—２１—
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由定理 ２ꎬ可得如下推论.

推论 １　 设(Ｈ１)ꎬ(Ｈ２)ꎬ(Ｈ５)成立. 假设 ０<λ≤ １
ｃ
ｍｉｎ γ

Ｍ
ꎬ ２
Ｍ１

{ } ꎬ 则问题(２)存在解 ｘ１满足‖ｘ１‖≥γ.

注 ６　 对于问题(２)ꎬ引理 １ 中格林函数(６)是首次给出的.
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