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[摘要] 　 研究了一类染病者具有年龄结构的 ＳＩＲ 传染病模型的最优接种和治疗策略问题. 利用 Ｂａｎａｃｈ 压缩映

射原理和 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理ꎬ证明了该传染病模型非负解的唯一性以及解对控制变量的连续依赖性. 借助切锥法锥

技巧给出最优接种和治疗策略的必要条件. 根据 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理确立了最优接种和治疗策略的存在性和唯

一性.
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传染病一直以来都是人类生存和发展的大敌ꎬ例如 １４ 世纪中叶欧洲的黑死病夺走近 ３ 千万生命ꎬ以
及当今疟疾在非洲每年夺走数十万人生命. 因此对传染病的发病机理、传播途径以及防治策略的研究显

得尤为重要. 建立能够反映传染病动力学的数学模型ꎬ并借助模型动力学的定性和定量分析来寻求传染

病预防和治疗的最优策略是传染病理论研究的一个重要方面. 在控制传染病的过程中主要目的是控制被

感染者的数量ꎬ但同时还有许多因素需要考虑ꎬ例如公共卫生常识知识的宣传成本、疫苗接种的成本、治疗

成本等ꎬ这些因素在欠发达国家和地区显得尤为突出. 因此在有限的资源条件下ꎬ寻求一种最优的分配这

些资源的策略ꎬ使得在一段时间内被感染的人数最少ꎬ同时花在预防接种和治疗上的费用最低. 接种疫苗

是控制传染病最有效的方法之一ꎬ在很多文献中都讨论过ꎬ如文献[１－３] . 同时ꎬ对被感染者采取积极主动

的治疗措施ꎬ能够降低被感染者的死亡率以及这种传染病的传播风险ꎬ因此治疗在传染病的控制中也起到

关键的作用. 在文献[２]中ꎬＺａｍａｎ 等人研究了具有免疫和治疗的 ＳＩＲ 传染病的最有控制策略问题ꎬ建立

的模型如下:
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这里出生率和死亡率相同都为 μꎬＮ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)＋Ｉ( ｔ)＋Ｒ( ｔ)是常数ꎬ感染率为双线感染率 βＩ( ｔ)Ｓ( ｔ)ꎬγ 是恢

复率ꎬｕ１( ｔ)、ｕ２( ｔ)分别是免疫控制量和治疗控制量.
目前为止ꎬ考虑年龄结构的传染病模型的最优控制策略还不太多ꎬ如何泽荣在其博士论文[４] 中就讨

论了流行病的最优接种策略ꎬ蔡礼明等在文献[５]讨论了年龄结构的霍乱模型的最优免疫接种问题. 而只

考虑染病年龄的传染病模型的优化控制模型还未见ꎬ主要是因为这样的系统是由偏微分方程和常微分方

程组成的混合系统ꎬ对这样无穷维系统的理论研究成果虽然不少ꎬ但是应用起来还是有很多条件限制. 而

实际情况是染病年龄因素又是不可忽略的ꎬ因为传染病导致的死亡率ꎬ以及感染率都是与被感染者的染病

时间(染病年龄)的长短有关系. 例如有多种传染病在潜伏期已经具备了传染性ꎬ并且在潜伏期和发病初

期的病毒、细菌还没有被人体的免疫系统消灭ꎬ大部分病原体还存在ꎬ因此传染性最强ꎬ随着体内病原体的

减少ꎬ传染性又会逐渐减弱. 另外像百日咳等传染病具有终身免疫ꎬ注射疫苗或者染过这种病后的恢复者

具有终身免疫.

１　 模型的建立

基于上面的分析ꎬ本文考虑具有终身免疫和染病年龄的 ＳＩＲ 传染病模型ꎬ研究它在预防接种和治疗情

况下的最优控制策略ꎬ使得在一段时间内被感染的人数最少同时花在预防接种和治疗上的费用最低. 首

先ꎬ将 ｔ时刻的人群分为 ３ 类:易感者 Ｓ( ｔ)、染病年龄为 ａ 的染病者 Ｉ( ｔꎬａ)和恢复者 Ｒ( ｔ)ꎬ假设输入率是

常数 Λꎬ采用双线性感染率ꎬ并且考虑按比例接种和治疗ꎬ建立如下模型:
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

＝ Λ － Ｓ( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ) Ｉ( ｔꎬａ)ｄａ － μＳ( ｔ) － ψ( ｔ)Ｓ( ｔ)ꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

∂Ｉ( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋ ∂Ｉ( ｔꎬａ)
∂ａ

＝ － μ(ａ) Ｉ( ｔꎬａ) － (γ( ｔꎬａ) ＋ α(ａ)) Ｉ( ｔꎬａ)ꎬ ( ｔꎬａ) ∈ Ｑꎬ

ｄＲ( ｔ)
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０
(γ( ｔꎬａ) ＋ α(ａ)) Ｉ( ｔꎬａ)ｄａ ＋ ψ( ｔ)Ｓ( ｔ) － μＲ( ｔ)ꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

Ｉ( ｔꎬ０) ＝ Ｓ( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ) Ｉ( ｔꎬａ)ｄａꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

Ｉ(０ꎬａ) ＝ Ｉ０(ａ)ꎬＳ(０) ＝ ｓ０ > ０ꎬＲ(０) ＝ ｒ０ > ０ꎬ
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式中ꎬＱ＝(０ꎬＴ)×(０ꎬａ＋)ꎬβ(ａ)、μ(ａ)和 α(ａ)分别表示依赖感染年龄的感染率、死亡率和自然恢复率ꎬ
μ表示个体的自然死亡率ꎬγ( ｔꎬａ)表示 ｔ时刻感染年龄为 ａ 的感染者接受治疗的比例ꎬψ( ｔ)表示 ｔ时刻易

感者接受预防接种的比例ꎬａ＋表示个体染病年龄的上限ꎬ０<ａ＋<∞ .
这里我们假设染病者恢复后获得终生免疫. 定义容许控制集

Ｕ＝{ｕ＝(ｈ１ꎬｈ２)∈Ｌ∞(０ꎬＴ)×Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)):０≤ｈ１≤Ｈ１ꎬａ.ｅ.(０ꎬＴ)ꎻ０≤ｈ２≤Ｈ２ꎬａ.ｅ.Ｑ}ꎬ
式中ꎬＨ１、Ｈ２ 是常数. 本文我们作如下几个假设:

(Ｈ１) μ(ａ)∈Ｌ１ｌｏｃ[０ꎬａ＋)ꎬμ(ａ)≥μꎬ∀ａ∈[０ꎬａ＋)ꎬ ∫ａ＋
０
μ(ａ)ｄａ＝ ＋∞ ꎻ

(Ｈ２) β(ａ)、Ｉ０(ａ)∈Ｌ∞ [０ꎬａ＋)ꎬ０≤β(ａ)≤β０ꎬ０≤Ｉ０(ａ)≤Ｉ０ꎬ
这里 β０、Ｉ０ 是常数.
由于模型(２)的前两个方程中不含有变量 Ｒ( ｔ)ꎬ因此在后面我们只讨论模型(２)的前两个方程组成

的下列系统:
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∂Ｉ( ｔꎬａ)
∂ｔ
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∂ａ
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Ｉ( ｔꎬ０) ＝ Ｓ( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ) Ｉ( ｔꎬａ)ｄａꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

Ｉ(０ꎬａ) ＝ Ｉ０(ａ)ꎬＳ(０) ＝ ｓ０ > ０ꎬＲ(０) ＝ ｒ０ > ０.
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(３)

定义 １　 称一对函数(Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔꎬａ))为系统(３)的弱解ꎬ如果这对函数能使下列积分方程组成立:

Ｓ(ｔ) ＝ ｅｘｐ － ∫ｔ
０
∫ａ＋

０
β(ａ)Ｉ(ｓꎬａ)ｄａ ＋ μ ＋ ψ(ｓ)( ) ｄｓ{ } Ｓ０ ＋ Λ∫ｔ

０
ｅｘｐ － ∫ｓ

０
∫ａ＋

０
β(ａ)Ｉ( ꎬａ)ｄａ ＋ μ ＋ ψ( )( ) ｄ { } ｄｓ( ) ꎬ

∫ａ＋
０
Ｉ(ｔꎬｓ)ｄｓ － ∫ａ＋

０
Ｉ０(ｓ)ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
Ｉ( ꎬａ)ｄ ＝ ∫ｔ

０
Ｓ( )∫ａ＋

０
β(ａ)Ｉ( ꎬａ)ｄａｄ － ∫ｔ

０
∫ａ

０
(μ(ｓ) ＋ γ( ꎬｓ) ＋ α(ｓ))Ｉ( ꎬｓ)ｄｓｄ .
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在接下来的内容里提到的解都指的是弱解.

２　 模型的适定性

定义 Ｖ＝(ｖ１( ｔ)ꎬｖ２( ｔꎬａ))ꎬ其中 ｖ１( ｔ)∈Ｌ∞(０ꎬＴ)ꎬｖ２( ｔꎬａ)∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))ｖｉ≥０ꎬｉ＝ １ꎬ２.考虑系统

ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

＝ Λ － Ｓ( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ)ｖ２( ｔꎬａ)ｄａ － μＳ( ｔ) － ψ( ｔ)Ｓ( ｔ)ꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

∂Ｉ( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋ ∂Ｉ( ｔꎬａ)
∂ａ

＝ － μ(ａ) Ｉ( ｔꎬａ) － (γ( ｔꎬａ) ＋ α(ａ)) Ｉ( ｔꎬａ)ꎬ ( ｔꎬａ) ∈ Ｑꎬ

Ｉ( ｔꎬ０) ＝ ｖ１( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ) Ｉ( ｔꎬａ)ｄａꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

Ｉ(０ꎬａ) ＝ Ｉ０(ａ)ꎬＳ(０) ＝ ｓ０ > ０ꎬＲ(０) ＝ ｒ０ > ０.
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ïï

(４)

根据常微分方程标准的证明方法和文献[６－７]得系统(４)有唯一非负解:
ＰＶ ＝(ＳＶ( ｔ)ꎬＩＶ( ｔꎬａ))ꎬＳＶ( ｔ)∈Ｃ(０ꎬＴ)∩Ｌ∞(０ꎬＴ)ꎬＩＶ∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))∩Ｌ∞(Ｑ) .

利用比较原理知 ＳＶ≤􀭵Ｓ≤ｍｉｎ{ ｓ０ꎬΛ / μ}ꎬ这里 􀭵Ｓ是下列系统的有界解:
ｄｙ１( ｔ)

ｄｔ
＝Λ－μｙ１ꎬ ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ

ｙ１(０)＝ ｓ０ .

ì

î

í

ïï

ïï

如果 ｖ１( ｔ)≤􀭵Ｓꎬ则 ＩＶ( ｔꎬａ)≤􀭰Ｉ( ｔꎬａ)ꎬ其中 􀭰Ｉ( ｔꎬａ)是下列系统的有界解:
∂ｙ２( ｔꎬａ)

∂ｔ
＋

∂ｙ２( ｔꎬａ)
∂ａ

＝ － μ(ａ)ｙ２( ｔꎬａ)ꎬ ( ｔꎬａ) ∈ Ｑꎬ

Ｉ( ｔꎬ０) ＝􀭵Ｓ( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ)ｙ２( ｔꎬａ)ｄａꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

ｙ２(０ꎬａ) ＝ Ｉ０(ａ) .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

令 Ｖ( ｉ)＝ (ｖｉ１ꎬｖｉ２)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ 且 ０≤ｖｉ１≤􀭵Ｓꎬ０≤ｖｉ２≤􀭰Ｉꎬ记系统(４)相对应的解为 Ｐ( ｉ) ＝ (ＳｉꎬＩｉ)ꎬ且令 ｘ ＝
(ｘ１ꎬｘ２)＝ Ｐ(１) －Ｐ(２) .
ｄｘ１
ｄｔ
＝ － ｘ１∫ａ＋

０
β(ａ)ｖ１２( ｔꎬａ)ｄａ － (μ ＋ ψ( ｔ))ｘ１ － Ｓ２∫ａ＋

０
β(ａ)(ｖ１２( ｔꎬａ) － ｖ２２( ｔꎬａ))ｄａꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

∂ｘ２( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋
∂ｘ２( ｔꎬａ)

∂ａ
＝ － (μ(ａ) ＋ γ( ｔꎬａ) ＋ α(ａ))ｘ２( ｔꎬａ)ꎬ ( ｔꎬａ) ∈ Ｑꎬ

ｘ２( ｔꎬ０) ＝ ｖ１１( ｔ)∫ａ＋
０
β(ａ)ｘ２( ｔꎬａ)ｄａ ＋ (ｖ１１ － ｖ２１)∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ２( ｔꎬａ)ｄａꎬ ｔ∈ (０ꎬＴ)ꎬ

ｘ２(０ꎬａ) ＝ ０ꎬ　 ｘ１(０) ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(５)

对(５)第一个等式乘以 ｘ１ꎬ并在(０ꎬＴ)上积分ꎬ对第二个等式乘以 ｘ２ 并在 Ｑ 上积分ꎬ并利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ

—０３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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不等式可得

｜ ｘ１( ｔ) ｜ ２≤ａ０ ∫ｔ
０
‖ｖ１２( ｓꎬ􀅰)－ｖ２２( ｓꎬ􀅰)‖２

Ｌ２(０ꎬａ＋)ｄｓꎬ

‖ｘ２( ｔꎬ􀅰)‖２
Ｌ２(０ꎬａ＋)≤ａ０ ∫ｔ０ ｜ ｖ１１( ｓ)－ｖ２１( ｓ) ｜ ２ｄｓꎬ

式中ꎬａ０ 是与 Ｖ( ｉ)无关的常数.
考虑集合

Ｅ＝{(ｖ１ꎬｖ２)∈Ｌ∞(０ꎬＴ)×Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)):０≤ｖ１( ｔ)≤􀭵Ｓꎬｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ０≤ｖ２( ｔꎬａ)≤􀭰Ｉꎬ( ｔꎬａ)∈Ｑ} .
定义映射 Ｇ:Ｅ→ＥꎬＧ(Ｖ)＝ ＰＶꎬ以及等价范数

‖Ｖ‖∗ ＝‖(ｖ１ꎬｖ２)‖∗ ＝ ｅｓｓ ｓｕｐ
ｔ∈(０ꎬＴ)

{ｅｘｐ(－２ａ０ ｔ)( ｜ ｖ１( ｔ) ｜ ２＋‖ｖ２(􀅰ꎬｔ)‖２
Ｌ２(０ꎬａ＋))}ꎬ

这里的 ＰＶ 是系统(４)的解.
‖Ｇ(Ｖ(１))－Ｇ(Ｖ(２))‖∗ ＝‖ＰＶ(１) －ＰＶ(１)‖∗ ＝‖(ｘ１ꎬｘ２)‖∗ ＝ ｅｓｓ ｓｕｐ

ｔ∈(０ꎬＴ)
{ｅｘｐ( － ２ａ０ ｔ)( ｜ ｘ１( ｔ) ｜ ２ ＋

‖ｘ２( ｔꎬ􀅰)‖２
Ｌ２(０ꎬａ ＋))} ≤ａ０ ｅｓｓ ｓｕｐｔ∈(０ꎬＴ)

ｅｘｐ( － ２ａ０ ｔ)∫ｔ
０
( ｜ ｖ１１( ｓ) － ｖ２１( ｓ) ｜ ２ ＋ ‖ｖ１２( ｓꎬ􀅰) －{

　
　ｖ２２( ｓꎬ􀅰)‖２

Ｌ２(０ꎬａ ＋))ｄｓ} ＝ａ０ ｅｓｓ ｓｕｐｔ∈(０ꎬＴ)
ｅｘｐ( － ２ａ０ ｔ)∫ｔ

０
ｅｘｐ(２ａ０ｓ)( ｜ ｖ１１( ｓ) － ｖ２１( ｓ) ｜ ２ ＋{

　
　‖ｖ１２( ｓꎬ􀅰) － ｖ２２( ｓꎬ􀅰)‖２

Ｌ２(０ꎬａ ＋))ｅｘｐ( － ２ａ０ｓ)ｄｓ} ≤‖Ｖ(１) －Ｖ(２)‖∗ａ０ ｅｓｓ ｓｕｐｔ∈(０ꎬＴ)
ｅｘｐ(－２ａ０ ｔ)×

∫ｔ
０
ｅｘｐ(２ａ０ｓ)ｄｓ≤

１
２
‖Ｖ(１) －Ｖ(２)‖∗ .

因此ꎬＧ是空间(Ｅꎬ‖􀅰‖∗)上的压缩映射ꎬ那么存在唯一的不动点 Ｖ∗ꎬ它就是系统(３)的解.
记 ｕｉ ＝(ψｉꎬγｉ)∈Ｕꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬｘ＝Ｐｕ１－Ｐｕ２ ＝(ｘ１－ｘ２)ꎬ 其中 Ｐｕｉ ＝ (ＳｉꎬＩｉ)是系统(３)对应 ｕ ＝ ｕｉ 的解. 由系

统(３)可知

ｄｘ１
ｄｔ
＝ － (μ ＋ ψ２)ｘ１( ｔ) － (ψ１ － ψ２)Ｓ１ － Ｓ１∫ａ＋

０
β(ａ)ｘ２( ｔꎬａ)ｄａ ＋ ｘ１( ｔ)∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ２( ｔꎬａ)ｄａ( ) ꎬ

∂ｘ２( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋
∂ｘ２( ｔꎬａ)

∂ａ
＝ － (μ(ａ) ＋ γ( ｔꎬａ) ＋ α(ａ))ｘ２( ｔꎬａ) － (γ１ － γ２) Ｉ１ꎬ

ｘ２( ｔꎬ０) ＝ Ｓ１∫ａ＋
０
β(ａ)ｘ２( ｔꎬａ)ｄａ ＋ ｘ１∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ２( ｔꎬａ)ｄａꎬ

ｘ２(０ꎬａ) ＝ ０ꎬ　 ｘ１(０) ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

类似于(５)的处理过程我们可以推出

｜ ｘ１( ｔ) ｜ ２≤ｃ１ ∫ｔ
０
｜ ｘ１( ｓ) ｜ ｄｓ＋ｃ２ ∫ｔ

０
｜ψ１( ｓ)－ψ２( ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ｃ３ ∫ｔ

０
‖ｘ２( ｓꎬ􀅰)‖２

Ｌ２(０ꎬａ＋)ｄｓꎬ

‖ｘ２( ｔꎬ􀅰)‖２
Ｌ２(０ꎬａ＋)≤ｃ４ ∫ｔ０ ｜ ｘ１( ｓ) ｜ ｄｓ＋ｃ５ ∫ｔ

０
‖γ１( ｓꎬ􀅰)－γ２( ｓꎬ􀅰)‖２

Ｌ２(０ꎬａ＋)ｄｓ＋ｃ６ ∫ｔ０ ｜ ｘ２( ｓꎬ􀅰) ｜ ２Ｌ２(０ꎬａ＋)ｄｓꎬ

式中ꎬｃ１ 是与 ｕ ｊ 无关的常数ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ６ꎬｊ＝ １ꎬ２. 将上面两个式子相加ꎬ并使用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式可得

｜ ｘ１( ｔ) ｜ ２Ｌ∞ (０ꎬＴ) ＋‖ｘ２( ｔꎬ􀅰)‖２
Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))≤ｂ０Ｔ( ｜ψ１( ｔ)－ψ２( ｔ) ｜ ２Ｌ∞ (０ꎬＴ) ＋‖γ１( ｓꎬ􀅰)－γ２( ｓꎬ􀅰)‖２

Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))) .
因此ꎬ由上面分析我们能够得到下面的结论:
定理 １　 对于任意给定的 ｕ∈Ｕꎬ系统(３)存在唯一解 Ｐｕꎬ满足

(１)Ｐｕ ＝(ＳｕꎬＩｕ)∈Ｌ∞(０ꎬＴ)×Ｌ∞(Ｑ)ꎻ
(２)０≤Ｓｕ≤􀭵Ｓꎬｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ０≤Ｉｕ≤􀭰Ｉꎬ( ｔꎬａ)∈Ｑꎻ
(３)Ｐｕ 对 ｕ是连续依赖的.

３　 最优性条件

考虑控制问题

ｍｉｎ
ｕ∈Ｕ
Ｊ(Ｐｕꎬｕ)＝ ∫

Ｑ
( Ｉ( ｔꎬａ)＋ １

２
ρ２γ( ｔꎬａ) ２)ｄａｄｔ＋ ∫Ｔ

０

１
２
ρ１ψ( ｔ) ２ｄｔꎬ (６)

—１３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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式中ꎬｕ＝(ψ( ｔ)ꎬγ( ｔꎬａ))ꎬＰｕ 是系统(３)的解ꎬρ１、ρ２>０ 是权重参数ꎬＪ(Ｐｕꎬｕ)表示在(０ꎬＴ)这段时间内的

染病人数和花费成本ꎬ我们的目标是要在染病人数最少的情况下ꎬ使得花费的成本最低.
设(Ｐ∗ꎬｕ∗)(Ｐ∗ ＝(Ｓ∗ꎬＩ∗)ꎬｕ∗ ＝ (ψ∗ꎬγ∗))是(６)的解. ∀ω ＝ (ω１ꎬω２)∈ＴＵ(ｕ∗)(集合 Ｕ 在 ｕ∗处

的切锥)ꎬ可知对于充分小的 ε>０ꎬ 都有 ｕε:＝ｕ∗＋εω∈Ｕ.因此

Ｊ(Ｐεꎬｕε)≥Ｊ(Ｐ∗ꎬｕ∗)ꎬ
这里 Ｐε ＝(ＳεꎬＩε)是系统(３)在 ｕ＝ｕε 的解. 由上式和系统(６)我们能得到

∫
Ｑ
( Ｉ∗＋ １

２
ρ２γ∗２)ｄａｄｔ＋ ∫Ｔ

０

１
２
ρ１ψ∗２ｄｔ≤ ∫

Ｑ
( Ｉε＋ １

２
ρ２(γ∗＋εω２) ２)ｄａｄｔ＋ ∫Ｔ

０

１
２
ρ１(ψ∗＋εω１) ２ｄｔ. (７)

将(７)左边移到右边ꎬ然后两边除以 ε并令 ε→０＋得

∫
Ｑ
( ｚ２( ｔꎬａ)＋ρ２γ∗ω２)ｄａｄｔ＋ ∫Ｔ

０
ρ１ψ∗ω１ｄｔ≥０ꎬ (８)

这里 ｚ１( ｔ)＝ ｌｉｍ
ε→０＋

１
ε
(Ｓε－Ｓ∗)ꎬ　 ｚ２( ｔꎬａ)＝ ｌｉｍ

ε→０＋

１
ε
( Ｉε－Ｉ∗)ꎬ并且满足下列系统

ｄｚ１( ｔ)
ｄｔ

＝ － μｚ１( ｔ) － Ｓ∗∫ａ＋
０
β(ａ) ｚ２( ｔꎬａ)ｄａ ＋ ｚ１∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ∗( ｔꎬａ)ｄａ( ) － ψ∗ｚ１ － ω１Ｓ∗ꎬ

∂ｚ２( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋
∂ｚ２( ｔꎬａ)

∂ａ
＝ － (μ(ａ) ＋ γ∗( ｔꎬａ) ＋ α(ａ)) ｚ２( ｔꎬａ) － ω２Ｉ∗ꎬ

ｚ２( ｔꎬ０) ＝ Ｓ∗∫ａ＋
０
β(ａ) ｚ２( ｔꎬａ)ｄａ ＋ ｚ１∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ∗( ｔꎬａ)ｄａꎬ

ｚ２(０ꎬａ) ＝ ０ꎬ　 ｚ１(０) ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(９)

对(９)的第一个方程两边同时乘以 ｑ１( ｔ)并且在(０ꎬＴ)上积分ꎬ并约定 ｑ１(Ｔ)＝ ０ꎬ我们能够得到

∫Ｔ
０
ｚ１

ｄｑ１
ｄｔ
－ μ ＋ ψ∗ ＋ ∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ∗ｄａ( ) ｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ － ∫Ｔ

０
(ω１Ｓ∗ ＋ Ｓ∗∫ａ＋

０
β(ａ) ｚ２( ｔꎬａ)ｄａ)ｑ１ｄｔ ＝ ０. (１０)

对(９)的第二个方程两边同时乘以 ｑ２( ｔꎬａ)并且在 Ｑ上积分ꎬ并约定 ｑ２(Ｔꎬａ)＝ ０ꎬｑ２( ｔꎬａ＋)＝ ０ꎬ我们能

够得到

－ ∫
Ｑ
ｚ２

∂ｑ２
∂ｔ

＋
∂ｑ２
∂ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄａｄｔ－ ∫

Ｑ
ｑ２( ｔꎬ０) Ｓ∗β(ａ) ｚ２( ｔꎬａ)＋ｚ１( ｔ)β(ａ) Ｉ∗( ｔꎬａ)( ) ｄａｄｔ＝

－ ∫
Ｑ
(μ(ａ)＋γ∗( ｔꎬａ)＋α(ａ)) ｚ２( ｔꎬａ)＋ω２Ｉ∗)ｑ２( ｔꎬａ)ｄａｄｔ. (１１)

由(１０)、(１１)能够推出

∫
Ｑ
ｚ２( ｔꎬａ)ｄａｄｔ＝ ∫Ｔ

０
ｚ１

ｄｑ１
ｄｔ
－ μ ＋ ψ∗ ＋ ∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉ∗ｄａ( ) ｑ１ ＋ ∫ａ＋

０
ｑ２( ｔꎬ０)β(ａ) Ｉ∗( ｔꎬａ)ｄａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ＋

∫
Ｑ
ｚ２

∂ｑ２
∂ｔ

＋
∂ｑ２
∂ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｑ２( ｔꎬ０)Ｓ∗β(ａ)－(μ(ａ)＋γ∗( ｔꎬａ)＋α(ａ))æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ２( ｔꎬａ)＋１－β(ａ)Ｓ∗ｑ１( ｔ))ｄａｄｔ＝

∫Ｔ
０
ω１Ｓ∗ｑ１( ｔ)ｄｔ－ ∫

Ｑ
ω２ Ｉ∗ｑ２( ｔꎬａ)ｄａｄｔ. (１２)

根据(１２)定义系统(３)的共轭系统

ｄｑ１
ｄｔ
＝ μ ＋ ψ ＋ ∫ａ＋

０
β(ａ) Ｉｕｄａ( ) ｑ１ － ∫ａ＋

０
ｑ２( ｔꎬ０)β(ａ) Ｉｕ( ｔꎬａ)ｄａꎬ

∂ｑ２
∂ｔ
＋

∂ｑ２
∂ａ
＝ － ｑ２( ｔꎬ０)Ｓｕβ(ａ) ＋ (μ(ａ) ＋ γ( ｔꎬａ) ＋ α(ａ))ｑ２( ｔꎬａ) － １ ＋ β(ａ)Ｓ∗ｑ１( ｔ)ꎬ

ｑ２( ｔꎬａ ＋) ＝ ０ꎬ
ｑ２(Ｔꎬａ) ＝ ０ꎬｑ１(Ｔ) ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１３)

这里(ＳｕꎬＩｕ)是系统(３)对应 ｕ＝(ψꎬγ)的解. 现在让(１３)中 ｕ ＝ ｕ∗代入到(１２)ꎬ得到的等式再与(８)
结合得

—２３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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∫
Ｑ
(－ρ２γ∗＋Ｉ∗ｑ２( ｔꎬａ))ω２ｄａｄｔ＋ ∫Ｔ

０
(－ρ１ψ∗＋Ｓ∗ｑ１( ｔ))ω１ｄｔ≤０. (１４)

因此(－ρ１ψ∗＋Ｓ∗ｑ１( ｔ)ꎬ－ρ２γ∗＋Ｉ∗ｑ２( ｔꎬａ))∈ＮＵ(ｕ∗) . 进一步得到下列定理:
定理 ２　 若(Ｐ∗ꎬｕ∗)是(６)的解ꎬ则

ψ∗ ＝Ｌ１
Ｓ∗ｑ１( ｔ)
ρ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬγ∗ ＝Ｌ２

Ｉ∗ｑ２( ｔꎬａ)
ρ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

这里

Ｌｉ(ｘ)＝
０ꎬ ｘ<０ꎬ
ｘꎬ ０≤ｘ≤Ｈｉꎬ
Ｈｉꎬ ｘ>Ｈｉꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ

并且(ｑ１ꎬｑ２)是系统(１３)对应 ｕ＝ｕ∗的解.

４　 最优控制的存在性

定义 Φ(ｕ):Ｌ１(０ꎬＴ)×Ｌ１(Ｑ)→(－∞ ꎬ＋∞ ]ꎬ

Φ(ｕ)＝
＋∞ ｕ∉Ｕꎬ

Ｊ(Ｐｕꎬｕ) ｕ∈Ｕ.{ (１５)

不难证明下述引理:
引理 １　 Φ(ｕ)是下半连续的.
证明　 设 ｕｎ ＝(ψｎꎬγｎ)是 Ｌ１(０ꎬＴ)×Ｌ１(Ｑ)中任一序列ꎬ且有 ｕｎ→ｕ＝(ψꎬγ) . 不妨设 ｕｎ∈Ｕꎬｎ≥１. 根据

定理 １ 可以推出对任一 ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬＩｕｎ( ｔꎬ􀅰)→Ｉｕ( ｔꎬａ) . 再根据 Ｒｉｅｓｚ 定理能够推出存在一个子序列(仍记为

ｕｎꎬ使得 ｕｎ→ｕ在(０ꎬＴ)×Ｑ上几乎处处成立ꎬ以及 Ｉｕｎ( ｔꎬ􀅰)→Ｉｕ( ｔꎬａ)在 Ｑ上几乎处处成立. 从而

Ｉｕｎ( ｔꎬａ)＋ １
２
ρ２γｎ( ｔꎬａ) ２→Ｉｕ( ｔꎬａ)＋

１
２
ρ２γ( ｔꎬａ) ２

在 Ｑ内几乎处处成立ꎬ以及

１
２
ρ１ψｎ( ｔ) ２→

１
２
ρ１ψ( ｔ) ２

在(０ꎬＴ)内几乎处处成立. 利用 Ｆａｔｏｕ 定理ꎬ可以得到

ｌｉｍ
ｎ→∞
Φ(ｕｎ)≥Φ(ｕ) .

因此ꎬΦ(ｕ)是下半连续的.
根据[８]ꎬ我们能够推出系统(１３)的 ｜ ｑ２(ｕ) ｜ 、 ｜ ｑ１(ｕ) ｜是有界的ꎬ并使用[８]命题 ５.２ 的类似证明[８]ꎬ

我们也可以推出:
引理 ２　 对于共轭系统(１３)有下列不等式成立

｜ ｑ１ ｕ１－ｑ１ ｕ２ ｜ ２Ｌ∞(０ꎬＴ) ＋‖ｑ２ ｕ１－ｑ２ ｕ１‖２
Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))≤ｂ１Ｔ( ｜ψ１(ｔ)－ψ２(ｔ) ｜ ２Ｌ∞(０ꎬＴ) ＋‖γ１(ｔꎬａ)－γ２(ｔꎬａ)‖２

Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)))ꎬ

(１６)
式中ꎬｑｕｉ ＝(ｑ１ ｕｉꎬｑ２ ｕｉ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ 是系统(１３)ｕ＝ｕｉ 的解ꎬｂ１ 是与 ｕ ｊ 无关的常数ꎬｊ＝ １ꎬ２.

根据 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理ꎬ∀ε>０ꎬｕε ＝(ψεꎬγε)∈Ｕꎬ使得

Φ(ｕε)≤ｉｎｆΦ(ｕ)＋εꎬ

Φ(ｕε)≤ｉｎｆ{ Φ(ｕ)＋ ε ( ｜ψ( ｔ)－ψε( ｔ) ｜ ２Ｌ１(０ꎬＴ) ＋‖γ( ｔꎬａ)－γε( ｔꎬａ)‖２
Ｌ１(Ｑ))} .

(１７)

令

Φ(ｕ)＋ ε ( ｜ψ( ｔ)－ψε( ｔ) ｜ ２Ｌ１(０ꎬＴ) ＋ ｜ γ( ｔꎬａ)－γε( ｔꎬａ) ｜ ２Ｌ１(Ｑ)ꎬ
知 Φ(ｕε)在 ｕ＝ｕε 处取最小值. 因此和前一节找最优条件一样ꎬ能够得到

∫
Ｑ
(ρ２γε－Ｉεｑ２( ｔꎬａ))ω２ｄａｄｔ＋ ∫Ｔ

０
(ρ１ψε－Ｓεｑ１( ｔ))ω１ｄｔ＋ ε ∫

Ｑ
｜ω２ ｜ ｄａｄｔ＋ ε ∫Ｔ

０
｜ω１( ｔ) ｜ ｄｔ≥０ꎬ (１８)

由文献[４]中命题 １.４.４ 得到

—３３—
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(－ρ１ψε＋Ｓεｑ１( ｔ)＋ ε θε１( ｔ)ꎬ－ρ２γε＋Ｉεｑ２( ｔꎬａ)＋ ε θε２( ｔꎬａ))∈ＮＵ(ｕε) .
这里 ｜ θε１( ｔ) ｜≤１ 几乎处处与(０ꎬＴ)ꎬ ｜ θε２( ｔꎬａ) ｜≤１ 几乎处处与 Ｑ. 因此

ψε ＝Ｌ１
Ｓεｑ１( ｔ)＋ ε θε１( ｔ)

ρ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬγε ＝Ｌ２

Ｉ∗ｑ２( ｔꎬａ)＋ ε θε２( ｔꎬａ)
ρ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ . (１９)

定义 Ｂ:Ｕ→ＵꎬＢ(ｕ)＝ Ｌ(ｕ)＝ Ｌ１
Ｓεｑ１( ｔ)
ρ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＬ２

Ｉεｑ２( ｔꎬａ)
ρ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ并定义范数

‖ｕ‖∞ ＝‖ψ‖Ｌ∞ (０ꎬＴ) ＋‖γ‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))ꎬ
结合定理 １、引理 ２ 以及基本的放缩方法我们能够推出下列定理:
定理 ３　 如果

Ｍ＝ ８ρ－１１ (‖􀭵Ｓ‖２
Ｌ∞ (０ꎬＴ) ｂ１Ｔ＋‖ｑ０１‖２

Ｌ∞ (０ꎬＴ) ｂ０Ｔ＋ｂ０Ｔ((Ｈ１) ２＋(Ｈ２) ２ａ＋)ｂ１Ｔ)＋８ρ
－１
２ (‖􀭰Ｉ‖２

Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)) ｂ１Ｔ＋
‖ｑ０２‖２

Ｌ∞ (Ｑ) ｂ０Ｔ＋ｂ０Ｔ((Ｈ１) ２＋(Ｈ２) ２ａ＋)ｂ１Ｔ)<１ꎬ
那么(６)有唯一解ꎬ这里 ｑ０ ＝(ｑ０１ꎬｑ０２)是共轭系统(１３)ｕ＝ ０ 的解.
证明

｜Ｂ(ｕ１)－Ｂ(ｕ２) ｜ ２∞ ≤
Ｉｕ１ｑ２ ｕ１

ρ２
－
Ｉｕ２ｑ２ ｕ２

ρ２ Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))

＋
Ｓｕ１ｑ１ ｕ１

ρ１
－
Ｓｕ２ｑ１ ｕ２

ρ１ Ｌ∞ (０ꎬＴ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≤

２(ρ－１２ ‖Ｉｕ１ｑ２ ｕ１－Ｉｕ２ｑ２ ｕ２‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))
＋ρ－１１ ‖Ｓｕ１ｑ１ ｕ１－Ｓｕ２ｑ１ ｕ２‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)

２)≤

８ρ－１２ (‖􀭰Ｉ‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))‖ｑ２
ｕ１－ｑ２ ｕ２‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))

＋
(‖ｑ２ ｕ１－ｑ０２‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))

＋‖ｑ０２‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)))‖Ｉ
ｕ１－Ｉｕ２‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)))＋

８ρ－１１ (‖􀭵Ｓ‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)
２‖ｑ１ ｕ１－ｑ１ ｕ２‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)

２＋(‖ｑ１ ｕ１－ｑ０１‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)
２＋‖ｑ０１‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)

２)‖Ｓｕ１－Ｓｕ２‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)
２)≤

Ｍ(‖ψ１( ｔ)－ψ２( ｔ)‖２
Ｌ∞ (０ꎬＴ) ＋‖γ１( ｔꎬａ)－γ２( ｔꎬａ)‖２

Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋)))≤Ｍ‖ｕ１－ｕ２‖
２
∞ ꎬ

Ｍ是与 ｕ１、ｕ２ 无关的常数ꎬ由定理的条件知 Ｂ是压缩的ꎬ从而存在唯一不动点 ｕ０∈Ｕ. 下面我们要证

Φ(ｕ０)≤ｉｎｆ{Φ(ｕ):ｕ∈Ｕ} .
因为

‖Ｂ(ｕε)－ｕε‖∞≤ Ｓｕεｑ１ｕε

ρ１
－
Ｓｕεｑ１ｕε＋ εθε１(ｔ)

ρ１ Ｌ∞(０ꎬＴ)

＋ Ｉ
ｕεｑ２ｕε

ρ２
－
Ｉｕεｑ２ｕε＋ εθε２(ｔꎬａ)

ρ２ Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２(０ꎬａ＋))

≤ １
ρ１

＋
ａ＋
ρ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ εꎬ

‖ｕε－ｕ０‖∞ ≤‖Ｂ(ｕ０)－Ｂ(ｕε)‖∞ ＋‖Ｂ(ｕε)－ｕε‖∞ ≤ Ｍ‖ｕ１－ｕ２‖∞ ＋ １
ρ１

＋
ａ＋
ρ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ε .

因此

‖ｕε－ｕ０‖∞ ≤

１
ρ１

＋
ａ＋
ρ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ε

１－ Ｍ
.

所以当 ε→０＋ꎬｕε→ｕ０ꎬ根据(１７)以及引理 １ 得到

Φ(ｕ０)≤ｉｎｆΦ(ｕ)ꎬ
从而

Φ(ｕ０)≤ｉｎｆ{Φ(ｕ):ｕ∈Ｕ} .

５　 结论

本文研究了具有染病年龄的 ＳＩＲ 传染病模型在带有预防接种和治疗情况下最优控制策略问题. 通过

详细的理论分析表明ꎬ如果某种传染病一旦在某一地区爆发ꎬ我们可以通过在不同的时间段对易感者进行

不同程度的接种疫苗ꎬ以及让不同时间段染病时间不同的病人进行不同比例接受治疗ꎬ使在一段时间内染

病人数最少ꎬ从而达到控制这种传染病的目的ꎬ同时花费在这种传染病上的成本也最少. 从而为实际传染

病控制提供理论依据.

—４３—
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