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[摘要] 　 研究了不同边界条件的二阶非线性微分方程 Δ２ｕ( ｔ－１)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬｔ∈[１ꎬＴ] . 其中 ｆ:[１ꎬＴ]×Ｒ→Ｒ 是

连续的ꎬＴ≥１ 是一个固定的自然数. 首先ꎬ我们研究了顺序上、下解的情况. 然后研究了逆序上、下解的情况. 并

且证明了在这两种情况下ꎬ拓扑度与严格上、下解之间的关系ꎬ利用这个关系我们得到了离散边值问题的存

在性.
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ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓꎬｗｈｅｒｅ ｆ:[１ꎬＴ]×Ｒ→Ｒ ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓꎬＴ≥１ ａ ｆｉｘｅｄ ｎａｔｕｒａｌ ｎｕｍｂｅｒ. Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ
ｗｅｌｌ ｏｒｄｅｒ ｌｏｗｅｒ ａｎｄ ｕｐｐｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ. Ｓｅｃｏｎｄｌｙꎬｗｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｈａｖｉｎｇ ｔｈｅ ｏｐｐｏｓｉｔｅ
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ｔｈｉｓ ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍꎬｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｄｅｇｒｅｅꎬｌｏｗｅｒ ａｎｄ ｕｐｐｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

给定 ａꎬｂ∈Ｚ 且 ａ<ｂꎬ我们利用[ａꎬｂ]来表示{ａꎬａ＋１ꎬａ＋２ꎬ􀆺ꎬｂ－１ꎬｂ} . 令 Ｘ: ＝ {ｕ:[０ꎬＴ＋１]→Ｒ}ꎬ
Ｙ:＝{ｕ ｜ ｕ:[１ꎬＴ]→Ｒ}ꎬ且分别有范数

‖ｕ‖Ｘ ＝ ｍａｘ
ｋ∈[０ꎬＴ＋１]

｜ ｕ(ｋ) ｜ ꎬ

‖ｕ‖Ｙ ＝ ｍａｘ
ｋ∈[１ꎬＴ]

｜ ｕ(ｋ) ｜ .

易得(Ｘꎬ‖􀅰‖Ｘ)和(Ｙꎬ‖􀅰‖Ｙ)均是巴拿赫空间. 本文ꎬ我们研究的是微分方程

Δ２ｕ( ｔ－１)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬｔ∈[１ꎬＴ]ꎬ (１)
且满足边界条件

Δｕ(０)＝ Δｕ(Ｔ)＝ ０ꎬ (２)
ｕ(０)＝ ｕ(Ｔ)ꎬｕ(１)＝ ｕ(Ｔ＋１)ꎬ (３)
ｕ(０)＝ ｕ(ｃ)ꎬｕ(ｄ)＝ ｕ(Ｔ＋１)ꎬ (４)

式中ꎬ０<ｃ≤ｄ<Ｔ＋１ꎬ 且非线性边界为

ｇ１(ｕ(０)ꎬΔｕ(０))＝ ０ꎬｇ２(ｕ(Ｔ＋１)ꎬΔｕ(Ｔ))＝ ０ꎬ (５)
这里 ｇ１ꎬｇ２ 在第二个讨论中均是严格递增的ꎬ且 ｆ:[１ꎬＴ]×Ｒ→Ｒ 是连续的.

—６３—
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定义 １　 若函数 σ１ꎬσ２ 满足

Δ２σ１( ｔ－１)≥ｆ( ｔꎬσ１( ｔ))ꎬｔ∈[１ꎬＴ]ꎬ (６)
Δ２σ２( ｔ－１)≤ｆ( ｔꎬσ２( ｔ))ꎬｔ∈[１ꎬＴ]ꎬ (７)

则 σ１ꎬσ２ 分别是系统(１)的下解和上解. 若不等式(６)ꎬ(７)是严格的ꎬ则 σ１ꎬσ２ 被称为严格的下解和

上解.
为了得到存在性的结论ꎬ我们需要给出原始边值问题或适当的辅助边值问题解的一个先验估计. 我

们想只通过 σ１ꎬσ２ 来估计解. 对于端点 ０ꎬＴ＋１ 的估计ꎬ我们利用 σ１ꎬσ２ 之间确定的关系及边界条件. 对于

两点边界条件(２)ꎬ(３)ꎬ(４)和(５)的联系有以下形式:
对于 Ｎｅｕｍａｎｎ 条件(２)ꎬ我们假设

Δσｉ(０)(－１) ｉ≤０ꎬΔσｉ(Ｔ)(－１) ｉ≥０ꎬｉ＝ １ꎬ２. (８)
对于周期条件(３)ꎬ我们假设

σｉ(０)＝ σｉ(Ｔ)ꎬ(σｉ(１)－σｉ(Ｔ＋１))(－１) ｉ≥０ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２. (９)
类似地ꎬ对于四点条件(４)ꎬσ１ꎬσ２ 满足

(σｉ(ｃ)－σｉ(０))(－１) ｉ≤０ꎬ

(σｉ(Ｔ＋１)－σｉ(ｄ)(－１) ｉ)≥０ꎬ
ｉ＝ １ꎬ２ (１０)

对于非线性条件(５)ꎬ我们利用 σ１ꎬσ２ 得到

ｇ１(σｉ(０)ꎬΔσｉ(０))(－１) ｉ≤０ꎬ

ｇ２(σｉ(Ｔ＋１)ꎬΔσｉ(Ｔ))(－１) ｉ≥０ꎬ
ｉ＝ １ꎬ２. (１１)

问题(１)－(５)可以被写作算子方程的形式

(Ｌ＋Ｎ)ｕ＝ ０ꎬ (１２)
式中ꎬＬ:ｄｏｍ Ｌ→Ｙ是一个线性算子ꎬ并且它是指数为 ０ 的一个 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 映射. 通常 Ｎ:Ｘ→Ｙ 是非线性的ꎬ
在任何有界开集合 Ω⊂Ｘ上是 Ｌ－紧的. Ｌ和 Ｎ的形式以及空间 ｄｏｍ Ｌ的选择依赖于边值问题的类型.

对于 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}ꎬ我们令 Ｌ:ｄｏｍ Ｌ⊂Ｘ→Ｙ
Ｌｕ( ｔ)＝ Δ２ｕ( ｔ－１)ꎬｕ∈Ｘꎬ

式中ꎬｄｏｍ Ｌ＝{ｕ∈Ｘ ｜ ｕ满足(ｋ)式}ꎬ并且

Ｎ:Ｘ→Ｙ
Ｎｕ ＝ －ｆ(􀅰ꎬｕ(􀅰)) .

对于边界条件(５)ꎬ令 Ｌ:ｄｏｍ Ｌ→Ｚ
Ｌｕ＝(Δ２ｕ( ｔ－１)ꎬ０ꎬ０)ꎬ

式中ꎬＬ＝Ｘ×Ｒ２ꎬＺ＝Ｙ×Ｒ２ꎬ且 Ｎ:Ｘ→Ｚ
Ｎｕ ＝(－ｆ(􀅰ꎬｕ(􀅰))ꎬｇ１(ｕ(０)ꎬΔｕ(０))ꎬｇ２(ｕ(Ｔ＋１)ꎬΔｕ(Ｔ))) .

若方程(１２)在 Ω边界上没有解ꎬ在 Ω内存在对应于 Ｌ的映射 Ｌ＋Ｎ的度

ｄＬ(Ｌ＋ＮꎬΩ) .
我们的想法来自文献[１]ꎬ该作者研究了 Ｎｅｕｍａｎｎ、周期、四点和非线性边界条件的微分方程

ｕ″( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ (１３)
在式(１３)中 ｆ显然依附于 ｕ′. 但在离散的情况下ꎬ如果 ｆ依附于 Δｕꎬ即使只考虑下解和上解为常数的

情况ꎬ在拓扑度的计算中也会遇到困难. 所以ꎬ本文仅考虑 ｆ不依附于 Δｕ的情况. 与文献[１]不同ꎬ在研究

顺次下解和上解的情况时ꎬ我们不要求 ｆ有界.
在文献[２－７]通过研究下解和上解从而讨论微分方程边值问题解的存在性ꎬ但是并未涉及拓扑度与

下解和上解的关系. 对于差分方程ꎬ可以参考文献[８－１２] . 本文组织如下:第二节中ꎬ我们研究顺次下解和

上解的情况ꎻ第三节中ꎬ我们研究逆次下解和上解的情况ꎻ最后我们给出问题(１)－(５)的一些存在性结果.

１　 顺次上、下解

定理 １　 假设 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５} . 令(１２)为对应于问题(１)ꎬ(ｋ)的算子方程ꎬ且令 σ１ꎬσ２ 是(１)ꎬ(ｋ)的严

—７３—
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格下解和上解ꎬ并有

σ１( ｔ)<σ２( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１] .
那么就有

ｄＬ(Ｌ＋ＮꎬΩ１)＝ １ꎬ
Ω１ ＝{ｕ∈Ｘ ｜σ１( ｔ)<ｕ( ｔ)<σ２( ｔ)}ꎬ

ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} . (１４)

在证明中我们需要用到以下两个引理:考虑

问题(１)－(５)的上解和下解分别是常数－ｐꎬｐ的情形.
引理 １　 对于问题(１)－(５)以及对应的方程(１２) . 假设 ｐ∈(０ꎬ∞ )使得

ｆ( ｔꎬ－ｐ)<０ꎬｆ( ｔꎬｐ)>０ꎬ∀ｔ∈[１ꎬＴ] . (１５)
那么

ｄＬ(Ｌ＋ＮꎬΩ２)＝ １ꎬ
式中ꎬΩ２ ＝{ｕ∈Ｘ‖ｕ( ｔ) ｜ <ｐꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} .

证明　 设 ｆ
~
( ｔꎬｕꎬλ)＝ λｆ( ｔꎬｕ)＋(１－λ)ｕꎬ式中ꎬλ∈[０ꎬ１] . 研究边界条件为(ｋ)ꎬｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}方程

Δ２ｕ( ｔ－１)＝ ｆ
~
( ｔꎬｕꎬλ)ꎬ　 λ∈[０ꎬ１]ꎬ

的参数系统及对应的算子方程

Ｌｕ＋Ｎ
~
(ｕꎬλ)＝ ０ꎬ (１６)

式中ꎬｄｏｍ Ｌ＝{ｕ∈Ｘ:ｕ满足(ｋ)}ꎬＬ:ｄｏｍ Ｌ→Ｙꎬｕ( ｔ) ｜→Δ２ｕ( ｔ－１)ꎬＮ
~
:Ｘ ｜→Ｙꎬｕ ｜→－ ｆ

~
(􀅰ꎬｕ(􀅰)ꎬλ) .

当 λ∈[０ꎬ１] 且式(２)ꎬ(３)ꎬ(４)依赖于∂Ω２ 时ꎬ我们来证明(１６)是无解的. 如若不然ꎬ假设对于 λ∈
[０ꎬ１]及式(１６)的解 ｕ∈􀭺Ω２ꎬ存在 ｔ１∈[０ꎬＴ＋１]使得

ｍａｘ{ｕ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} ＝ｕ( ｔ１)＝ ｐ.
现在我们分两种情况讨论:
情况 １　 如果 ｔ１∈[１ꎬＴ]ꎬ那么

Δｕ( ｔ１)≤０ꎬΔ２ｕ( ｔ１－１)≤０.
另一方面 Δ２ｕ( ｔ１－１)＝ λｆ( ｔ１ꎬｐ)＋(１－λ)ｐ>０.
因此矛盾.
情况 ２　 如果 ｔ１ ＝ ０ꎬＴ＋１ꎬ那么从式(ｋ)与情况 １ 的证明中ꎬ我们可以得出矛盾. 现在ꎬ我们只讨论(１)

与(２)ꎬ其他的类似可证. 在(２)中ꎬ我们可以看出 ｕ(０)＝ ｕ(１)ꎬｕ(Ｔ)＝ ｕ(Ｔ＋１) . 如果 ｔ１ ＝ ０ꎬ那么我们可得

ｕ(１)＝ ｍａｘ{ｕ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} .
剩余部分的证明与情况 １ 相同. 如果 ｔ＝Ｔ＋１ꎬ利用条件 ｕ(Ｔ＋１)＝ ｕ(Ｔ)即可.
假设 ｍｉｎ{ｕ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} ＝ －Ｐꎬ我们可类似讨论.

所以对于∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ度量 ｄＬ(Ｌ＋Ｎ
~
(􀅰ꎬλ)ꎬΩ２)是适定的. 通过在一个同伦下度的不变性ꎬ我们可得

ｄＬ(Ｌ＋Ｎ
~
(􀅰ꎬ０)ꎬΩ２)＝ ｄＬ(Ｌ＋Ｎ

~
(􀅰ꎬ１)ꎬΩ２) .

因为 Ｌｕ＋Ｎ
~
(ｕꎬ０)＝ Δ２ｕ( ｔ－１)－ｕ( ｔ)ꎬ我们得

ｄＬ(Ｌ＋Ｎ
~
(􀅰ꎬ０)ꎬΩ２)＝ １.

由等式 Ｎ
~
(􀅰ꎬ１)＝ Ｎꎬ可得引理 １.

引理 ２　 对于问题(１)ꎬ(５)及对应的方程(１２) . 令 ｆ满足引理 １ 的假设条件并且有[按照(１１)]
ｇ１(－ｐꎬ０)≥０ꎬｇ１(ｐꎬ０)≤０ꎬ (１７)
ｇ２(－ｐꎬ０)≤０ꎬｇ２(ｐꎬ０)≥０. (１８)

那么有

ｄＬ(Ｌ＋ＮꎬΩ３)＝ １ꎬ
式中ꎬΩ３ ＝{ｕ∈Ｘ‖ｕ( ｔ) ｜ <ｐꎬ对于 ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} .

—８３—
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证明　 引理 ２ 的证明可通过在引理 １ 的证明基础上作一点修改得到:
令

ｇ
~

ｉ(ｕꎬｖꎬλ)＝ λｇｉ(ｕꎬｖ)＋(１－λ)ｕ(－１) ｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ
ｄｏｍ Ｌ＝Ｘꎬ

Ｌ:ｄｏｍ Ｌ→Ｙ×Ｒ２ꎬｕ ｜→(Δ２ｕ( ｔ－１)ꎬ０ꎬ０) .

Ｎ
~
(􀅰ꎬλ):Ｘ→Ｙ×Ｒ２ꎬ

ｕ→(－􀭴ｆ(􀅰ꎬｕ(􀅰)ꎬλ)ꎬ􀭹ｇ１(ｕ(０)ꎬΔｕ(０)ꎬλ)ꎬ􀭹ｇ２(ｕ(Ｔ＋１)ꎬΔｕ(Ｔ)ꎬλ))ꎬ
下面证明对于 λ∈[０ꎬ１]ꎬ(１２)的解不属于∂Ω３ . 假设存在一个 λ∈[０ꎬ１]以及(１２)的一个解 ｕ∈􀭺Ω３

满足

ｍａｘ{ｕ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} ＝ｕ( ｔ１)＝ ｐꎬ
那么对于 ｔ∈[１ꎬＴ]ꎬ类似于引理 １ 的证明可得矛盾. 如果 ｔ１ ＝ ０ 且 Δｕ(０)<０ꎬ那么通过式(１７)及 ｇ１ 上

的假设ꎬ可得

０＝ｇ１(ｕ(０)ꎬΔｕ(０))＝ ｇ１(ｐꎬΔｕ(０))<ｇ１(ｐꎬ０)≤０ꎬ
因此矛盾. 如果 ｔ１ ＝Ｔ＋１ 且 Δｕ(Ｔ)>０ꎬ那么我们利用式(１８)ꎬ类似可得

ｍｉｎ{ｕ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]}≠－Ｐ.
因此ꎬ假设 ｕ∈􀭺Ω３ꎬ在[０ꎬＴ＋１]上有 ｜ ｕ( ｔ) ｜ <ｐ.
所以对于∀λ∈[０ꎬ１]ꎬ度 ｄＬ(Ｌ＋􀭾Ｎ(􀅰ꎬλ)ꎬΩ３)是适定的ꎬ和引理 １ 的证明类似ꎬ我们证得引理 ２.
定理 １ 的证明

令

ｈ( ｔꎬｕ)＝
ｆ( ｔꎬσ２( ｔ))ꎬ ｕ>σ２( ｔ)ꎬ
ｆ( ｔꎬｕ)ꎬ σ１( ｔ)≤ｘ≤σ２( ｔ)ꎬ
ｆ( ｔꎬσ１( ｔ))ꎬ ｕ<σ１( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｆ∗( ｔꎬｕ)＝

ｈ( ｔꎬｕ)＋Ｍꎬ ｘ≥ｒ＋１ꎬ
ｈ( ｔꎬｕ)＋(ｕ－ｒ)Ｍꎬ ｒ<ｘ<ｒ＋１ꎬ
ｈ( ｔꎬｕ)ꎬ －ｒ≤ｕ≤ｒꎬ
ｈ( ｔꎬｕ)＋(ｕ＋ｒ)Ｍꎬ －ｒ－１<ｕ<－ｒꎬ
ｈ( ｔꎬｕ)－Ｍꎬ ｕ≤－ｒ－１ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

且

Ω∗
２ ＝{ｕ∈Ｘ‖ｕ( ｔ) ｜ <ｒ＋１ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１]}ꎬ其中

ｒ＝‖σ１‖Ｘ＋‖σ２‖Ｘꎬ

Ｍ＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬＴ＋１]

∑
２

ｉ ＝ １
｜ ｆ( ｔꎬσｉ( ｔ)) ｜ ＋１.

那么我们可得

ｆ∗( ｔꎬｒ＋１)＝ ｈ( ｔꎬｒ＋１)＋Ｍ＝ ｆ( ｔꎬσ２( ｔ))＋Ｍ>０ꎬｆ∗( ｔꎬ－ｒ－１)＝ ｈ( ｔꎬ－ｒ－１)－Ｍ＝ ｆ( ｔꎬσ１( ｔ))－Ｍ<０ꎬ
这表明 ｆ∗满足引理 １ 的假设ꎬ其中的常数换成 ｒ＋１.
因此ꎬ对于 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}ꎬ我们有

ｄＬ(Ｌ＋Ｎ∗ꎬΩ∗
２ )＝ １ꎬ (１９)

式中ꎬＬ满足引理 １ꎬ且
Ｎ∗:Ｘ→Ｙꎬｕ ｜→－ｆ∗(􀅰ꎬｕ(􀅰)) .

对于 ｋ＝ ５ꎬ我们令

φｉ(ｕꎬｖ)＝
ｇｉ(σ２( ｔ)ꎬｖ)ꎬ ｕ>σ２( ｔ)ꎬ
ｇｉ(ｕꎬｖ)ꎬ σ１( ｔ)≤ｕ≤σ２( ｔ)ꎬ
ｇｉ(σ１( ｔ)ꎬｖ)ꎬ ｕ<σ１( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

—９３—
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ｇ∗ｉ (ｕꎬｖ)＝

φｉ(ｕꎬｖ)＋ｍ(－１) ｉꎬ ｕ≥ｒ＋１ꎬ

φｉ(ｕꎬｖ)＋(ｕ－ｒ)ｍ(－１) ｉꎬ ｒ<ｕ<ｒ＋１ꎬ
φｉ(ｕꎬｖ)ꎬ －ｒ<ｕ<ｒ＋１ꎬ

φｉ(ｕꎬｖ)＋(ｕ＋ｒ)ｍ(－１) ｉꎬ －ｒ－１<ｕ<－ｒꎬ

φｉ(ｕꎬｖ)－ｍ(－１) ｉꎬ ｕ≤－ｒ－１ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

这里

ｍ＝ｍａｘ ∑
２

ｉꎬｊ ＝ １
｜ ｇｉ(σ ｊ( ｔ)ꎬ０) ｜ :ｔ∈ [０ꎬＴ ＋ １]{ } .

令 Ｌ是满足引理 ２ 的常数ꎬ且 Ｈ∗:Ｘ→ Ｙ ×Ｒ２ꎬ ｕ ｜→ ( － ｆ∗ (􀅰ꎬ ｕ (􀅰))ꎬ ｇ∗１ ( ｕ ( ０))ꎬ ｇ∗２ ( ｕ ( Ｔ ＋ １)ꎬ
Δｕ(Ｔ))) .　

令

Ω∗
３ ＝{ｕ∈Ｘ: ｜ ｕ( ｔ) ｜ <ｒ＋１}ꎬ

式中ꎬｔ∈[０ꎬＴ＋１] . 由于 ｇ∗１ 和 ｇ∗２ 分别满足(１７)和(１８)ꎬ只需将其中的常数换成 ｒ＋１ꎬ从引理 ２ 得到

ｄＬ(Ｌ＋Ｈ∗ꎬΩ∗
３ )＝ １. (２０)

我们来看下面两个结论:
(∗)当 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}时ꎬ方程(Ｌ＋Ｎ∗)ｕ＝ ０ 的每一个解 ｕꎬ都有 ｕ∈Ω∗

２ ⇒ｕ∈Ω１ꎻ
(∗∗)当 ｋ＝ ５ 时ꎬ方程(Ｌ＋Ｈ∗)ｕ＝ ０ 的每一个解 ｕꎬ都有 ｕ∈Ω∗

３ ⇒ｕ∈Ω１ .
我们用反证法来证明以上两个结论.令 ｖ２( ｔ)＝ ｕ( ｔ)－σ２( ｔ)ꎬ ｖ１( ｔ)＝ σ１( ｔ)－ｕ( ｔ) .
则当 ｉ∈{１ꎬ２}ꎬ我们有

ｍａｘ{ｖｉ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} ＝ ｖｉ( ｔ０)≥０.
(∗)当 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}时ꎬ证明分为以下两个步骤:
第一步. 如果 ｔ０∈[１ꎬＴ]ꎬ那么有

Δｖｉ( ｔ０)≤０ꎬΔ２ｖｉ( ｔ０－１)≤０.
另一方面ꎬ当 ｉ＝ ２ 时ꎬ有

Δｖ２( ｔ０－１)＝ Δ２ｕ( ｔ０－１)－Δ２σ２( ｔ０－１)＝ ｆ∗( ｔ０ꎬｕ( ｔ０))－Δ２σ２( ｔ０－１)>０.
第二步. 如果 ｔ０ ＝ ０ꎬＴ＋１ꎬ 那么结合式(２) ~ (４)和第一步的证明ꎬ我们得出矛盾.
类似的ꎬ当 ｉ＝ １ 时ꎬ对所有的 ｔ∈[０ꎬＴ＋１]ꎬ我们有 σ１( ｔ)<ｕ( ｔ) .
(∗∗)如果 ｋ＝ ５ꎬ证明分以下两个步骤.
第一步:如果 ｔ０∈[１ꎬＴ]ꎬ那么我们可以得到和(∗)一样的矛盾.
第二步:如果 ｔ０ 是[０ꎬＴ＋１]的两个边界点ꎬ讨论可以分为两种情况.(这里我们只讨论 ｉ ＝ ２ 和 ｔ０ ＝ ０ 的

情况ꎬ其他情况类似.)
情形 １　 如果 Δｖ２(０)＝ ０ꎬ那么 ｖ２(０)＝ ｖ２(１)ꎬ也就是说ꎬｖ２(１)＝ ｍａｘ(ｖ２( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]) . 应用第一步

的结论即可证明.
情形 ２　 如果 Δｖ２(０)<０ꎬ我们有

ｇ∗１ (ｕ(０)ꎬΔｕ(０))≤ｇ１(σ２(０)ꎬΔｕ(０))<ｇ１(σ２(０)ꎬΔσ２(０))≤０ꎬ
当 ｉ＝ １ 时ꎬ我们有

ｇ∗１ (ｕ(０)ꎬΔｕ(０))≥ｇ１(σ１(０)ꎬΔｕ(０))>ｇ１(σ１(０)ꎬΔσ１(０))≥０ꎬ
两式矛盾.
所以根据度的分割性ꎬ利用式(１９)和(２０)ꎬ当 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}时ꎬ我们有

ｄＬ(Ｌ＋Ｎ∗ꎬΩ１)＝ １ꎬ
当 ｋ＝ ５ 时ꎬ我们有

ｄＬ(Ｌ＋Ｈ∗ꎬΩ１)＝ １.

由于当 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}时ꎬ在 􀭺Ω１ 上ꎬ有 Ｎ∗ ＝Ｎ(当 ｋ＝ ５ 时ꎬＨ∗ ＝Ｎ)成立. 因此定理 １ 得证.

—０４—
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２　 逆序的上解和下解

简单起见ꎬ我们假设 ｆ是有界的ꎬ即:
∃Ｍ(０ꎬ∞ ): ｜ ｆ( ｔꎬｕ) ｜ <Ｍꎬ( ｔꎬｕ)∈[０ꎬＴ＋１]×Ｒ. (２１)

如果 ｆ是无界的ꎬ式(２１)就变为增长的函数或者符号函数.
定理 ２　 假设 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４}ꎬ式(１２)是满足(１)ꎬ(ｋ)的算子方程ꎬ在条件(２１)下ꎬ令 σ１ꎬσ２ 为(１)ꎬ(ｋ)

的严格上解和下解ꎬ并且满足对所有的 ｔ∈[０ꎬＴ＋１]ꎬ有 σ２( ｔ)<σ１( ｔ)ꎬ那么我们有

ｄＬ(Ｌ＋ＮꎬΩ４)＝ －１ꎬ (２２)
这里 Ω４ ＝{ｕ∈Ｘ ｜ ｍａｘ

ｔ∈[０ꎬＴ＋１]
｜ｕ(ｔ) ｜ <Ａꎬ∃ｔｕ∈[０ꎬＴ＋１]:σ２( ｔｕ)<ｕ( ｔｕ)<σ１( ｔｕ)}ꎬ且 Ａ≥‖σ１‖Ｘ＋‖σ２‖Ｘ＋

２(Ｔ＋１)２Ｍ.　
证明　 令

ｆ∗( ｔꎬｕ)＝

ｆ( ｔꎬｕ)＋Ｍꎬ ｕ≥Ａ＋１ꎬ
ｆ( ｔꎬｕ)＋(ｕ－Ａ)Ｍꎬ Ａ<ｕ<Ａ＋１ꎬ
ｆ( ｔꎬｕ)ꎬ －Ａ≤ｕ≤Ａꎬ
ｆ( ｔꎬｕ)＋(ｕ＋Ａ)Ｍꎬ －Ａ－１<ｕ<－Ａꎬ
ｆ( ｔꎬｕ)－Ｍꎬ ｕ≤－Ａ－１ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

Ω＝{ｕ∈Ｘ‖｜ ｕ‖Ｘ<Ａ＋１} .
将(２１)和(１５)中的常数换成 ２Ｍ和 Ａ＋１ꎬ可知 ｆ∗满足(２１)和(１５) . 根据引理 １ꎬ有

ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΩ)＝ １ꎬ (２３)
这里 Ｆ∗:Ｘ→Ｙꎬｕ ｜→－ｆ∗(􀅰ꎬｕ(􀅰)) .
现在考虑两个数对－Ａ－１ꎬσ２( ｔ)和 σ１( ｔ)ꎬＡ＋１ꎬ它们是方程

Δ２ｕ( ｔ－１)＝ ｆ∗( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬ(ｋ) . (２４)
的良序的严格的上解和下解.
因此我们可以定义以下两个集合

Δ１ ＝{ｕ∈Ω:σ１( ｔ)<ｕ( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１]}ꎬ
和

Δ２ ＝{ｕ∈Ω:ｕ( ｔ)<σ２( ｔ)ꎬ　 ∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} .
根据定理 １ꎬ我们有

ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΔ１)＝ １ꎬ (２５)
和

ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΔ２)＝ １. (２６)
考虑集合

Δ＝Ω ＼(Δ１∪Δ２

＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿
) .

不难得到

Δ＝{ｕ∈Ω:∃∈[０ꎬＴ＋１]ꎬσ２( ｔｕ)<ｕ( ｔｕ)<σ１( ｔｕ)} .
我们来证明:如果 ｕ∈􀭵Δ是(２４)的一个解ꎬ那么 ｕ∉∂Δ. 我们首先来证明 ｕ∉∂Ω. 这里只考虑 ｋ＝ ３ 的情

形ꎬ对于情形 ｋ ＝ ２ꎬ４ꎬ可以类似的讨论得到.事实上ꎬ根据(３)ꎬ存在 ξ１≤ξ２∈[０ꎬＴ＋１]满足 Δｕ( ξ１)≤０ꎬ
Δｕ(ξ２)≥０. 不失一般性ꎬ假设 ξ１≤ξ２ .

对于 ｔ<ξ１ꎬ有

Δｕ( ｔ)＝ Δｕ(ξ１)－ ∑
ξ１

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ－１)ꎬ

且

Δｕ( ｔ)＝ Δｕ(ξ２)－ ∑
ξ２

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ－１)ꎬ

—１４—
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结合 Δｕ(ξ１)≤０ꎬΔｕ(ξ２)≥０ꎬ可知

－ ∑
ξ２

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ － １) ≤ Δｕ( ｔ) ≤－ ∑

ξ１

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ － １)ꎬ

｜ Δｕ( ｔ) ｜≤ ２(Ｔ ＋ １)Ｍꎬｔ∈ [０ꎬＴ] .
因此当 ｔ≥ｔｕ 时ꎬ由 Δ的定义可知

∑
ｔ

ｉ ＝ ｔｕ＋１
Δｕ( ｉ－１)＋σ１( ｔｕ)≤ｕ( ｔ)＝ ∑

ｔ

ｉ ＝ ｔｕ＋１
Δｕ( ｉ－１)＋ｕ( ｔｕ)≤ ∑

ｔ

ｉ ＝ ｔｕ＋１
Δｕ( ｉ－１)＋σ２( ｔｕ)ꎬ

当 ｔ<ｔｕ 时ꎬ有

σ１( ｔｕ)－ ∑
ｔｕ

ｉ ＝ ｔ＋１
Δｕ( ｉ－１)≤ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｔｕ)－ ∑

ｔｕ

ｉ ＝ ｔ＋１
Δｕ( ｉ－１)≤σ２( ｔｕ)－ ∑

ｔｕ

ｉ ＝ ｔ＋１
Δｕ( ｉ－１) .

不难看出

｜ ｕ( ｔ) ｜ <Ａꎬ　 ｔ∈[０ꎬξ１－１] .
对于 ξ１≤ｔ≤ξ２ꎬξ２<ｔ可以得到类似的结论. 因此我们有

‖ｕ‖Ｘ<Ａꎬ (２７)
从而可得 ｕ∉∂Ω .
令 ｖ２( ｔ)＝ ｕ( ｔ)－σ２( ｔ)ꎬｖ１( ｔ)＝ σ１( ｔ)－ｕ( ｔ)ꎬ并假设 ｕ∈∂Δ. 那么当 ｉ∈{１ꎬ２}时ꎬ我们有 ｍａｘ{ ｖｉ( ｔ):ｔ∈

[０ꎬＴ＋１]} ＝ ｖｉ( ｔ０)＝ ０.这与定理 １ 的证明矛盾. 因此 ｕ∉∂Δꎬ根据度数的可加性ꎬ有
ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΩ)＝ ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΔ２)＋ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΔ１)＋ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΔ) .

根据(２３)ꎬ(２５)和(２６)ꎬ我们可得

ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΔ)＝ －１.
至于(２７)ꎬ根据度的分割性ꎬ有

ｄＬ(Ｌ＋Ｆ∗ꎬΩ４)＝ －１.
由于在 Ω４ 上 Ｆ∗ ＝Ｎꎬ定理 ２ 得证.
定理 ３　 假设 ｋ＝ ５. 假设 ｇ１ 是单调非增函数ꎬｇ２ 是单调非减函数ꎬ在定理 ２ 的其它假设条件下ꎬ如果

Ａ≥‖σ１‖Ｘ＋‖σ２‖Ｘ＋(Ｔ＋１)Ｂꎬ其中 Ｂ≥ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬＴ]

｜ Δσ２( ｔ) ｜ ＋２(Ｔ＋１)Ｍ. 那么定理 ２ 的结论同样成立.

证明　 令

ｇ∗ｉ (ｕꎬｖ)＝

ｇｉ(ｕꎬｖ)＋ｍ(－１) ｉꎬ ｕ≥Ａ＋１ꎬ

ｇｉ(ｕꎬｖ)＋(ｕ－Ａ)ｍ(－１) ｉꎬ Ａ<ｕ<Ａ＋１ꎬ
ｇｉ(ｕꎬｖ)ꎬ －Ａ≤ｕ≤Ａꎬ

ｇｉ(ｕꎬｖ)＋(ｕ＋Ａ)ｍ(－１) ｉꎬ －Ａ－１<ｕ<－Ａꎬ

ｇｉ(ｕꎬｖ)－ｍ(－１) ｉꎬ ｕ≤－Ａ－１ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

这里

ｍ＝ｍａｘ ∑
２

ｉꎬｊ ＝ １
｜ ｇｉ((Ａ ＋ １)( － １) ｊꎬ０) ｜ :ｔ∈ [０ꎬＴ ＋ １]{ } .

考虑定理 ２ 证明过程中的 ｆ∗ꎬ定义集合

Ω＝{ｕ∈Ｘ: ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬＴ＋１]

｜ ｕ( ｔ) ｜ <Ａ＋１} .

可知 ｆ∗满足式(２１)和(１５)ꎬ只需分别将其中的常数 Ｍ和 ｐ换成 ２Ｍ和 Ａ＋１ 即可. ｇ∗１ 和 ｇ∗２ 分别满足

式(１７)和(１８)ꎬ只需将其中的常数换成 Ａ＋１ 即可. 因此ꎬ如果我们令

Ｈ∗:Ｘ→Ｙ×Ｒ２ꎬｕ ｜→(－ｆ∗(􀅰ꎬｕ(􀅰))ꎬｇ∗１ (ｕ(０)ꎬΔｕ(０))ꎬｇ∗２ (ｕ(Ｔ＋１)ꎬΔｕ(Ｔ))) .
且

Ｌ:Ｘ→Ｙ×Ｒ２ꎬｕ ｜→(Δ２ｕ( ｔ－１)ꎬ０ꎬ０)ꎬ
根据引理 ２ꎬ有

ｄＬ(Ｌ＋Ｈ∗ꎬΩ)＝ １.
和定理 ２ 的证明一样ꎬ我们定义集合 Δ１ꎬΔ２ꎬΔꎬ那么有

—２４—
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ｄＬ(Ｌ＋Ｈ∗ꎬΔ１)＝ １.
和

ｄＬ(Ｌ＋Ｈ∗ꎬΔ２)＝ １.
接下来我们要证明的是:对于方程

Δ２ｕ( ｔ－１)＝ ｆ∗( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬ
ｇ１(ｕ(０)ꎬΔｕ(０))＝ ０ꎬｇ２(ｕ(Ｔ＋１)ꎬΔｕ(Ｔ))＝ ０ꎬ

的任意解 ｕꎬ对于 ｕ∈􀭵Δ都有 ｕ∉∂Δ成立. 我们令 ｖ( ｔ)＝ ｕ( ｔ)－σ２( ｔ) . 由于 ｕ∈􀭵Δꎬ则存在一个 ｔｕ∈[０ꎬＴ＋１]
满足 ｖ( ｔｕ)≥０. 假设对于所有的 ｔ∈[０ꎬＴ]有 Δｖ( ｔ)>０. 那么 ｖ(Ｔ＋１)≥０ 且 ｇ２(ｕ(Ｔ＋１)ꎬΔｕ(Ｔ))>ｇ２(σ２(Ｔ
＋１)ꎬΔσ２(Ｔ))≥０ꎬ矛盾. 如果当 ｔ∈[０ꎬＴ]时ꎬ有 Δｖ( ｔ)<０ꎬ那么 ｖ(０)≥０ꎬ这与 ｇ１(ｕ(０)ꎬΔｕ(０))<０ 矛盾.

因此ꎬ对于 ｔ０∈[０ꎬＴ－１]有 Δｖ( ｔ０)Δｖ( ｔ０＋１)≤０ꎬ不失一般性ꎬ假设 Δｖ( ｔ０)≤０ꎬΔｖ( ｔ０＋１)≥０ꎬ即
Δｕ( ｔ０)≤Δσ２( ｔ０)ꎬΔｕ( ｔ０＋１)≥Δσ２( ｔ０＋１) .

(类似的ꎬ当 ｔ１∈[０ꎬＴ－１]时ꎬ可证明 Δｕ( ｔ１)≤Δσ１( ｔ１)ꎬΔｕ( ｔ１＋１)≥Δσ１( ｔ１＋１) .)
对于 ｔꎬ如果 ｔ≤ｔ０ꎬ有

Δσ２( ｔ０＋１)－ ∑
ｔ０＋１

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ－１)≤Δｕ( ｔ)≤Δσ２( ｔ０)－ ∑

ｔ０

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｔ－１)ꎬ

如果 ｔ>ｔ０ꎬ那么

Δσ２( ｔ０＋１)－ ∑
ｔ０＋１

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ－１)≤Δｕ( ｔ)≤Δσ２( ｔ０)－ ∑

ｔ０

ｉ ＝ ｔ＋１
Δ２ｕ( ｉ－１)ꎬ

所以对于 ｔ∈[０ꎬＴ＋１]ꎬ有
｜ Δｕ( ｔ) ｜≤ ｍａｘ

ｔ∈[０ꎬＴ]
｜ Δσ２( ｔ) ｜ ＋２(Ｔ＋１)Ｍꎬ

则不难看出ꎬ对于 ｔ∈[０ꎬＴ＋１]ꎬ有 ｜ ｕ( ｔ) ｜ <Ａ.
因此 ｕ∉∂Ω. 假设 ｕ∈∂Δꎬ令

ｖｉ( ｔ)＝ (ｕ( ｔ)－σｉ( ｔ))(－１) ｉꎬ　 ｉ∈{１ꎬ２} .
那么对 ｉ∈{１ꎬ２}ꎬ我们能够找到一个 ｔ０∈[０ꎬＴ＋１]ꎬ使得

ｍａｘ{ｖｉ( ｔ):ｔ∈[０ꎬＴ＋１]} ＝ ｖｉ( ｔ０)＝ ０.
和定理 １ 类似ꎬ我们可以得出一个矛盾. 由于已经有 ｕ∈􀭵Δ⇒ｕ∈Ω４ꎬ我们可采用与定理 ２ 一样的方法

证明ꎬ只需要将其中的 Ｆ∗换成 Ｈ∗即可.
推论 １　 假设 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５} . 若定理 １ 中 σ１ 和 σ２ 是非严格的ꎬ那么或者问题(１)ꎬ(ｋ)ꎬｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ

５}在∂Ω１ 上有一个解ꎬ或者条件(１４)是成立的.
证明　 假设定理 １ 所有假设均成立ꎬ但 σ１ꎬσ２ 是非严格的. 我们选择 μ０ ∈[０ꎬμ０]ꎬ对于 μ∈[０ꎬ

μ０]ꎬ令

ε( ｔꎬμꎬｕ)＝

μꎬ ｕ≥σ２( ｔ)ꎬ

μ
２ｕ－σ２( ｔ)－σ１( ｔ)
σ２( ｔ)－σ１( ｔ)

ꎬ σ１( ｔ)<ｕ<σ２( ｔ)ꎬ

－μꎬ ｕ≤σ１( ｔ)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ｆμ( ｔꎬｕ)＝ ｆ( ｔꎬｕ)＋ε( ｔꎬμꎬｕ) .
那么对于∀μ∈(０ꎬμ０]ꎬσ１ 和 σ２ 是问题

Δ２ｕ( ｔ－１)＝ ｆμ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬ(１.ｋ) . (２８)
的严格的下解和上解.
如果我们定义算子:当 μ∈[０ꎬμ０]

Ｎμ:Ｘ→Ｙꎬｕ ｜→－ｆμ(􀅰ꎬｕ(􀅰)) .
那么ꎬ由定理 １ꎬ我们可得

对于每个 μ∈(０ꎬμ０]ꎬｄＬ(Ｌ＋ＮμꎬΩ１)＝ １.
假设在∂Ω１ 上ꎬ(Ｌ＋Ｎ)μ＝ ０ 没有解. 那么在一个同伦下利用度的不变性及 Ｎ０ ＝Ｎꎬ我们得式(１４) .

—３４—
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类似地ꎬ我们可得下面推论.
推论 ２　 假设 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５} . 如果在定理 ２ꎬ定理 ３ 中 σ１ꎬσ２ 是不严格的ꎬ那么或者在∂Ω４ 上问题

(１)ꎬ(ｋ)ꎬｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５}有一个解ꎬ或者条件(２２)上是成立的.
证明　 我们在推论 １ 的证明基础上仅作一点修正. 我们选择 μ０∈(０ꎬ∞ )使得

｜ ｆ( ｔꎬｕ)＋μ０ ｜ <Ｍꎬ　 ( ｔꎬｕ)∈[１ꎬＴ]×Ｒ.
那么对于任意 μ∈(０ꎬμ０]ꎬ对于函数 ε( ｔꎬμꎬｕ)ꎬ我们只改变公式中 σ１ 和 σ２ .

３　 存在性结果

由定理 １ꎬ定理 ２ꎬ定理 ３ 和推论 １ꎬ推论 ２ꎬ利用极限过程ꎬ可得问题(１)－(５)存在性的结论.
定理 ４　 假设 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５} . 当∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１]ꎬσ１( ｔ)≤σ２( ｔ)时ꎬ令(１)ꎬ(ｋ)的下解和上解分别是 σ１

和 σ２ . 那么在 􀭺Ω１ 上问题(１)ꎬ(ｋ)至少存在一个解ꎬ其中 Ω１ 是定理 １ 中的集合.
定理 ５　 假设 ｋ∈{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５} . 令 ｋ＝５ 时ꎬ(２１)成立且 σ１ 和 σ２ 是(１)ꎬ(ｋ)的下解和上解ꎬ其中 σ２( ｔ)≤

σ１(ｔ)ꎬ∀ｔ∈[０ꎬＴ＋１] . 对于 ｋ＝５ꎬ我们假设在第一个讨论中 ｇ１ 是非增的ꎬｇ２ 是非减的. 那么当 ｋ ＝ ２ꎬ３ꎬ４ 时ꎬ
在􀭺Ω４ 上(１)ꎬ(ｋ)式至少有一个解ꎬΩ４ 是定理 ２ 中的集合. ｋ＝５ 时ꎬΩ４ 是定理 ３ 中的集合.

注释　 若仔细检查ꎬ通过定理 １ꎬ定理 ２ 和定理 ３ 可得(１)ꎬ(ｋ)的多解性.
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