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[摘要] 　 本文构造了范畴 Ω￣Ｃａｔ上的一个模ꎬ并且证明了范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ与范畴 Ω￣ＣａｔＴ 同构.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ａ ｍｏｎａｄ ｏｆ Ω￣Ｃａｔ ｃａｔｅｇｏｒｙꎬａｎｄ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ Ω￣Ｐｏｓｅｔ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｉｓ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃ ｔｏ Ω￣ＣａｔＴ

ｃａｔｅｇｏｒｙ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ω￣ｃａｔｅｇｏｒｙꎬｍｏｎａｄꎬｒｅｆｌｅｃｔｉｖｅ ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙ

Ｄｏｍａｉｎ 理论是计算机程序语言指称语义学的数学基础ꎬ关注的是信息的逼近和收敛ꎬ但只能定性地

描述信息间的逼近关系ꎬ无法为计算机程序语言的语义表示提供更加精细的量化模型. Ω－范畴[１]用 Ω中

的一个元素定量地描述两个元素之间的关系ꎬ可以看作 Ω－值的序结构ꎬ从而为计算机程序语言的语义提

供了量化模型ꎬ成为量化 Ｄｏｍａｉｎ 理论中主要的研究对象. 文[２]对 Ω－范畴的完备性、连续性及完全分配

性进行了研究ꎬ详细刻画了完备 Ω－范畴及完全分配 Ω－范畴的子对象、商对象及乘积对象. 文[３]证明了

连续 Ω－范畴是有限闭的ꎬ并证明了代数 Ω－范畴是 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 闭的. 文[４－６]分别研究了范畴 Ω￣Ｃａｔ的完备

性、极限与余极限以及 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 闭性. 基于 Ω－范畴具有范畴论和序理论的双重意义ꎬ本文在文[１－７]的基

础上ꎬ构造了范畴 Ω￣Ｃａｔ上的模ꎬ证明了范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ与范畴 Ω￣ＣａｔＴ 同构.

１　 预备知识

定义 １[８] 　 设 Ω是一个完备格. 若:
(１)(Ωꎬ∗)是以 ｅ为单位元的交换半群ꎻ
(２)∀ｐ∈Ωꎬｐ∗(－):Ω→Ω是保序映射ꎬ且有右伴随 ｐ→(－):Ω→Ωꎬ即∀ｐꎬｑꎬｒ∈Ωꎬｐ∗ｑ≤ｒ⇔ｑ≤ｐ→ｒꎬ
则称(Ωꎬ∗ꎬｅ)是一个交换的单位 Ｑｕａｎｔａｌｅ.
在本文中ꎬ若无特殊说明ꎬΩ均指交换的单位 Ｑｕａｎｔａｌｅ.
定义 ２[１] 　 设(Ωꎬ∗ꎬｅ)是一个交换的单位 ＱｕａｎｔａｌｅꎬＸ是集合ꎬＲ是 Ｘ×Ｘ到 Ω的映射. 若满足:
(１)∀ｘ∈Ｘꎬｅ≤Ｒ(ｘꎬｘ)ꎻ
(２)∀ｘꎬｙꎬｚ∈ＸꎬＲ(ｘꎬｙ)∗Ｒ(ｙꎬｚ)≤Ｒ(ｘꎬｚ)ꎬ
则称(ＸꎬＲ)是一个 Ω－范畴.
设(ＸꎬＲ)是一个 Ω－范畴ꎬｘꎬｙ∈ＸꎬＲ(ｘꎬｙ)≥ｅꎬＲ(ｙꎬｘ)≥ｅꎬ则称 ｘꎬｙ同构ꎬ记作 ｘ≅ｙ. 若 Ｘ中的任意两

个不同的元素都不同构ꎬ则称 Ｘ是骨架化的ꎬ或称为 Ω－偏序集.

—７５—





南京师大学报(自然科学版) 第 ４２ 卷第 ２ 期(２０１９ 年)

定义 ３[１] 　 设(ＸꎬＲ)ꎬ(ＹꎬＳ)均是 Ω－范畴ꎬｆ:(ＸꎬＲ)→(ＹꎬＳ)是映射. 若∀ｘꎬｙ∈ＸꎬＲ(ｘꎬｙ)≤Ｓ( ｆ(ｘ)ꎬ
ｆ(ｙ))ꎬ则称映射 ｆ是一个 Ω－函子.

定义 ４[７] 　 设(ＸꎬＲ)是一个 Ω－范畴ꎬＤ∈ΩＸ . 若 Ｄ满足:
(１)∨

ｘ∈Ｘ
Ｄ(ｘ)≥ｅꎻ

(２)∀ｘꎬｙ∈ＸꎬＤ(ｘ)∗Ｄ(ｙ)≤∨
ｚ∈Ｘ
Ｄ( ｚ)∗Ｒ(ｘꎬｚ)∗Ｒ(ｙꎬｚ)ꎬ

则称 Ｄ是定向的.
若 Ｄ还是 Ω－下集即 Ｄ＝↓Ｄꎬ则称 Ｄ是 Ω－理想. 其中↓Ｄ(ｘ)＝ ∨

ｙ∈Ｘ
Ｄ(ｙ)∗Ｒ(ｘꎬｙ) . 记 Ω－范畴 Ｘ的所

有定向 Ω－子集为 Ｄ(Ｘ)ꎬ所有 Ω－理想为 Ｉ(Ｘ) .
定义 ５[７] 　 设(ＸꎬＲ)是一个 Ω－范畴ꎬΦ∈ΩＸꎬｘ０∈Ｘ. 若∀ｙ∈Ｘꎬ都有 Ｒ(ｘ０ꎬｙ)＝ ∧

ｘ∈Ｘ
Φ(ｘ)→Ｒ(ｘꎬｙ)ꎬ则

称 ｘ０ 为 Φ的并ꎬ记作∪Φ. 若 Ω－范畴 Ｘ的所有定向 Ω－子集的并都存在ꎬ则称 Ｘ是定向完备的.
定义 ６[９] 　 设(ＸꎬＲ)是定向完备的 Ω－范畴ꎬｘ∈Ｘ. 定义⇓ｘ:Ｘ→Ω为∀ｙ∈Ｘꎬ⇓ｘ(ｙ)＝ ∧

Ｄ∈Ｄ(Ｘ)
Ｒ(ｘꎬ∪

Ｄ)→(∨
ｚ∈Ｘ
Ｄ( ｚ)∗Ｒ(ｙꎬｚ))＝ ∧

Ｉ∈Ｉ(Ｘ)
Ｒ(ｘꎬ∪Ｉ)→Ｉ(ｙ) . 若∀ｘ∈Ｘꎬ⇓ｘ∈Ｄ(Ｘ)且 ｘ＝∪⇓ｘꎬ则称定向完备 Ω－范

畴 Ｘ是连续的.
记以 Ω－范畴为对象ꎬΩ－函子为态射的范畴为 Ω￣Ｃａｔꎻ以 Ω－偏序集为对象ꎬΩ－函子为态射的范畴为 Ω￣

Ｐｏｓｅｔꎻ以连续 Ω－范畴为对象ꎬΩ－函子为态射的范畴为 Ω￣ＣＯＮＴꎻ以连续 Ω－偏序集为对象ꎬΩ－函子为态射

的范畴为 Ω￣ＤＯＭ.
定理 １[１０] 　 设 Ｄ是范畴 Ｃ的满子范畴. 下列条件等价:
(１)Ｄ是 Ｃ的反射子范畴ꎻ
(２)对∀ｃ∈ｏｂ(Ｃ)ꎬ∃ｄ∈Ｄ和态射 ｒ:ｃ→ｄ满足下面的万有性质:∀ｄ１∈ｏｂ(Ｄ)和 Ｃ中态射 ｆ:ｃ→ｄ１ꎬ存

在 Ｄ中唯一的态射 ｆ１:ｄ→ｄ１ 使得 ｆ＝ ｆ１  ｒ.

２　 主要结果

定义 ７[１０] 　 范畴 Ｃ上的一个模(Ｔꎬηꎬμ)是由函子 Ｔ:Ｃ→Ｃ及两个自然变换 η:１ｃ→Ｔ和 μ:ＴＴ→Ｔ组成

的三元组ꎬ且满足下面的图表可交换:

定理 ２　 Ω在 Ω－范畴上的作用形成范畴 Ω￣Ｃａｔ上的一个模.
证明　 首先ꎬΩ是一个交换的单位 Ｑｕａｎｔａｌｅꎬ令 Ω(ｘꎬｙ)＝ ｘ→ｙꎬ则易验证(Ωꎬ→)是一个 Ω－范畴. 其次ꎬ

考虑积函子 Ｔ＝Ｑ×＿:Ω￣Ｃａｔ→Ω￣Ｃａｔ和自然变换 η:１Ω￣Ｃａｔ→Ｔ(ηＡ:ａ ｜→(ｅꎬａ))ꎬμ:ＴＴ→Ｔ(μＡ:(ｍꎬ(ｎꎬａ) ｜→(ｍ∗
ｎꎬａ))(具体对应关系见下图)ꎬ则如此定义的(Ｔꎬηꎬμ)是范畴 Ω￣Ｃａｔ上的一个模.
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注 １　 若(Ωꎬ→)是连续的 Ω－范畴ꎬ则 Ω 在连续的 Ω－范畴上的作用亦可形成范畴 Ω￣ＣＯＮＴ 上的一

个模.
例 １　 范畴 Ω￣Ｃａｔ是 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 闭范畴[６]ꎬ即给定范畴 Ω￣Ｃａｔ中的任一对象(ＸꎬＲ)ꎬΩ－值函数空间函子

(－) (ＸꎬＲ):Ω￣Ｃａｔ→Ω￣Ｃａｔ是 Ω－值积函子(－)×(ＸꎬＲ):Ω￣Ｃａｔ→Ω￣Ｃａｔ的右伴随. 考虑函子 Ｔ ＝ (－) (ＸꎬＲ) (－)
×(ＸꎬＲ):Ω￣Ｃａｔ→Ω￣Ｃａｔꎬ伴随单位 η:１Ω￣Ｃａｔ→Ｔ 及自然变换 μ ＝ ( －) (ＸꎬＲ)  ε  ( －) ×(ＸꎬＲ):ＴＴ→Ｔꎬ其中 ε:
(－) (ＸꎬＲ) (－)×(ＸꎬＲ)→１Ω￣Ｃａｔ是伴随余单位ꎬ由 ηꎬε 的万有性质及 μ 的自然性知ꎬ(Ｔꎬηꎬμ)是范畴 Ω￣Ｃａｔ
上的一个模.

任意一对伴随函子(ＦꎬＧꎬηꎬε):Ｃ→Ｄ 都可以如例 １ 一样“自然地” 确定一个模( Ｔ ＝ ＧＦꎬηꎬμ ＝
ＧεＦ) . 反过来ꎬ范畴 Ｃ上的任意一个模(Ｔꎬηꎬμ)也可由一对伴随函子(ＦＴꎬＧＴꎬηＴꎬεＴ):Ｃ→ＣＴ“自然地”
确定[１０] .

定义 ８[９] 　 设 Ｔ＝(Ｔꎬηꎬμ)是范畴 Ｃ上的一个模. 若 Ａ∈ｏｂ(Ｃ)ꎬｈ:Ｔ(Ａ)→Ａ 是满足下面图表交换的

态射:

称序对(Ａꎬｈ)是一个 Ｔ代数. Ｔ代数(Ａꎬｈ)与(Ｂꎬｒ)之间的一个态射 ｆ:(Ａꎬｈ)→(Ｂꎬｒ)是指 Ｃ 中态射

ｆ:Ａ→Ｂ满足 ｆ ｈ＝ ｒ Ｔ( ｆ) . 全体 Ｔ代数构成一个范畴ꎬ称为 Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ￣Ｍｏｏｒｅ 范畴ꎬ记作 ＣＴ . 范畴 ＣＴ 到范畴

Ｃ存在一个遗忘函子 ＧＴ:ＣＴ→Ｃꎬ( ｆ:(Ａꎬｈ)→(Ｂꎬｒ)) ｜→( ｆ:Ａ→Ｂ) .
例 ２　 考虑定理 ２ 中范畴 Ω￣Ｃａｔ 上的模. 此时一个 Ｔ 代数是一个 Ω－范畴 Ａ 上满足 ｈ(ｍꎬｈ(ｎꎬａ))＝

ｈ(ｍ∗ｎꎬａ)ꎬｈ(ｅꎬａ)＝ ａ的一个“结构”映射 ｈ:Ω×Ａ→Ａ. 若将 ｈ(ｍꎬａ)记作 ｍ∗ａꎬ则此 Ｔ 代数是带有半群

结构的 Ω－范畴 Ω对 Ω－范畴 Ａ 的作用. 将其对应的 Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ￣Ｍｏｏｒｅ 范畴记作 Ω￣ＣａｔＴ . 类似地ꎬ考虑范畴

Ω－ＣＯＮＴ 上的模ꎬ将其对应的 Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ￣Ｍｏｏｒｅ 范畴记作 Ω￣ＣＯＮＴＴ .
Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ￣Ｍｏｏｒｅ 范畴 ＣＴ 与范畴 Ｄ之间存在唯一函子 Ｋ:Ｄ→ＣＴ 满足条件:ＧＴＫ ＝ＧꎬＫＦ ＝ＦＴ . 若函子 Ｋ

是一个同构ꎬ则称函子 Ｇ是可模的.
引理 １[１０] 　 设 Ｄ是 Ｃ的反射子范畴ꎬ则包含函子 Ｇ:Ｄ→Ｃ是可模的.
命题 １　 范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ是范畴 Ω￣Ｃａｔ的反射子范畴.
证明　 首先ꎬ范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ是范畴 Ω￣Ｃａｔ的满子范畴.
其次ꎬ对任意 Ω－范畴(ＸꎬＲ)ꎬ∀ｘ∈Ｘꎬ定义[ｘ] ＝ {ｙ∈Ｘ ｜ ｘ≅ｙ}ꎬＹ＝ {[ｘ] ｜ ｘ∈Ｘ}ꎬＳ([ｘ]ꎬ[ｙ])＝ Ｒ(ｘꎬ

ｙ)ꎬ则(ＹꎬＳ)是 Ω－偏序集. 定义态射 ｒ:(ＸꎬＲ)→(ＹꎬＳ)(ｘ ｜→[ｘ])ꎬ易验证 ｒ是 Ω－函子. 对于任意 Ω－偏序

集(ＺꎬＴ)及 Ω－函子 ｆ:(ＸꎬＲ)→(ＺꎬＴ)ꎬ定义态射 ｆ１:(ＹꎬＳ)→(ＺꎬＴ)([ｙ] ｜→ｆ(ｙ)) . ∀[ｘ]ꎬ[ｙ]∈Ｙꎬ由 ｆ是
Ω－函子及 Ｙ的定义知 Ｓ([ｘ]ꎬ[ｙ])＝ Ｒ(ｘꎬｙ)≤Ｔ( ｆ(ｘ)ꎬｆ(ｙ))ꎬ故 ｆ１ 是 Ω－函子. ∀ｘ∈Ｘꎬｆ(ｘ)＝ ｆ１( ｒ(ｘ))ꎬ
因此 ｆ＝ ｆ１  ｒ. 又因为 ｒ是满态射ꎬ则 ｆ１ 唯一.

综上所述ꎬ范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ是范畴 Ω￣Ｃａｔ的反射子范畴.
设(ＸꎬＲ)是 Ω－范畴ꎬＹ＝{[ｘ] ｜ ｘ∈Ｘ}ꎬ由命题 １ 的证明可知(ＹꎬＳ)是 Ω－偏序集. Ｉ∈Ｉ(Ｘ)ꎬ定义[ Ｉ]:

Ｙ→Ω 如下:∀[ｘ]∈Ｙꎬ[ Ｉ]([ｘ])＝ Ｉ(ｘ)ꎬ则[ Ｉ]∈Ｉ(Ｙ) . 因此ꎬ若(ＸꎬＲ)是定向完备 Ω－范畴ꎬ则(ＹꎬＳ)是定

向完备 Ω－偏序集ꎬ且∀[ Ｉ]∈Ｉ(Ｙ)ꎬ∪[ Ｉ] ＝[∪Ｉ] .
若[ Ｉ]∈Ｉ(Ｙ)ꎬ则 Ｉ∈Ｉ(Ｘ) . 因此

⇓[ｘ]([ｙ])＝ ∧
[Ｉ]∈Ｉ(Ｙ)

Ｓ([ｘ]ꎬ∪[Ｉ])→[Ｉ]([ｙ])＝ ∧
[Ｉ]∈Ｉ(Ｙ)

Ｒ(ｘꎬ∪Ｉ)→Ｉ(ｙ)＝ ∧
Ｉ∈Ｉ(Ｘ)

Ｒ(ｘꎬ∪Ｉ)→Ｉ(ｙ)＝ ⇓ｘ(ｙ) .

特别地ꎬ若(ＸꎬＲ)是连续 Ω－范畴ꎬ则⇓[ｘ]∈Ｄ(Ｙ)且∪⇓[ｘ] ＝[ｘ] . 所以(ＹꎬＳ)是连续 Ω－偏序集.
由命题 １ꎬ我们可得如下推论.

—９５—
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推论 １　 范畴 Ω￣ＤＯＭ是范畴 Ω￣ＣＯＮＴ的反射子范畴.
由引理 １、命题 １、推论 １ 可得

定理 ３　 范畴 Ω￣Ｐｏｓｅｔ与范畴 Ω￣ＣａｔＴ 同构.
推论 ２　 范畴 Ω￣ＤＯＭ与范畴 Ω￣ＣＯＮＴＴ 同构.
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