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一类时滞互惠模型的稳定性及 Ｈｏｐｆ 分支研究

何　 舜ꎬ李　 梅

(南京财经大学应用数学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 本文研究一类带有时滞的互惠种群模型. 首先利用比较定理证明了在 ε１ε２≠０ 时解的有界性ꎬ通过构

造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ给出了正平衡解具有全局稳定性的充分条件. 利用特征值理论且以时滞为参数ꎬ研究系统

ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎬ并给出了分支值存在的充分条件. 最后用Ｍａｔｌａｂ 绘制出模型数值解的图像ꎬ验证所得结论的

正确性.
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种群模型的研究在生物数学的领域里有着举足轻重的地位ꎬ通过种群间的捕食、竞争、共生等关系建

立相应的数学模型来研究其渐近行为ꎬ已经成为大多数学者所接受的研究方法[１－９] . 其中最为经典的模型

则是 Ｌｏｔｋａ￣Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模型:
ｘ̇( ｔ)＝ ｘ( ｔ)(ａ１＋ｂ１ｘ( ｔ)＋ｃ１ｙ( ｔ))ꎬ

ｙ̇( ｔ)＝ ｙ( ｔ)(ａ２＋ｂ２ｘ( ｔ)＋ｃ２ｙ( ｔ)) .
{

许多学者对这样的模型进行了研究ꎬ然而在自然界中ꎬ种群实际也会受到年龄结构等因素的影响ꎬ例
如昆虫有从幼年到成年的发育阶段. 时滞的存在可能会对原有种群系统的渐近行为产生影响ꎬ甚至会让

原本稳定的系统变得不稳定ꎬ产生周期解. 因此ꎬ不少学者以[１０]为理论基础对这一方面做了较深入的研

究ꎬ例如 Ｍａｙ[１]讨论了具有离散时滞的捕食与被捕食模型

ｄｘ１( ｔ)
ｄｔ

＝ ｘ１( ｔ)[ａ１－ｂ１ｘ１( ｔ)－ｃ１ｘ２( ｔ－ )]ꎬ

ｄｘ２( ｔ)
ｄｔ

＝ ｘ２( ｔ)[－ａ２＋ｂ２ｘ１( ｔ)－ｃ２ｘ２( ｔ)]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支问题ꎬ其中 ｘ１( ｔ)和 ｘ２( ｔ)分别表示食饵和捕食者在 ｔ时刻的种群密度ꎬ时滞 ≥０ 表

示食饵对捕食者种群增长率的反馈时间.
２００６ 年ꎬＹａｎｅｔａ[２]研究了具有单个时滞的模型
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ｄｘ１( ｔ)
ｄｔ

＝ ｘ１( ｔ)[ａ１－ｂ１ｘ１( ｔ－ )－ｃ１ｘ２( ｔ－ )]ꎬ

ｄｘ２( ｔ)
ｄｔ

＝ ｘ２( ｔ)[－ａ２＋ｂ２ｘ１( ｔ－ )－ｃ２ｘ２( ｔ)]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

的局部稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支问题.
２０１６ 年ꎬ吕堂红ꎬ周林华ꎬ周瑞梅[４]等人研究了具有四时滞的互惠模型

ｘ̇( ｔ)＝ ｘ( ｔ)[ ｒ１－ａ１１ｘ( ｔ－ １)＋ａ１２ｙ( ｔ－ ２)]ꎬ

ｙ̇( ｔ)＝ ｙ( ｔ)[ ｒ２＋ａ２１ｘ( ｔ－ ３)－ａ２２ｙ( ｔ－ ４)]
{

的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支问题. 其中 ｘ１( ｔ)和 ｘ２( ｔ)分别表示食饵和捕食者在 ｔ时刻的种群密度ꎬ系数 ａ１１ꎬａ１２ꎬ
ａ２１ꎬａ２２ꎬｒ１ꎬｒ２ 均为正数ꎬ它们的生物意义见文献[９]ꎬ １ꎬ ４ 分别代表两个种群的生长孕育期ꎬ ２ꎬ ３ 分别代

表两个种群的成熟期. 文章基于对特征方程根的分析和规范型理论ꎬ研究两种情形下平衡点的稳定性及

局部 Ｈｏｐｆ 分支产生的充分条件ꎬ得出确定分支周期解稳定性及分支方向的算法及计算公式.
２０１７ 年ꎬＨｕ ＺｈｉｄｏｎｇꎬＬｉ Ｚｈａｏｘｉｎｇ[５]研究了具有双时滞的捕食模型

ｘ̇( ｔ)＝ ｒｘ( ｔ)－ｋｘ２( ｔ)－ ｍｘ( ｔ)
ａ＋ｘ( ｔ)

ｙ( ｔ－ １)ꎬ

ｙ̇( ｔ)＝ ｃｍｘ( ｔ)
ａ＋ｘ( ｔ)

ｙ( ｔ－ ２)－Ｓｙ( ｔ)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的稳定性及 Ｈｏｐｆ 分支问题. 同上述时滞问题类似ꎬ利用特征值理论ꎬ研究系统的稳定性及 Ｈｏｐｆ 分支产生

的充分条件.
可见ꎬ多数学者在时滞系统研究工作中ꎬ关心的主要问题是时滞对系统的稳定性影响及 Ｈｏｐｆ 分支问题.
１９７６ 年ꎬＭａｙ 在文献[６]中提出了如下的一类互惠模型:

ｕ̇( ｔ)＝ ｒ１ｕ １－ ｕ
Ｋ１＋α１ｖ

－ε１ｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｖ̇( ｔ)＝ ｒ２ｖ １－ ｖ
Ｋ２＋α２ｕ

－ε２ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１)

式中ꎬｒｉꎬＫ ｉꎬαｉꎬ( ｉ＝ １ꎬ２)是严格正的常数ꎬεｉ( ｉ＝ １ꎬ２)是非负的常数. 文献[７]对系统(１)奇点的局部稳定

性做了研究ꎬ证明了在正奇点处系统是局部渐近稳定的. 但在时滞系统中ꎬ考虑其中一个种群在有成熟期

和孕育期的条件下ꎬ系统的稳定性和分支值的存在性问题尚未研究ꎬ因此ꎬ本文将探究如下带有时滞的互

惠模型:

ｕ̇( ｔ)＝ ｒ１ｕ １－
ｕ( ｔ－ １)
Ｋ１＋α１ｖ

－ε１ｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｖ̇( ｔ)＝ ｒ２ｖ １－ ｖ
Ｋ２＋ｕ( ｔ－ ２)

－ε２ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２)

式中ꎬｒｉꎬＫ ｉꎬαｉꎬ( ｉ＝ １ꎬ２)是严格正的常数ꎬεｉꎬ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２)是非负的常数 ꎬ考虑到实际问题ꎬ系统(２)初始值

ｕ(０)＝ ｕ０>０ꎬｖ(０)＝ ｖ０>０.
由于当 ＝ ０ 时ꎬ文献[７]中已经证明了系统在正平衡点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)是局部渐近稳定的ꎬ因此本文将

讨论 ≠０ 时ꎬ系统正平衡点的全局稳定性ꎻ在第二节讨论系统(２)Ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎻ最后一节利用

Ｍａｔｌａｂ 软件将第二节讨论的结果进行数值模拟ꎬ验证理论的正确性.

１　 正平衡点的全局稳定性

首先我们利用比较定理ꎬ讨论当 ε１ε２≠０ 时系统(２)解的有界性.
引理 １(第一比较定理)(证明见文献[１１]) 　 设有 Ｃａｕｃｈｙ 问题

(Ｅ１)
ｄｙ
ｄｘ

＝ ｆ(ｘꎬｙ)ꎬ

ｙ(ｘ０)＝ ｙ０ꎬ

ì

î

í
ïï

ïï
　 (Ｅ２)

ｄｙ
ｄｘ

＝Ｆ(ｘꎬｙ)ꎬ

ｙ(ｘ０)＝ ｙ０ꎬ

ì

î

í
ïï

ïï
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式中ꎬ数量值函数 ｆ 与 Ｆ 均在 Ｒ×Ｒ 内连续且对 ｙ 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎬ(ｘ０ꎬｙ０)∈Ｒ×Ｒ. 并设(Ｅ１)与
(Ｅ２)的解均在区间(ａꎬｂ)内存在ꎬ分别记作

ｙ＝ ｙ(ｘ)与 ｙ＝Ｙ(ｘ) .
若

ｆ(ｘꎬｙ)<Ｆ(ｘꎬｙ)ꎬ　 ∀(ｘꎬｙ)∈Ｒ×Ｒꎬ
则

ｙ(ｘ)<Ｙ(ｘ)ꎬ　 ｘ０<ｘ<ｂꎬ
ｙ(ｘ)>Ｙ(ｘ)ꎬ　 ａ<ｘ<ｘ０ .

定理 １　 当 ε１ε２≠０ 时ꎬ系统的解 ｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ)是有界的.
证明　 当 ｔ> ＝ｍａｘ{ １ꎬ ２}时ꎬ由(２)第二个等式推出

ｄｖ( ｔ)
ｄｔ

≤ｖ( ｒ２－ｒ２ε２ｖ)ꎬ (３)

根据比较定理得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ ｖ( ｔ)≤ １
ε２

≜Ｍ３ . (４)

则∃ Ｔ１>０ꎬＭ２>Ｍ３ꎬ当 ｔ>Ｔ１> 时ꎬ有
ｖ( ｔ)≤Ｍ２ .

由(２)的第一个方程及上式ꎬ当 ｔ>Ｔ１ 时ꎬ得到

ｄｕ( ｔ)
ｄｔ

≤ｒ１ｕ １－
ｕ( ｔ－ １)
Ｋ１＋α１Ｍ２

－ε１ｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (５)

根据
ｄｕ( ｔ)
ｄｔ

≤ｒ１ｕ( ｔ)推出
ｄｕ( ｔ)
ｕ( ｔ)

≤ｒ１ｄｔꎬ两边在[ ｔ－ １ꎬｔ]积分得

∫ｔ
ｔ － １

ｄｕ( ｔ)
ｕ( ｔ)

≤ ∫ｔ
ｔ － １

ｒ１ｄｔ＝ ｒ１ １ .

即

ｌｎｕ( ｔ)－ｌｎｕ( ｔ－ １)＝ ｌｎ ｕ( ｔ)
ｕ( ｔ－ １)

≤ｒ１ １ꎬ

ｕ( ｔ－ １)≥ｕ( ｔ)ｅ
－ｒ１ １ꎬ

(６)

故

ｄｕ( ｔ)
ｄｔ

≤ｒ１ｕ １－ｕ( ｔ)ｅ
－ｒ１ １

Ｋ１＋α１Ｍ２
－ε１ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (７)

由比较定理得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ ｕ( ｔ)≤
Ｋ１＋α１Ｍ２

ｅ－ｒ１ １＋ε１(Ｋ１＋α１Ｍ２)
≜Ｍ４ . (８)

则∃ Ｔ２>Ｔ１ꎬＭ１>Ｍ４ꎬ使得当 ｔ>Ｔ２ 时ꎬ有
０<ｕ( ｔ)≤Ｍ１ꎬ０<ｖ( ｔ)≤Ｍ２ .

解的有界性得证.

受文献[１２]启发ꎬ构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 ｘ(ｔ)＝ ｌｎ ｕ(ｔ)
ｕ∗

ꎬｙ( ｔ)＝ ｌｎ ｖ(ｔ)
ｖ∗

ꎬ给出系统(２)正平衡点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)

具有全局稳定性的充分条件.
定理 ２　 若

ａ１１＋ａ１３－ａ２１－ａ１１(ａ１１＋ａ１３)Ｍ１ １－ａ２１ａ２１Ｍ１ ２>０ꎬ (９ａ)
ａ２２＋ａ２３－ａ１２－ａ２１(ａ２２＋ａ２３)Ｍ１ ２－ａ１１ａ１２Ｍ１ １>０. (９ｂ)

式中ꎬａ１１ ＝
ｒ１

Ｋ１＋α１ｖ∗
ꎬａ１２ ＝

ｒ１α１ｕ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ꎬａ１３ ＝ ｒ１ε１ꎬａ２１ ＝
ｒ２α２ｖ∗

(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ꎬａ２２ ＝
ｒ２

Ｋ２＋α２ｕ∗
ꎬａ２３ ＝ ｒ２ε２ .

—７６—
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则系统(２)的正平衡点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)是全局渐近稳定的.

证明　 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 ｘ( ｔ)＝ ｌｎ ｕ( ｔ)
ｕ∗

ꎬｙ( ｔ)＝ ｌｎ ｖ( ｔ)
ｖ∗
.

即

ｕ( ｔ)＝ ｕ∗ｅｘ( ｔ)ꎬｖ( ｔ)＝ ｖ∗ｅｙ( ｔ) .
则系统(２)的第一个方程可化为

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ １
ｕ( ｔ)

ｄｕ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒ１[１－
ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
－ε１ｕ∗－

ｕ( ｔ－ １)
Ｋ１＋α１ｖ

－ ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ －(ε１ｕ－ε１ｕ∗)] . (１０)

令

ｆ(ｕꎬｖ)＝ ｕ
Ｋ１＋α１ｖ

－ ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ꎬ

则 ｆ(ｕ∗ꎬｖ∗)＝ ０ꎬ利用泰勒展式将 ｆ(ｕꎬｖ)在(ｕ∗ꎬｖ∗)处展开得

ｆ(ｕꎬｖ)＝ ｆ(ｕ∗ꎬｖ∗)＋ (ｕ－ｕ∗) ∂
∂ｕ

＋(ｖ－ｖ∗) ∂
∂ｖ

é

ë
êê

ù

û
úú ｆ(ｕ

∗ꎬｖ∗)＋ｏ(ρ)＝
－α１ｕ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗)２(ｖ－ｖ
∗)＋ １
Ｋ１＋α１ｖ∗

(ｕ－ｕ∗)＋ｏ(ρ)ꎬ

(１１)

式中ꎬρ＝ (ｕ－ｕ∗) ２＋(ｖ－ｖ∗) ２ .
将 ｆ(ｕꎬｖ)在(ｕ∗ꎬｖ∗)处的展式(１１)代入(１０)有

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝
ｒ１α１ｕ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ｖ
∗(ｅｙ( ｔ) －１)－

ｒ１
Ｋ１＋α１ｖ∗

ｕ∗(ｅｘ( ｔ－ １) －１)－ｒ１ε１ｕ∗(ｅｘ( ｔ) －１)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

－(ａ１１＋ａ１３)ｕ∗(ｅｘ( ｔ) －１)＋ａ１２ｖ∗(ｅｙ( ｔ) －１)＋ａ１１ｕ∗(ｅｘ( ｔ) －ｅｘ( ｔ
－ １)) .

又

ｅｘ( ｔ) －ｅｘ( ｔ－ １)＝ ∫ｔ
ｔ － １

ｅｘ( ｓ) ｄｘ( ｓ)
ｄｓ

ｄｓ＝ ∫ｔ
ｔ － １

ｅｘ( ｓ)[－ａ１１ｕ∗(ｅｘ( ｓ
－ １) －１)＋ａ１２ｖ∗(ｅｙ( ｓ) －１)－ａ１３ｕ∗(ｅｘ( ｓ) －１)]ｄｓꎬ

代入得

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ －(ａ１１＋ａ１３)ｕ∗(ｅｘ( ｔ) －１)＋ａ１２ｖ∗(ｅｙ( ｔ) －１)＋

ａ１１ｕ∗∫ｔ
ｔ － １

ｅｘ( ｓ)[－ａ１１ｕ∗(ｅｘ( ｓ
－ １) －１)＋ａ１２ｖ∗(ｅｙ( ｓ) －１)－ａ１３ｕ∗(ｅｘ( ｓ) －１)]ｄｓ. (１２)

类似地我们可以将系统(２)的第二个方程化为

ｄｙ(ｔ)
ｄｔ

＝ａ２１ｕ∗(ｅｘ( ｔ) －１)－(ａ２２＋ａ２３)ｖ∗(ｅｙ( ｔ) －１)－ａ２１ｕ∗∫ｔ
ｔ － ２

ｅｘ(ｓ)[ａ２１ｕ∗(ｅｘ(ｓ
－ ２) －１)－(ａ２２＋ａ２３)ｖ∗(ｅｙ(ｓ) －１)]ｄｓ.

(１３)
由定理 ２ 知ꎬ∃Ｔ> ꎬＭ１>０ꎬＭ２>０ꎬ当 ｔ>Ｔ时ꎬ有 ｕ( ｔ)≤Ｍ１ꎬｖ( ｔ)≤Ｍ２ .
令 Ｖ１１( ｔ)＝ ｘ( ｔ) ꎬ由(１２)沿着系统(１２)、(１３)的解计算 Ｖ１１( ｔ)上的右导数. 当 ｔ>Ｔ时ꎬ有

Ｄ＋
Ｖ１１( ｔ)≤－(ａ１１＋ａ１３)ｕ∗ ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ ＋ａ１２ｖ∗ ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ ＋ａ１１Ｍ１ ∫ｔ

ｔ － １

[ａ１１ｕ∗ ｜ ｅｘ( ｓ－ １) －１ ｜ ＋ａ１２ｖ∗ ｜ ｅｙ( ｓ) －１ ｜ ＋

ａ１３ｕ∗ ｜ ｅｘ( ｓ) －１ ｜ ]ｄｓ≤－(ａ１１＋ａ１３)ｕ∗ ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ ＋ａ１２ｖ∗ ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ ＋ａ２１１Ｍ１ｕ∗∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｘ( ｓ－ １) －１ ｜ ｄｓ＋

ａ１１ａ１２Ｍ１ｖ∗∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｙ( ｓ) －１ ｜ ｄｓ＋ａ１１ａ１３Ｍ１ｕ∗∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｘ( ｓ) －１ ｜ ｄｓ. (１４)

令

Ｖ１２( ｔ)＝ ａ２１１Ｍ１ｕ∗ ∫ｔ
ｔ － １
∫ｔ
ｓ
ｅｘ(θ － １) － １ ｄθｄｓ ＋ １∫ｔ

ｔ － １

｜ ｅｘ( ｓ) － １ ｜ ｄｓ{ } ＋

ａ１１ａ１２Ｍ１ｖ∗∫ｔ
ｔ － １
∫ｔ
ｓ
｜ ｅｙ(θ) －１ ｜ ｄθｄｓ＋ａ１１ａ１３Ｍ１ｕ∗∫ｔ

ｔ － １
∫ｔ
ｓ
｜ ｅｘ(θ) －１ ｜ ｄθｄｓꎬ

则

—８６—
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Ｄ＋
Ｖ１２( ｔ)

＝ ａ２１１Ｍ１ｕ∗ ∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｘ( ｔ － １) － １ ｜ ｄｓ ＋ ０ － ∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｘ(θ － １) － １ ｜ ｄθ ＋ １[ ｜ ｅｘ( ｔ) － １ ｜ －｜ ｅｘ( ｔ － １) － １ ｜ ]{ } ＋

ａ１１ａ１２Ｍ１ｖ∗ ∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｙ( ｔ) － １ ｜ ｄｓ ＋ ０ － ∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｙ(θ) － １ ｜ ｄθ[ ] ＋

ａ１１ａ１３Ｍ１ｕ∗ ∫ｔ
ｔ － １

｜ ｅｘ( ｔ) － １ ｜ ｄｓ ＋ ０ － ∫ｔ
ｔ
－ １ ｜ ｅｘ(θ) － １ ｜ ｄθ[ ] . (１５)

由(１４)ꎬ(１５)得
　 Ｄ＋

(Ｖ１１( ｔ)＋Ｖ１２( ｔ))≤－[(ａ１１＋ａ１３)ｕ∗－ａ２１１Ｍ１ｕ∗ １－ａ１１ａ１３Ｍ１ｕ∗ １] ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ ＋(ａ１２ｖ∗＋ａ１１ａ１２Ｍ１ｖ∗ １) ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ . (１６)
类似地令 Ｖ２１( ｔ)＝ ｜ ｙ( ｔ) ｜ ꎬ
则

Ｄ＋
Ｖ２１( ｔ)≤ａ２１ｕ

∗ ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ －(ａ２２＋ａ２３)ｖ∗ ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ ＋

ａ２２１Ｍ１ｕ∗∫ｔ
ｔ － ２

｜ ｅｘ( ｓ－ ２) － １ ｜ ｄｓ ＋ ａ２１(ａ２２ ＋ ａ２３)Ｍ１ｖ∗∫ｔ
ｔ － ２

｜ ｅｙ( ｓ) － １ ｜[ ] ｄｓ.

令

Ｖ２２( ｔ)＝ ａ２２１Ｍ１ｕ∗ ∫ｔ
ｔ － ２
∫ｔ
ｓ
｜ ｅｘ(θ － ２) － １ ｜ ｄθｄｓ ＋ ２∫ｔ

ｔ － ２

｜ ｅｘ( ｓ) － １ ｜ ｄｓ{ } ＋

ａ２１(ａ２２＋ａ２３)Ｍ１ｖ∗∫ｔ
ｔ － ２
∫ｔ
ｓ
｜ ｅｙ(θ) －１ ｜ ｄθｄｓꎬ

则

Ｄ＋
Ｖ２２( ｔ)

＝ ａ２２１Ｍ１ｕ∗ ∫ｔ
ｔ － ２

｜ ｅｘ( ｔ － ２) － １ ｜ ｄｓ ＋ ０ － ∫ｔ
ｔ － ２

｜ ｅｘ(θ － ２) － １ ｜ ｄθ ＋ ２[ ｜ ｅｘ( ｔ) － １ ｜ －｜ ｅｘ( ｔ － ２) － １ ｜ ]{ } ＋

ａ２１(ａ２２＋ａ２３)Ｍ１ｖ∗ ∫ｔ
ｔ － ２

｜ ｅｙ( ｔ) － １ ｜ ｄｓ ＋ ０ － ∫ｔ
ｔ － ２

｜ ｅｙ(θ) － １ ｜ ｄθ[ ] .
于是

　 　 　 Ｄ＋
(Ｖ２１( ｔ)＋Ｖ２２( ｔ))≤－(－ａ２２１Ｍ１ｕ∗ ２－ａ２１ｕ

∗) ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ ＋[－(ａ２２＋ａ２３)ｖ∗＋ａ２１(ａ２２＋ａ２３)Ｍ１ｖ∗ ２] ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ . (１７)
令

Ｖ( ｔ)＝ Ｖ１１( ｔ)＋Ｖ１２( ｔ)＋Ｖ２１( ｔ)＋Ｖ２２( ｔ)ꎬ
有

Ｄ＋
Ｖ( ｔ)≤－σ１ｕ∗ ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ －σ２ｖ∗ ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ ꎬ

式中

σ１ ＝ａ１１＋ａ１３－ａ２１－ａ１１(ａ１１＋ａ１３)Ｍ１ １－ａ２１ａ２１Ｍ１ ２ꎬ
σ２ ＝ａ２２＋ａ２３－ａ１２－ａ２１(ａ２２＋ａ２３)Ｍ１ ２－ａ１１ａ１２Ｍ１ １ .

取

ｍｉｎ{σ１ꎬσ２} ＝σꎬ
则

Ｄ＋
Ｖ( ｔ)≤－σ[ ｜ ｅｘ( ｔ) －１ ｜ ＋ ｜ ｅｙ( ｔ) －１ ｜ ]ꎬ

故

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

( ｜ ｘ( ｔ) ｜ ＋ ｜ ｙ( ｔ) ｜ )＝ ０.

得 ｘ( ｔ)＝ ０ꎬｙ( ｔ)＝ ０ꎬ即当 σ１>０ꎬσ２>０ 时ꎬ系统(１２)、(１３)的零解全局渐近稳定ꎬ从而系统(２)的正奇

点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)是全局稳定的ꎬ得证.

２　 Ｈｏｐｆ 分支的存在性

本节我们将通过特征值理论讨论系统(２)Ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎬ文献[３－５]均是利用特征值理论来分

析给出了分支值存在的充分条件ꎬ我们也采用同样的方法来给出系统(２)分支值存在的充分条件.
定理 ３　 若 Ｐ＋Ｒ>０ꎬＱ>Ｓꎬ ｜Ｑ ｜ > ｜ Ｓ ｜且 Ｈ０>０(Ｈ０ 在计算中给出)ꎬ则:
(１)存在分支值 ０ꎬ当 ∈[０ꎬ ０)时ꎬ正奇点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)渐近稳定ꎻ
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(２)当 > ０ 时ꎬ系统(２)存在一个 Ｈｏｐｆ 分支ꎬ即当 > ０ 时ꎬ系统产生周期解.

式中ꎬ Ｐ ＝ ｒ１ε１ｕ∗ ＋ ｒ２ε２ｖ∗ ＋
ｒ２ｖ∗

Ｋ２＋α２ｕ∗
ꎬ Ｒ ＝

ｒ１ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ꎬ Ｓ ＝ － ε１ε２ｒ１ｒ２ｕ∗ｖ∗ －

ε１ｒ１ｒ２ｕ∗ｖ∗

Ｋ２＋α２ｕ∗
ꎬ Ｑ ＝

ε２ｒ１ｒ２ｕ∗ｖ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
＋

ｒ１ｒ２ｕ∗ｖ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗)(Ｋ２＋α２ｕ∗)
－

α１α２ｒ１ｒ２ｕ∗２ｖ∗２

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ .

证明　 首先根据特征值理论给出分支值的计算公式ꎬ最后通过对特征根的分析ꎬ利用微分方程稳定性

理论给出分支值存在的充分条件.
(１)在 Ｅ∗处的线性渐近方程

令 ｘ( ｔ)＝ ｕ( ｔ)－ｕ∗ꎬｙ( ｔ)＝ ｖ( ｔ)－ｖ∗ꎬ(２)等式一可化为:
ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒ１ｕ １－ ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
－ε１ｕ∗－

ｕ( ｔ－ １)
Ｋ１＋α１ｖ

－ ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ －(ε１ｕ－ε１ｕ∗)é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

令 ｆ(ｕꎬｖ)＝ ｕ
Ｋ１＋α１ｖ

－ ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ꎬ则 ｆ(ｕ∗ꎬｖ∗)＝ ０ꎬ利用泰勒展式将 ｆ(ｕꎬｖ)在(ｕ∗ꎬｖ∗)处展开得

ｆ(ｕꎬｖ)＝ ｆ(ｕ∗ꎬｖ∗)＋ (ｕ－ｕ∗) ∂
∂ｕ

＋(ｖ－ｖ∗) ∂
∂ｖ

é

ë
êê

ù

û
úú ｆ(ｕ

∗ꎬｖ∗)＋ｏ(ρ)＝
－α１ｕ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗)２(ｖ－ｖ
∗)＋ １
Ｋ１＋α１ｖ∗

(ｕ－ｕ∗)＋ｏ(ρ)ꎬ

式中ꎬρ＝ (ｕ－ｕ∗) ２＋(ｖ－ｖ∗) ２ .
则

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒ１(ｘ( ｔ)＋ｕ∗) －ε１ｘ( ｔ)＋
α１ｕ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ｙ( ｔ)－
１

Ｋ１＋α１ｖ∗
ｘ( ｔ－ １)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
. (１８)

同样的方法我们可以求出

ｄｙ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒ２(ｙ( ｔ)＋ｖ∗) －ε１ｙ( ｔ)＋
α２ｖ∗

(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ｘ( ｔ－ ２)－
１

Ｋ２＋α２ｕ∗
ｙ( ｔ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
. (１９)

于是其一阶线性渐近方程为

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒ１ｕ∗ －ε１ｘ( ｔ)＋
α１ｕ∗

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ｙ( ｔ)－
１

Ｋ１＋α１ｖ∗
ｘ( ｔ－ １)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ꎬ

ｄｙ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒ２ｖ∗ －ε１ｙ( ｔ)＋
α２ｖ∗

(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ｘ( ｔ－ ２)－
１

Ｋ２＋α２ｕ∗
ｙ( ｔ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　

　 　
　

(２０ａ)

　 　

　 　
(２０ｂ)

(２)线性方程的特征方程

令 ｘ( ｔ)＝ ｃ１ｅλｔꎬｙ( ｔ)＝ ｃ２ｅλｔꎬ约定 １ ＝ ２ ＝ ꎬ则(２０ａ)可化为

λｃ１ｅλｔ ＝ －ｒ１ｕ∗ε１ｅλｔｃ１＋
α１ｒ１ｕ∗２

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ｅ
λｔｃ２－

ｒ１ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ｅλ( ｔ－ ) ｃ１ꎬ

λｃ１ ＝ －ｒ１ｕ∗ε１ｃ１＋
α１ｒ１ｕ∗２

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ｃ２－
ｒ１ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ｅ－λ ｃ１ .

同理(２０ｂ)可化为

λｃ２ ＝ －ｒ２ｖ∗ε２ｃ２＋
α２ｒ２ｖ∗２

(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ｅ
－λ ｃ１－

ｒ２ｖ∗

Ｋ２＋α２ｕ∗
ｃ２ꎬ

整理得到关于 ｃ１ꎬｃ２ 的方程组

ｃ１ λ＋ｒ１ｕ∗ε１＋
ｒ１ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ｅ－λ æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｃ２

α１ｒ１ｕ
－２

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２ ＝ ０ꎬ

ｃ１
α２ｒ２ｖ∗２

(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ｅ
－λ －ｃ２ λ＋ｒ２ｖ∗ε２＋

ｒ２ｖ∗

Ｋ２＋α２ｕ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２１ａ)

(２１ｂ)

则方程组关于 ｃ１ꎬｃ２ 有非零解的充要条件是
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λ＋ｒ１ε１ｕ∗＋
ｒ１ｕ∗

Ｋ１＋α１ｖ∗
ｅ－λ －

α１ｒ１ｕ∗２

(Ｋ１＋α１ｖ∗) ２

α２ｒ２ｖ∗２

(Ｋ２＋α２ｕ∗) ２ｅ
－λ － λ＋ｒ２ｖ∗ε２＋

ｒ２ｖ∗

Ｋ２＋α２ｕ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ０ꎬ

即

λ２＋Ｐλ＋Ｑｅ－λ ＋Ｒλｅ－λ －Ｓ＝ ０. (２２)
(３)求分支值

令 λ＝ ｉｙ(ｙ>０)ꎬ代入(２２)并分离实部虚部得

Ｒｙｓｉｎ(ｙ )＋Ｑｃｏｓ(ｙ )＝ ｙ２＋Ｓꎬ
Ｑｓｉｎ(ｙ )－Ｒｙｃｏｓ(ｙ )＝ Ｐｙ.{

解得

ｓｉｎ(ｙ )＝
－Ｒｙ３－(ＰＱ＋ＲＳ)ｙ

－Ｒ２ｙ２－Ｑ２ ꎬｃｏｓ(ｙ )＝ (ＰＲ－Ｑ)ｙ２－ＱＳ
－Ｒ２ｙ２－Ｑ２ . (２３)

由 ｓｉｎ２(ｙ )＋ｃｏｓ２(ｙ )＝ １ꎬ得
Ｒ２ｙ６＋(２Ｒ２Ｓ＋Ｐ２Ｒ２＋Ｑ２－Ｒ４)ｙ４＋(Ｐ２Ｑ２＋Ｒ２Ｓ２＋２Ｑ２Ｓ－２Ｑ２Ｒ２)ｙ２＋Ｑ２Ｓ２－Ｑ４ ＝ ０.

设 Ｚ＝ ｙ２ꎬ则上式变为

Ｒ２Ｚ３＋(２Ｒ２Ｓ＋Ｐ２Ｒ２＋Ｑ２－Ｒ４)Ｚ２＋(Ｐ２Ｑ２＋Ｒ２Ｓ２＋２Ｑ２Ｓ－２Ｑ２Ｒ２)Ｚ＋Ｑ２Ｓ２－Ｑ４ ＝ ０. (２４)
可知ꎬ当 ｜Ｓ ｜ < ｜Ｑ ｜时ꎬ(２４)至少有一个正根ꎬ最多 ３ 个正根ꎬ不失一般性ꎬ设上式有 ３ 个正实根 Ｚ１ꎬＺ２ꎬＺ３ꎬ

于是 ｙｐ ＝ Ｚｐ 　 (ｐ＝１ꎬ２ꎬ３)ꎬ代入(２３)得

ｃｏｓ(ｙｐ )＝
(ＰＲ－Ｑ)ｙ２ｐ－ＱＳ

－Ｒ２ｙ２ｐ－Ｑ２ ꎬ

 ｉｐ ＝
１
ｙｐ

ａｒｃｃｏｓ
(ＰＲ－Ｑ)ｙ２ｐ－ＱＳ

－Ｒ２ｙ２ｐ－Ｑ２ ＋２ｊπ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
　 ｐ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻｊ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ

(２５)

(４)分支值存在的条件

记 ０ ＝ ０
ｐ０
＝ ｍｉｎ

１≤ｐ≤３
{ ０
ｐ}ꎬｙ０ ＝ ｙｐ０ .

当 ＝ ０ 时ꎬ(２１)式变为

λ２＋λ(Ｐ＋Ｒ)＋Ｑ－Ｓ＝ ０ꎬ (２６)
于是当 Ｐ＋Ｒ>０ꎬ且 Ｑ－Ｓ>０ 即 Ｑ>Ｓ时ꎬ(２６)的根具有负实部ꎬ从而正奇点渐近稳定. 并且由文献[４－５]

知ꎬ若分支值存在ꎬ则要求 Ｒｅ ｄλ
ｄ 

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ＝ｙ０

 ＝ ０

>０.

视 λ＝λ( )ꎬ由(２２)求 λ关于 的导数:

２λ ｄλ
ｄ 

＋Ｐ ｄλ
ｄ 

＋Ｑｅ－λ － 
ｄλ
ｄ 

－λæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｒ ｅ－λ ｄλ

ｄ 
＋λｅ－λ － 

ｄλ
ｄ 

－λæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０ꎬ

即
ｄλ
ｄ 

＝ λＱｅ－λ ＋λ２Ｒｅ－λ 

２λ＋Ｐ＋Ｒｅ－λ － Ｑｅ－λ －Ｒ λｅ－λ ꎬ当 λ＝ ｉｙꎬｙ＝ ｙ０ꎬ ＝ ０ 时ꎬ有

ｄλ
ｄ 

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝ ２λ＋Ｐ＋Ｒｅ－λ － Ｑｅ－λ －Ｒ λｅ－λ 

λＱｅ－λ ＋λ２Ｒｅ－λ 
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｙ＝ｙ０

 ＝ ０

＝
Ｈ０＋ｉＨ１

[ｙ０Ｑｓｉｎ(ｙ０ ０)－ｙ２０Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)]２＋[ｙ０Ｑｃｏｓ(ｙ０ ０)＋ｙ２０Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０)]２ꎬ

式中

Ｈ０ ＝ Ｐ－ｙ０ ０Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０)－ ０Ｑｃｏｓ(ｙ０ ０)＋Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)[ ] ｙ０Ｑｓｉｎ(ｙ０ ０)－ｙ２０Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)[ ] ＋
２ｙ０＋ ０Ｑｓｉｎ(ｙ０ ０)－Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０)－ｙ０ ０Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)[ ] ｙ０Ｑｃｏｓ(ｙ０ ０)＋ｙ２０Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０)[ ] ꎬ

Ｈ１ ＝ ２ｙ０＋ ０Ｑｓｉｎ(ｙ０ ０)－Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０)－ｙ０ ０Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)[ ] ｙ０Ｑｓｉｎ(ｙ０ ０)－ｙ２０Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)[ ] －
Ｐ－ｙ０ ０Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０)－ ０Ｑｃｏｓ(ｙ０ ０)＋Ｒｃｏｓ(ｙ０ ０)[ ] [ｙ０Ｑｃｏｓ(ｙ０ ０)＋ｙ

２
０Ｒｓｉｎ(ｙ０ ０] .

即 Ｐ＋Ｒ>０ꎬＱ>Ｓꎬ ｜Ｑ ｜ > ｜ Ｓ ｜且 Ｈ０>０ 时ꎬ分支值 ０ 存在ꎬ且 ∈[０ꎬ ０)时ꎬ正奇点 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)渐近稳定ꎻ
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 > ０ 时ꎬ系统(２)存在一个 Ｈｏｐｆ 分支.

３　 数值模拟

本节通过 ＭＡＴＬＡＢ 软件ꎬ取定一些数值ꎬ来验证定理 ３ 理论的正确性.
令 ε１ ＝ε２ ＝ ０ꎻα１ ＝α２ ＝ ０. ５ꎻＫ１ ＝Ｋ２ ＝ １０ꎻｒ１ ＝ ｒ２ ＝ １.

得 Ｐ＝ １ꎬＱ＝ ０. ７５ꎬＲ＝ １ꎬＳ＝ ０ꎬ显然满足定理条件ꎬ由(２４)得 Ｚ的唯一正实根 Ｚ０ ＝ ０. ７５ꎬ则 ｙ０ ＝ Ｚ０ ≈
０. ８６６ ０２５ꎬ代入式(２４)得 ０≈１. ９７９ ２７.

取 ＝ １. ５ 与 ＝ ２. ０ 进行数值模拟:
由图 １ 可以清楚地看到ꎬ当 ＝ １. ５< ０ 时ꎬ系统在 Ｅ∗(ｕ∗ꎬｖ∗)＝ (２０ꎬ２０)处渐近稳定ꎻ当 ＝ ２. ０> ０

时ꎬ系统产生周期解.

图 １　 解轨迹线

Ｆｉｇ １　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
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