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切模丛的构造及其性质研究

张飞军

(陕西师范大学数学与信息科学学院ꎬ陕西 西安 ７１０１１９)

[摘要] 　 本文在流形上构造了切模丛ꎬ在切模丛上给出了光滑结构使它成为一个光滑流形ꎬ然后讨论了切模丛

的性质并给出了该模丛上的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积使它成为一个李代数.
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纤维丛理论是研究现代微分几何、大范围分析、拓扑与理论物理等的重要工具ꎬ其中的切丛是应用最

广的一种纤维丛. 代数拓扑中的 Ｔａｉｒｙ ｂａｌｌ ｔｈｅｏｒｅｍ 定理即通俗称为毛球定理[１]就是纤维丛理论中很有实

用特性的一个定理ꎬ在气象学上对它有个有趣的理想化状态下的应用解释:如果我们把大气的运动－风看

为地球表面的一个向量ꎬ那么这个向量场连续ꎬ覆盖地球表面的大气层可以看作是连续分布的切丛的某一

截面. 我们如果忽略空气的垂直运动ꎬ作为理想化的模型ꎬ毛球定理说明零点存在ꎬ即必然有空气静止的

点ꎬ并且是孤立点ꎬ这就是旋风的中心点.但在现实中我们知道ꎬ当空气围绕地面向树木、丘陵、建筑物等不

平的地方流动时ꎬ或者空气和地面发生摩擦时ꎬ要急速地改变它的前进方向ꎬ于是就会产生随气流一同移

动的涡旋ꎬ就刮起了旋风. 就这个现实来说ꎬ空气总在运动ꎬ而零点是在某个区域某一时刻瞬间存在的ꎬ这
个存在的点是受局地气候、复杂地形等的影响ꎬ一般情况下它不是一个理想化状态. 为了考察某一区域内

随时间、周围环境、地形地貌等变化的向量场的规律ꎬ较为精准的反映出这个事实ꎬ我们引入模丛理论[２]ꎬ
在流形上建立切模丛使这个向量场的变化与局域函数有关系是很有必要性的.

１　 切模丛的建立

设 Ｍ是 ｍ维光滑流形ꎬ(Ｕαꎬｘｉα) 是 Ｍ 的局部坐标系ꎬ对任意点 ｐ∈Ｕαꎬ记 ＴｐＭ 是 ｐ 点处的切空间ꎬ
∂

∂ｘｉα
:１≤ｉ≤ｍ{ } 是 ＴｐＭ的一个基底ꎬＣ∞

ｐ (Ｕα) 表示 ｐ点某一邻域 Ｕα 上的光滑函数ꎬ在 Ｃ∞
ｐ (Ｕα)中定义关系

~如下:

设 ｆꎬｇ∈Ｃ∞
ｐ (Ｕα)ꎬ则 ｆ~ ｇ当且仅当 ｆ(ｐ)＝ ｇ(ｐ)ꎬ ∂

∂ｘｉα
( ｆ)＝ ∂

∂ｘｉα
(ｇ)ꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ.

显然ꎬ关系~是 Ｃ∞
ｐ (Ｕα)中的等价关系ꎬ记 Ｄ∞

ｐ (Ｕα)＝ Ｃ∞
ｐ (Ｕα) / ~ ꎬ即 Ｄ∞

ｐ (Ｕα)是 Ｃ∞
ｐ (Ｕα)按关系~ 分类

—１５１—
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的商空间. 这种分类与坐标以及切空间的基选取都无关ꎬ因为若(Ｕβꎬｘｉβ)是点 ｐ的另一局部坐标系ꎬ即 ｐ∈
Ｕα∩Ｕβꎬ则也有

∂
∂ｘｉβ

( ｆ)＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １

∂
∂ｘｋα

( ｆ)
∂ｘｋα
∂ｘｉβ

＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １

∂
∂ｘｋα

(ｇ)
∂ｘｋα
∂ｘｉβ

＝ ∂
∂ｘｉβ

(ｇ) .

所以在局部坐标系(Ｕαꎬｘｉα)ꎬ(Ｕβꎬｘｉβ)下ꎬ ｆ~ ｇꎬ文献[３]称此为切空间中的函数芽.
设 Ｘ∈ＴｐＭꎬｆ∈Ｄ∞

ｐ (Ｕα)ꎬｇ∈Ｃ∞
ｐ (Ｕα)ꎬ 映射 ｆＸ 定义为

ｆＸ(ｇ)＝ Ｘ( ｆ􀅰ｇ)＝ Ｘ( ｆ)􀅰ｇ(ｐ)＋ｆ(ｐ)􀅰Ｘ(ｇ) . (１)
在此定义下容易验证 ｆ(Ｘ＋Ｙ)＝ ｆＸ＋ｆＹ 和( ｆ＋ｈ)Ｘ＝ ｆＸ＋ｈＸ 是成立的ꎬ其中 ｈ∈Ｄ∞

ｐ (Ｕα) . 此时 ＴｐＭ可以看作

是环 Ｄ∞
ｐ (Ｕα)上的模ꎬ为了和切向量空间 ＴｐＭ作一区别ꎬ我们记该模空间为 ＤｐＭ.特别地ꎬ若 ｆ是常函数ꎬ则

ｆＸ∈ＴｐＭꎬ说明上述定义是切空间定义的推广.
令 ＤＭ＝ ∪

ｐ∈Ｍ
ＤｐＭꎬ它是光滑流形 Ｍ上全体模空间 ＤｐＭ的集合.下面我们给它赋予一个拓扑结构和光

滑流形结构ꎬ使它成为一个光滑流形.
设映射 π:ＤＭ→Ｍ 定义如下:对于任意的 ｆＸ∈ＤｐＭꎬｐ∈Ｍꎬ 令 π( ｆＸ) ＝ ｐ.这样对于每一点 ｐ∈Ｍꎬ

π－１(ｐ)＝ ＤｐＭ.
假定 Ｍ的光滑结构是 Ａ ＝{(Ｕαꎬφα):α∈Ｉ}ꎬ令

Ｗα ＝π
－１(Ｕα)＝ ∪

ｐ∈Ｕα
ＤｐＭꎬ

于是 ∪
α∈Ｉ
Ｗα ＝ＤＭ.对于每一个指标 α∈Ｉꎬ定义映射 ψα:Ｕα×Ｒ２ｍ＋１→π－１(Ｕα) 如下:

ｐ∈Ｕαꎬｔ＝(ｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)∈Ｒ２ｍ＋１ꎬ
则

ψα(ｐꎬｔ)＝ ｆＸ.

式中 ｘｉ ＝(φα) ｉꎬ１≤ ｉ≤ｍ 是 Ｕα 上由坐标映射 φα 给出的局部坐标系ꎬｆ(ｐ) ＝ ｃꎬ ∂
∂ｘｉ

( ｆ) ＝
∂( ｆ 􀳱φ－１

α )
∂ｘｉ ｐ

＝ ｚｉꎬ

Ｘ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ

∂
∂ｘｉ
. 这样的映射 ｆ显然是 Ｄ∞

ｐ (Ｕα)中唯一确定的元素ꎬ因此映射

ψα:Ｕα×Ｒ２ｍ＋１→π－１(Ｕα)
是 １－１ 映射.

考虑 ＤＭ的子集族

Ｂ＝ ∪
α∈Ｉ

{ψα(Ｗ):Ｗ是 Ｕα×Ｒ２ｍ＋１中任意开集} .

下面验证 Ｂ 是 ＤＭ的一个拓扑基.因为 π－１(Ｕα) 构成 ＤＭ的一个开覆盖.
假定 ｆＸ∈ＤＭꎬ 并且属于 Ｂ中两个成员的交集.设这两个成员是 ψα(Ｄ１×Ｖ１) 和 ψα(Ｄ２×Ｖ２)ꎬ其中 Ｄ１、

Ｄ２分别是 Ｕα、Ｕβ 中的开子集ꎬＶ１ꎬＶ２是 Ｒ２ｍ＋１中的开子集.
设 ｐ＝π( ｆＸ)∈Ｄ１∩Ｄ２⊂Ｕα∩Ｕβꎬ

并且

ｆＸ＝ψα(ｐꎬｔ)＝ ψα(φ
－１
α (ｘ１αꎬ􀆺ꎬｘｍα )ꎬ(ｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ))＝

ψβ(ｐꎬ􀭴ｔ)＝ ψβ(φ
－１
β (ｘ１βꎬ􀆺ꎬｘｍβ )ꎬ(ｃꎬ􀭴ｚ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｚｍꎬ􀭴ｙ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｙｍ)) .

其中(ｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)∈Ｖ１ꎬ(ｃꎬ􀭴ｚ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｚｍꎬ􀭴ｙ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｙｍ)∈Ｖ２ꎬ因而它们之间有关系式

ｘ ｊα ＝(φα 􀳱φ
－１
β ) ｊ(ｘ１βꎬ􀆺ꎬｘｍβ )ꎬ

∂
∂ｘ ｊα

( ｆ)＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １

∂( ｆ 􀳱φ－１
β )

∂ｘｉβ

∂ｘｉβ
∂ｘ ｊα

ꎬｙ ｊ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １

􀭴ｙｉ
∂ｘ ｊα
∂ｘｉβ
.

这个对应关系关于变量是光滑的ꎬ其中
∂ｘｊα
∂ｘｉβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是光滑流形 Ｍ 上从局部坐标系(Ｕβꎬｘｉβ) 到局部坐标系(Ｕαꎬｘｉα)

的坐标变换的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵.如果设
∂
∂ｘｉα

(ｆ)＝ ｚｉꎬ ∂
∂ｘｉβ

(ｆ)＝􀭴ｚｉꎬ则上述关系式为

—２５１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｚ ｊ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １

􀭴ｚｉ
∂ｘｉβ
∂ｘ ｊα

ꎬｙ ｊ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １

􀭴ｙｉ
∂ｘ ｊα
∂ｘｉβ

ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ. (２)

式(２)中第一个变换表达式是 １ 阶反变张量ꎬ第二个变换表达式是 １ 阶共变张量ꎬ它们都是关于变量的光

滑函数.
定义映射 Φαβ:(Ｕα×Ｕβ)×Ｒ２ｍ＋１→(Ｕα×Ｕβ)×Ｒ２ｍ＋１使得

Φαβ(ｐꎬ(ꎬ􀭴ｚ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｚｍꎬ􀭴ｙ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｙｍ))＝ (ｐꎬ( ｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ))ꎬ
其中( ｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)是从(􀭴ｚ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｚｍꎬ􀭴ｙ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｙｍ)按照(１)式计算的结果.因此 ｚｉ和 ｙｉ是关于 􀭴ｚ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｚｍꎬ

􀭴ｙ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｙｍ 的光滑函数.由于 ｄｅｔ
∂ｘ ｊα
∂ｘｉβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠０ꎬ所以 Φαβ有逆映射 Φβα ＝Φ

－１
αβꎬ它也是光滑的ꎬ所以 Φαβ是光滑同

胚ꎬ它将开集映为开集.由定义可知ꎬΦαβ与 ψαꎬψβ 之间的关系是

ψα 􀳱Φαβ 􀳱ψ
－１
β ＝ ｉｄ:π－１(Ｕα∩Ｕβ)→π

－１(Ｕα∩Ｕβ)ꎬ
即

ψα 􀳱Φαβ ＝ψβ:(Ｕα∩Ｕβ)×Ｒ２ｍ＋１→π－１(Ｕα∩Ｕβ) .
不妨取 Ｄ１ ＝Ｄ２ ＝Ｄ１∩Ｄ２ꎬ则 Φαβ(Ｄ２×Ｖ２)是 Ｕα×Ｒ２ｍ＋１中的开子集ꎬ并且

Φαβ 􀳱ψ
－１
β ( ｆＸ)＝ ψ

－１
α ( ｆＸ)∈Ｄ１×Ｖ１ .

又因为 ψ－１
β ( ｆＸ)∈Ｄ２×Ｖ２ꎬ 就有 Φαβ 􀳱ψ

－１
β ( ｆＸ)∈Φαβ(Ｄ２×Ｖ２) .

所以 Φαβ(Ｄ２×Ｖ２)∩(Ｄ１×Ｖ１)≠⌀.
因此ꎬ存在 ψ－１

α ( ｆＸ)在 Ｕα×Ｒ２ｍ＋１中的开邻域

Ｄ×Ｖ⊂Φαβ(Ｄ２×Ｖ２)∩(Ｄ１×Ｖ１)ꎬ
其中 Ｄ是 Ｕα 中的开集ꎬＶ是 Ｒ２ｍ＋１中的开子集.这样 ψα(Ｄ×Ｖ)∈Ｂꎬ并且

ｆＸ∈ψα(Ｄ×Ｖ)⊂ψβ(Ｄ２×Ｖ２) 　 ψα(Ｄ１×Ｖ１) .
这样就证明了 Ｂ 是 ＤＭ的拓扑基.下面我们在 ＤＭ建立光滑结构ꎬ使它成为微分流形.

因为{π－１(Ｕα):α∈Ｉ}构成 ＤＭ的一个开覆盖.对每一个指标 α∈Ｉꎬ定义映射 ξα:π
－１(Ｕα)→Ｒ３ｍ＋１如下:

ζα( ｆＸ)＝ (ｘ１αꎬ􀆺ꎬｘｍα ꎬｃꎬｚ１αꎬ􀆺ꎬｚｍα ꎬｙ１αꎬ􀆺ꎬｙｍα )ꎬ
这样ꎬξα 是从 π－１(Ｕα)到开集 φα(Ｕα)×Ｒ２ｍ＋１⊂Ｒ３ｍ＋１中的同胚ꎬ因此(π－１(Ｕα)ꎬζα) 是 ＤＭ 的一个坐标卡.
若 π－１(Ｕα)∩π

－１(Ｕβ)≠⌀ꎬ 则 Ｕα∩Ｕβ≠⌀ꎬ于是当 π－１(Ｕα)∩π
－１(Ｕβ)≠⌀时ꎬ坐标变换

ζβ 􀳱ζ
－１
α :φα(Ｕα∩Ｕβ)×Ｒ２ｍ＋１→φβ(Ｕα∩Ｕβ)×Ｒ２ｍ＋１

由下式给出:
ζβ 􀳱ζ

－１
α (ｘ１αꎬ􀆺ꎬｘｍα ꎬｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)＝ (ｘ１βꎬ􀆺ꎬｘｍβ ꎬｃꎬ􀭴ｚ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｚꎬ􀭴ｙ１ꎬ􀆺ꎬ􀭴ｙｍ)ꎬ

结合变换表达式(１)这样就使得 ＤＭ成为一个 ３ｍ＋１ 维的光滑流形.由此有下列定理:
定理 １　 设 ＤＭ＝ ∪

ｐ∈Ｍ
ＤｐＭ是光滑流形 Ｍ上全体模空间 ＤｐＭ的集合ꎬ则它构成了一个 ３ｍ＋１ 维的光滑

流形.
这样ꎬ我们就称 ＤＭ为光滑流形 Ｍ上的切模丛ꎬ其上的光滑结构简记为(π－１(Ｕα)ꎬζα) .在(１)中ꎬ我们

把 Ｄ∞
ｐ (Ｕα) 取作是 Ｃ∞

ｐ (Ｕα)的商空间ꎬ其中的函数分类是按照在该点处的取值和基底作用在函数上的值

对应都相等进行的ꎬ下面定理说明这样选取商空间的合理性.
定理 ２　 若 Ｘ∈ＴｐＭꎬｆꎬｈ∈Ｃ∞

ｐ (Ｕα)ꎬ且 ｆ~ ｈꎬ则对任意的 ｇ∈Ｃ∞
ｐ (Ｕα) 在(１)的定义下都有( ｆＸ)(ｇ)＝

(ｈＸ)(ｇ) .
证明　 设光滑流形 Ｍ 在 ｐ 点的容许坐标卡为(Ｕꎬφ)ꎬ相应的局部坐标系是 ｘｉꎬ即有 ｘｉ( ｐ) ＝ ｘｉ０ ＝

(φ(ｐ)) ｉ０ꎬｘｉ(ｑ)＝ (φ(ｑ)) ｉꎬ∀ｑ∈Ｕ.

记
∂
∂ｘｉ

:１≤ｉ≤ｍ{ } 为 ｐ 点处的切空间 ＴｐＭ 的基ꎬ则 Ｘ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∂

∂ｘｉ
.又因为

ｆ(ｑ)＝ ｆ 􀳱φ－１(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)＝ ｆ 􀳱φ－１(ｘ１０ꎬ􀆺ꎬｘｍ０ )＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
(ｘ ｊ－ｘ ｊ０)( ｆ ｊ 􀳱φ

－１)(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)ꎬ

其中 ｆ ｊ 􀳱φ
－１∈Ｃ∞(φ(Ｕ))ꎬ且
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( ｆ ｊ 􀳱φ
－１)(ｘ１０ꎬ􀆺ꎬｘｍ０ )＝

∂( ｆ 􀳱φ－１)
∂ｘ ｊ φ(ｘ１０ꎬ􀆺ꎬｘｍ０ )

＝ ∂
∂ｘ ｊ

( ｆ) 　 (见文献[４]) .

根据切向量所满足的条件以及函数 ｆ的表达式就有ꎬ

Ｘ( ｆ)＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∂

∂ｘｉ
( ｆ)＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∂

∂ｘｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
(ｘ ｊ － ｘ ｊ０)( ｆ ｊ 􀳱 φ

－１)(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)( ) ＝

∑
ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∂

∂ｘｉ
(ｘ ｊ)􀅰( ｆ ｊ 􀳱φ

－１)(ｘ１０ꎬ􀆺ꎬｘｍ０ )＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ􀅰( ｆｉ 􀳱φ

－１)(ｘ１０ꎬ􀆺ꎬｘｍ０ )＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ􀅰∂

∂ｘｉ
( ｆ) .

同理 Ｘ 作用在 ｇ、ｈ上分别是 Ｘ(ｇ)＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ􀅰∂

∂ｘｉ
(ｇ)ꎬＸ(ｈ)＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ􀅰∂

∂ｘｉ
(ｈ) .

因为 ｆ~ ｈꎬ所以有 ｆ(ｑ)＝ ｈ(ｑ)ꎬ ∂
∂ｘｉ

( ｆ)＝ ∂
∂ｘｉ

(ｈ)ꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ. 根据(１)( ｆＸ)(ｇ)＝ Ｘ( ｆ)ｇ(ｐ)＋Ｘ(ｇ) ｆ(ｐ)ꎬ

(ｈＸ)(ｇ)＝ Ｘ(ｈ)ｇ(ｐ)＋Ｘ(ｇ)ｈ(ｐ)ꎬ要使( ｆＸ)(ｇ)＝ (ｈＸ)(ｇ)ꎬ只需得出 Ｘ( ｆ)＝ Ｘ(ｈ) .由上述 Ｘ 作用在函

数上的推导得知这是显然相等的ꎬ该命题得证.

２　 切模丛的性质

切模丛是特殊的纤维丛ꎬ也是微分流形ꎬ在流形上有了微分结构以后ꎬ就可以讨论切模丛的一些性质.
定义 １　 光滑流形Ｍ上的一个切模丛场 ξ是指在流形Ｍ的每一点 ｐꎬ都指定了一个 ＤｐＭ中元素ꎬ即切

模丛场 Ｘ是一个映射 ξ:Ｍ→ＤＭꎬ使得 ξ(ｐ)∈ＤｐＭ.
定义 ２　 设 ξ是光滑流形 Ｍ 上的一个切模丛场.若在点 ｐ∈Ｍꎬ有局部坐标系(Ｕꎬｘｉ)ꎬ使得当切模丛场

ξ在 Ｕ 上的限制 ξ ｜ Ｕ ＝ ｆＸ 满足:Ｘ 是光滑流形 Ｍ上的一个 Ｃｒ 切向量场ꎬｆ是 Ｕ上的 Ｃｒ 函数ꎬ则称 ξ是 Ｍ 上

的 Ｃｒ－切模丛场ꎬ也称它为切模丛 ＤＭ上的一个 Ｃｒ 截面.当 ｒ＝∞ 时ꎬ称此截面为光滑截面ꎬ记 Γ(ＤＭ)为全

体光滑截面的集合.
定理 ３　 设 Ｍ是一个光滑流形ꎬＤＭ是 Ｍ上的切模丛ꎬξ是 Ｍ上的切模丛场ꎬ则 ξ是 Ｍ上的 Ｃｒ 切模丛

场的充要条件为 ξ是 Ｍ→ＤＭ的 Ｃｒ 映射ꎬ且 π 􀳱ξ＝ ｉｄ:Ｍ→Ｍ.
证明　 根据切模丛场的定义ꎬ映射 ξ:Ｍ→ＤＭ满足条件 π 􀳱ξ＝ ｉｄ:Ｍ→Ｍ.任取一点 ｐ∈Ｍꎬ设它的局部坐

标系为(Ｕꎻφｉ(ｐ)＝ ｘｉ)ꎬ根据切模丛的定义有 ξ(ｐ)＝ ｆＸꎬ由定理 １ 的证明中 ＤＭ上光滑结构 ζ知ꎬ
ζ( ｆＸ)＝ (ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍꎬｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)ꎬ

所以我们可以写出映射 ξ 的局部变换表达式为

ζ 􀳱ξ 􀳱φ－１(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)＝ (ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍꎬｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ) .

显然有每个 ｘｉ是(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ) 的光滑函数ꎬｃ ＝ ｆ(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)∈Ｃｒ .又由于 ｚｉ ＝ ∂( ｆ 􀳱φ－１)
∂ｘｉ

ꎬ所以 ｚｉ关于(ｘ１ꎬ􀆺ꎬ

ｘｍ)是光滑函数.又因为其中的 Ｘ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∂

∂ｘｉ
ꎬ显然也有 ｙｉ关于(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)是 Ｃｒ 函数.因此

ζ 􀳱ξ 􀳱φ－１(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)＝ (ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍꎬｃꎬｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)
是关于(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍ)的 ３ｍ＋１ 个 Ｃｒ 函数ꎬ即 ξ是 Ｍ上的 Ｃｒ 切模丛场.

在 Γ(ＤＭ)中定义自然的加法和数乘法ꎬ即 ξ、η∈Γ(ＤＭ)ꎬλ∈Ｒꎬ在任意点 ｐ∈Ｍ处令

(ξ＋η)(ｐ)＝ ξ(ｐ)＋η(ｐ)ꎬ(λξ)(ｐ)＝ λ􀅰ξ(ｐ)ꎬ
显然 ξ＋η、λξ仍然是光滑流形 Ｍ上的 Ｃｒ 切模丛场.这样 Γ(ＤＭ)就成为 Ｒ 上的实向量空间.特别地ꎬｒ ＝∞
时光滑切模丛场就可以看作是以光滑的方式依赖于点的一“场"模ꎬ而(１)给出了其定义ꎬ故光滑切模丛场

可以看作是作用在 Ｃ∞(Ｍ) 上一个微分算子.设 ξ∈Γ(ＤＭ)ꎬｇ∈Ｃ∞(Ｍ)ꎬ可以定义 ξ(ｇ)为 Ｍ上的一个函

数ꎬ它在 ｐ处的值是 ξ(ｇ)(ｐ)＝ (ξ(ｐ))(ｇ ｜ Ｕ)ꎬ其中 Ｕ是包含点 ｐ 的某一邻域.容易检验这个定义与点 ｐ的
邻域 Ｕ选取无关ꎬξ(ｇ)(ｐ)∈Ｒꎬ也有 ξ(ｇ)∈Ｃ∞(Ｍ) .下面给出光滑切模丛场的性质.

定理 ４　 设 Ｍ 是一个 ｍ维光滑流形ꎬξ∈Γ(ＤＭ)ꎬ则映射

ξ:Ｃ∞(Ｍ)→Ｃ∞(Ｍ)
满足下面两个条件:

—４５１—
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(１)ξ(ｇ＋ｈ)＝ ξ(ｇ)＋ξ(ｈ)ꎬ∀ｇ、ｈ∈Ｃ∞(Ｍ)ꎻ
(２)ξ(λｇ)＝ λ􀅰ξ(ｇ)ꎬ∀ｇ∈Ｃ∞(Ｍ)ꎬλ∈Ｒ.
逐点检验上述结论显然成立.如果取特殊的 ξ∈Γ(ＴＭ)ꎬ则它还能满足第三性质ꎬ即满足 Ｌｅｉｂｎｉｚ

法则:
(３)ξ(ｇ􀅰ｈ)＝ ξ(ｇ)􀅰ｈ＋ｇ􀅰ξ(ｈ)ꎬ∀ｇ、ｈ∈Ｃ∞ (Ｍ) .并且同时满足这三个条件的光滑切向量场还是唯一

确定的.
如果 ξ∈Γ(ＤＭ)ꎬ而 ξ∉Γ(ＴＭ)ꎬ在某一点 ｐ 的局部坐标邻域 Ｕ内ꎬξ可以表示成 ｆＸꎬ此时

ξ(ｇ􀅰ｈ)＝ ( ｆＸ)(ｇ􀅰ｈ)＝ Ｘ( ｆ􀅰ｇ􀅰ｈ)＝ Ｘ( ｆ)􀅰ｇ(ｐ)􀅰ｈ(ｐ)＋ｆ(ｐ)􀅰Ｘ(ｇ)􀅰ｈ(ｐ)＋ｆ(ｐ)􀅰ｇ(ｐ)􀅰Ｘ(ｈ)ꎬ
( ｆＸ)(ｇ)􀅰ｈ(ｐ)＋( ｆＸ)(ｈ)􀅰ｇ(ｐ)＝ Ｘ( ｆ􀅰ｇ)􀅰ｈ(ｐ)＋Ｘ( ｆ􀅰ｈ)􀅰ｇ(ｐ) .

显然 ξ(ｇ􀅰ｈ)≠ξ(ｇ)􀅰ｈ(ｐ)＋ｇ(ｐ)􀅰ξ(ｈ) .事实上切模丛场 ξ也不能满足 Ｌｅｉｂｎｉｚ 法则ꎬ否则满足这 ３ 个

条件能唯一确定的是光滑切向量场而不是切模丛场.在 Γ(ＴＭ) 空间中已有 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积的定义ꎬ下面在

Γ(ＤＭ) 空间中引入推广的括号积的概念:
定义 ３　 设 Ｘ、Ｙ∈Γ(ＴＭ)ꎬ对于任意的点 ｐ以及 ｐ点的开子集 Ｕ⊂Ｍꎬｆ、ｇ∈Ｄ∞(Ｕ)ꎬ定义

[ ｆＸꎬｇＹ] ｜ ｐ ＝( ｆ􀅰ｇ) ｜ Ｕ[ＸꎬＹ] ｜ ｐ＋( ｆ ｜ Ｕ􀅰Ｘ(ｇ))Ｙ ｜ ｐ－(ｇ ｜ Ｕ􀅰Ｙ( ｆ))Ｘ ｜ ｐ .
上述定义的[ ｆＸꎬｇＹ]∈Γ(ＤＵ) .称此为切模丛上的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积.

若 ｆꎬｇ∈Ｃ∞(Ｍ)ꎬ根据切丛上的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积运算得

[ ｆＸꎬｇＹ] ＝( ｆ􀅰ｇ)[ＸꎬＹ]＋( ｆ􀅰Ｘ(ｇ))Ｙ－(ｇ􀅰Ｙ( ｆ))Ｘꎬ
这也满足定义 ３ꎬ因此这是切丛上 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积概念在切模丛上的推广.

下面给出上述 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积在局部坐标系(π－１(Ｕ)ꎬζ)下的表达式ꎬ其中 Ｍ 上的局部坐标表达式记

为(Ｕꎬｚｉ) .

设 ξ、η∈Γ(ＤＭ)ꎬ在 Γ(ＤＵ)中ꎬ不妨设 ξ ｜ Ｕ ＝ ｆＸꎬη ｜ Ｕ ＝ｇＹꎬ其中 Ｘ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉ ∂

∂ｚｉ
ꎬＹ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∂

∂ｚｉ
ꎬ且有

ζ( ｆＸ)＝ ( ｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｃꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｍꎬｆ１ꎬ􀆺ꎬｆｍ)ꎬ　
ζ(ｇＹ)＝ ( ｚ１ꎬ􀆺ꎬｚｍꎬｂꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍꎬｇ１ꎬ􀆺ꎬｇｍ) .

由此有

[ ｆＸꎬｇＹ] ｜ ｐ ＝( ｆ􀅰ｇ) ｜ Ｕ ∑
ｍ

ｉꎬｊ ＝ １
ｘｉ ∂ｙ

ｊ

∂ｚｉ
－ｙｉ ∂ｘ

ｊ

∂ｚｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂
∂ｚ ｊ

＋ｆ ｜ Ｕ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉｇｉｙ ｊ ∂

∂ｚ ｊ
－ ｇ ｜ Ｕ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ｆｉｘ ｊ ∂

∂ｚ ｊ
＝

∑
ｍ

ｊ ＝ １
( ｆ􀅰ｇ) ｜ Ｕ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉ ∂ｙ

ｊ

∂ｚｉ
－ ｙｉ ∂ｘ

ｊ

∂ｚｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê ＋ｆ ｜ Ｕ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉｇｉｙ ｊ － ｇ ｜ Ｕ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ｆｉｘ ｊ ]

∂
∂ｚ ｊ
.

定理 ５　 在光滑切模丛场集合 Γ(ＤＭ)中的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积运算满足以下的运算律:
(１)反交换律:[ξꎬη] ＝ －[ηꎬξ]ꎻ
(２)分配律:[ａξ＋ｂηꎬζ] ＝ａ[ξꎬζ]＋ｂ[ηꎬζ]ꎻ
(３)Ｊａｃｏｂｉ 恒等式:[ξꎬ[ηꎬζ]]＋[ηꎬ[ζꎬξ]]＋[ζꎬ[ξꎬη]] ＝ ０.
其中 ξ、η、ζ∈Γ(ＤＭ)ꎬａ、ｂ∈Ｒ.
根据括号积的定义上述运算律是容易验证的.由定理 ５ 知ꎬΓ(ＤＭ)作为实数域 Ｒ 上的向量空间关于

Ｐｏｉｓｓｏｎ 括号积成为一个李代数ꎬ作为线性空间ꎬΓ(ＤＭ)是无穷维的.在切模丛上建立了李代数ꎬ就可以将

代数运算很好地应用于切模丛之上[６]ꎬ进一步地还可以在此基础上建立李群胚.纤维丛理论是现代物理学

研究规范场论的必修课ꎬ各种纤维丛的出现对规范场理论的研究和物理实验带来了可能性[７－８]ꎬ切模丛的

引入使切丛截面和流形的局部拓扑性质关系更加密切ꎬ其研究必然会带来很多有益之处[９] .
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