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[摘要] 　 本文主要由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维代数及其子代数ꎬ构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数及其拟三角结构.
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２０ 世纪 ６０ 年代ꎬ拓扑学家 Ｈｏｐｆ 在研究拓扑群的上链时引入 Ｈｏｐｆ 代数概念. 经过半个多世纪的发展ꎬ
Ｈｏｐｆ 代数已经成为代数学领域不可分割的一部分ꎬ并且它与其他领域的联系越来越紧密ꎬ交叉研究也越

来越多. 在众多 Ｈｏｐｆ 代数例子中ꎬ除群代数和 Ｌｉｅ 代数的泛包络代数之外ꎬ目前公认 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维 Ｈｏｐｆ
代数为最重要的一类 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ它是既非交换也非余交换并且维数最低的 Ｈｏｐｆ 代数(见文献[１]) . 近几

年ꎬ有关 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维 Ｈｏｐｆ 代数的研究甚多. 如ꎬ文献[２－３]的作者 ＣａｒｎｏｖａｌｅꎬＯｙｓｔａｅｙｅｎ 等人由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ
四维 Ｈｏｐｆ 代数构造 Ｂｒａｕｅｒ 群等.

无穷小双代数( ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｂｉａｌｇｅｂｒａ)概念是由 Ｊｏｎｉ 和 Ｒｏｔａ 为了从代数学的角度刻画差分中的积分

理论ꎬ于 １９７９ 年首次引入的(见文献[４]) . 无穷小双代数的基本理论及框架是 ２０００ 年由 Ａｇｕｉａｒ 提出

的. Ａｇｕｉａｒ 指出路代数是一种无穷小双代数ꎬ首次在无穷小双代数上引入 Ｄｒｉｎｆｅｌ’ｄ 偶概念ꎬ并建立拟三角

无穷小双代数与结合 Ｙａｎｇ 方程之间的关系ꎬ并将 Ｈｏｐｆ 代数的众多经典结果推广到无穷小 Ｈｏｐｆ 代数(见
文献[５]) .

目前有关无穷小双代数的研究ꎬ主要有两个方面ꎬ一是它与代数及组合的联系及应用(见文献[６－
９])ꎬ二是它与 Ｌｉｅ 双代数之间的关系及研究(见文献[１０－１３]) .

本文正是基于上述分析和考虑ꎬ将由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数及其子代数构造新的余代数结构ꎬ使之成为无穷小

双代数ꎬ进而构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数及拟三角结构.
该文所讨论的对象均在域 ｋ 的向量空间上ꎬ并采用 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 记法ꎬ记域 ｋ 上的代数与余代数结构ꎬ详

见文献[１] .

１　 基本定义

定义 １　 一个无穷小双代数(见文献[５])是一个三元组(ＡꎬｍꎬΔ)ꎬ其中(ＡꎬΔ)是一个余结合余代数
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(可能没有余单位)ꎬ(Ａꎬｍ)是一个结合代数(可能没有单位元)ꎬ使得对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ
Δ(ａｂ)＝ Δ(ａ)ｂ＋ａΔ(ｂ)ꎬ (１)

即ꎬ上式可以表达为

Δ＝( ｉｄＡ􀱋ｍ)(Δ􀱋ｉｄＡ)＋(ｍ􀱋ｉｄＡ)( ｉｄＡ􀱋Δ)ꎬ
即ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ

(ａｂ) １􀱋(ａｂ) ２ ＝ａ１􀱋ａ２ｂ＋ａｂ１􀱋ｂ２ꎬ
这里 Δ(ａｂ)＝ (ａｂ) １􀱋(ａｂ) ２ꎬΔ(ａ)＝ ａ１􀱋ａ２ꎬΔ(ｂ)＝ ｂ１􀱋ｂ２ .
注 １　 １.如果(ＡꎬｍꎬΔ)是一个带有单位元 １∈Ａ的无穷小双代数ꎬ则 Δ(１)＝ １Δ(１)＋Δ(１)１ꎬ故 Δ(１)

＝ ０.
２.如果在无穷小双代数(ＡꎬｍꎬΔ)中既存在单位元 １∈Ａꎬ又存在余单位 ε∈Ａ∗ꎬ则

１＝(１􀱋ε)Δ(１)＝ ０ꎬ
故 Ａ＝ ０.
３.设(ＡꎬｍꎬΔ)是一个无穷小双代数ꎬ如果它是有限维的ꎬ则它的对偶线性空间 Ａ∗也是一个无穷小双

代数ꎬ其中乘法结构是

Ａ∗􀱋Ａ∗≅(Ａ􀱋Ａ)∗ Δ∗

→Ａ∗ꎬ
余乘法结构是

Ａ∗ ｍ∗

→(Ａ􀱋Ａ)∗≅Ａ∗􀱋Ａ∗ .
４.设(ＡꎬｍꎬΔ)是一个无穷小双代数ꎬ则(Ａꎬ－ｍꎬΔ)ꎬ(Ａꎬｍꎬ－Δ)ꎬ(Ａꎬ－ｍꎬ－Δ)ꎬ以及(ＡꎬｍｏｐꎬΔｃｏｐ)均是

无穷小双代数ꎬ这里 ｍｏｐ ＝ｍ 􀳱 ꎬΔｃｏｐ ＝ 􀳱Δ.
５.设(Ａꎬｍ)为一个结合代数ꎬ则(ＡꎬｍꎬΔ＝ ０)为一个无穷小双代数.以后ꎬ称这样的无穷小双代数为平

凡的无穷小双代数.
定义 ２　 设 Ａ为一个无穷小双代数ꎬ如果 Ａ上的恒等映射 ｉｄＡ 是卷积可逆的(记它的逆元为 Ｓ∈Ｈｏｍｋ

(ＡꎬＡ))ꎬ则称 Ａ为一个无穷小 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ并称逆元 Ｓ 为无穷小 Ｈｏｐｆ 代数 Ａ 的对极映射(ａｎｔｉｐｏｄｅ)ꎬ这里

的卷积定义为:ｆꎬｇ∈Ｈｏｍｋ(ＡꎬＡ)ꎬ
ｆ☉ｇ＝ ｆ∗ｇ＋ｆ＋ｇ＝ｍ( ｆ􀱋ｇ)Δ＋ｆ＋ｇ.

因此ꎬ恒等映射 ｉｄＡ 的卷积逆为 Ｓ表明ꎬ对任意 ａ∈Ａꎬ
Ｓ(ａ１)ａ２＋Ｓ(ａ)＋ａ＝ ０＝ａ１Ｓ(ａ２)＋ａ＋Ｓ(ａ) . (２)

故由方程(２)可得:如果 ｕ∈Ｋｅｒ(Δ)ꎬ则
Ｓ(ｕ)＝ －ｕ.

定义 ３　 设 Ｈ４ 是一个 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维 Ｈｏｐｆ 代数[１]ꎬ即 Ｈ４ ＝ ｋ‹１ꎬｇꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇ２ ＝ １ꎬｘ２ ＝ ０ꎬｘｇ＝ －ｇｘ›是由元素

ｇꎬｘ生成的一个代数ꎬ它的余代数结构及对极映射定义为

Δ(ｇ)＝ ｇ􀱋ｇꎬΔ(ｘ)＝ ｘ􀱋ｇ＋１􀱋ｘꎬ
ε(ｇ)＝ １ꎬε(ｘ)＝ ０ꎬ
Ｓ(ｇ)＝ ｇ－１ꎬＳ(ｘ)＝ －ｇｘ.

这里域 ｋ的特征不等于 ２(以下所考虑的域 ｋ特征均不等于 ２ꎬ如ꎬ复数域 Ｃ) .显然ꎬＨ４ 是一个既非交

换也非余交换的 Ｈｏｐｆ 代数.
注 ２　 (１)在上述定义中ꎬ如果我们仅仅考虑 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ４ 的代数结构而忽略它的余代

数结构ꎬ则称这样的代数为 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数.
(２)由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ４ 的定义ꎬ不难发现它具有如下子代数:
(ⅰ)平凡子代数:ｋ(一维)ꎻＨ４(四维)ꎻ
(ⅱ)二维子代数(有 ３ 个):Ｂ１ ＝ ｋ‹１ꎬｇ ｜ ｇ２ ＝ １›ꎬＢ２ ＝ ｋ‹１ꎬｘ ｜ ｘ２ ＝ ０›ꎬＢ３ ＝ ｋ‹１ꎬｇｘ ｜ ｇｘ＝ －ｘｇꎬｘ２ ＝ ０›ꎻ
(ⅲ)三维子代数(仅有一个):Ｂ４ ＝ ｋ‹１ꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇｘ＝ －ｘｇꎬｘ２ ＝ ０› .
定义 ４　 设(Ａꎬｒ)是一个结合代数ꎬ如果存在元素 ｒ ＝ ｕｉ􀱋ｖｉ∈Ａ􀱋Ａ 使得元素 ｒ 是下列(ＡＹＢ)方程

的解:
—８１—
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ｒ１３ｒ１２－ｒ１２ｒ２３＋ｒ２３ｒ１３ ＝ ０ꎬ
则称(Ａꎬｒ)是一个拟三角无穷小双代数[２]ꎬ这里 ｒ１３ ＝ｕｉ􀱋１􀱋ｖｉꎬｒ１２ ＝ｕｉ􀱋ｖｉ􀱋１ꎬｒ２３ ＝ １􀱋ｕｉ􀱋ｖｉ .
注 ３　 (１)由文献[５]中的命题 ５.５ 知:拟三角无穷小双代数(Ａꎬｒ)实际上是一个无穷小双代数(Ａꎬｍꎬ

Δ＝Δｒ)ꎬ这里余乘法 Δｒ 定义如下:
Δｒ(ａ)≡ａ􀅰ｒ－ｒ􀅰ａ.

(２)设(ＡꎬｍꎬΔ)是 １ 个无穷小双代数ꎬ则由文献[２]中的命题 ５.５ 知ꎬ存在非零元素 ｒ ＝ ｕｉ􀱋ｖｉ 满足下

列条件:
Δ(ａ)≡ａ􀅰ｒ－ｒ􀅰ａꎬ (３)

(Δ⊗ｉｄ)( ｒ)＝ －ｒ２３ｒ１３ꎬ (４)
( ｉｄ⊗Δ)( ｒ)＝ ｒ１３ｒ１２ꎬ (５)

则(ＡꎬｍꎬΔꎬｒ)是一个拟三角无穷小双代数.
(３)本文所讨论的拟三角无穷小双代数均指上述注记中的拟三角无穷小双代数ꎬ即ꎬ存在一个元素

ｒ＝ｕｉ⊗ｖｉ∈Ａ⊗Ａꎬ并满足条件(３) ~ (５)的一个无穷小双代数(ＡꎬｍꎬΔ) .

２　 由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数的真子代数构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数

本节将由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数的所有真子代数构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数及其拟三角结构.
设 Ｂ１ ＝ ｋ‹１ꎬｇ ｜ ｇ２ ＝ １›是 Ｈ４ 的二维子代数ꎬ并设

Δ(１)＝ ０ꎬ
Δ(ｇ)＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｇ＋ｋ３ｇ⊗１＋ｋ４ｇ⊗ｇꎬ

使得如下相容条件成立:
Δ(ｇ２)＝ Δ(ｇ)ｇ＋ｇΔ(ｇ)＝ ０⇒

(ｋ２＋ｋ３)１⊗１＋(ｋ１＋ｋ４)１⊗ｇ＋(ｋ１＋ｋ４)ｇ⊗１＋(ｋ２＋ｋ３)ｇ⊗ｇ＝ ０⇒ｋ１＋ｋ４ ＝ ０ꎬｋ２＋ｋ３ ＝ ０.
为了在 Ｂ１ 上构造无穷小双代数ꎬ(Ｂ１ꎬΔ)必须是一个余代数ꎬ即ꎬ余乘法 Δ满足余结合律.由于 Δ(１)＝ ０ꎬ

所以余乘法 Δ需要满足

( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｇ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｇ) .
经过计算ꎬ得到如下关系式:

( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｇ)＝ (ｋ２１⊗ｋ４ｇ)⊗Δ(ｇ)＝ ｋ１ｋ２１􀱋１􀱋１＋ｋ２２１􀱋１􀱋ｇ＋ｋ２ｋ３１􀱋ｇ􀱋１＋
ｋ２ｋ４１􀱋ｇ􀱋ｇ＋ｋ１ｋ４ｇ􀱋１􀱋１＋ｋ２ｋ４ｇ􀱋１􀱋ｇ＋ｋ３ｋ４ｇ􀱋ｇ􀱋１＋ｋ２４ｇ􀱋ｇ􀱋ｇꎬ

(Δ⊗ｉｄ)Δ(ｇ)＝ ｋ３Δ(ｇ)⊗１＋ｋ４Δ(ｇ)⊗ｇ＝ ｋ１ｋ３１􀱋１􀱋１＋ｋ２ｋ３１􀱋ｇ􀱋１＋ｋ２３ｇ􀱋１􀱋１＋
ｋ３ｋ４ｇ􀱋ｇ􀱋１＋ｋ１ｋ４１􀱋１􀱋ｇ＋ｋ２ｋ４１􀱋ｇ􀱋ｇ＋ｋ３ｋ４ｇ􀱋１􀱋ｇ＋ ＋ｋ２４ｇ􀱋ｇ􀱋ｇ.

因此ꎬ由( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｇ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｇ)知:
ｋ１ｋ２ ＝ ｋ１ｋ３ꎬｋ２２ ＝ ｋ１ｋ４ꎬｋ１ｋ４ ＝ ｋ２３ꎬｋ２ｋ４ ＝ ｋ３ｋ４ .

在上述方程组中ꎬ若 ｋ２≠０ꎬ则由上式知:ｋ２２ ＝ －ｋ２１ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬｋ２ ＝ ０ꎬ再由上式和 ｋ２２ ＝ －ｋ２１ 知:ｋ３ ＝ ０ ＝ ｋ１ꎬ
从而 ｋ４ ＝ ０.因此ꎬ要使(Ｂ１ꎬΔ)为无穷小双代数ꎬ必须 Δ ＝ ０ꎬ即ꎬ子代数 Ｂ１ 只有平凡的无穷小双代数ꎬ没有

平凡的无穷小双代数(Ｈｏｐｆ 代数) .
类似地ꎬ我们可以在另外两个二维子代数 Ｂ２ 和 Ｂ３ 上构造非平凡无穷小双代数(Ｈｏｐｆ 代数) .
命题 １　 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数的 ３ 个二维子代数的无穷小双代数或无穷小 Ｈｏｐｆ 代数的结构如下.
Ⅰ.Ｂ１ ＝ ｋ‹１ꎬｇ ｜ ｇ２ ＝ １›ꎬ没有非平凡的无穷小双代数(Ｈｏｐｆ 代数) .
Ⅱ.Ｂ２ ＝ ｋ‹１ꎬｘ ｜ ｘ２ ＝ ０›ꎬ无穷小 Ｈｏｐｆ 代数结构如下:

Δ(１)＝ ０ꎬΔ(ｘ)＝ ｌｘ⊗ｘꎬＳ(１)＝ －１ꎬＳ(ｘ)＝ －ｘ.
Ⅲ.Ｂ３ ＝ ｋ‹１ꎬｇｘ ｜ ｇｘ＝ －ｘｇꎬｘ２ ＝ ０›ꎬ无穷小 Ｈｏｐｆ 代数结构如下:

Δ(１)＝ ０ꎬΔ(ｇｘ)＝ ｌｇｘ⊗ｇｘꎬＳ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘ.
设 Ｂ４ ＝ ｋ‹１ꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇｘ＝ －ｘｇꎬｘ２ ＝ ０›是 Ｈ４ 的一个三维子代数ꎬ并设

Δ(ｘ)＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｘ＋ｋ３１⊗ｇｘ＋ｋ４ｘ⊗１＋ｋ５ｘ⊗ｘ＋ｋ６ｘ⊗ｇｘ＋ｋ７ｇｘ⊗１＋ｋ８ｇｘ⊗ｘ＋ｋ９ｇｘ⊗ｇｘΔ(ｇｘ)

—９１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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＝ ｌ１１⊗１＋ｌ２１⊗ｘ＋ｌ３１⊗ｇｘ＋ｌ４ｘ⊗１＋ｌ５ｘ⊗ｘ＋ｌ６ｘ⊗ｇｘ＋ｌ７ｇｘ⊗１＋ｌ８ｇｘ⊗ｘ＋ｌ９ｇｘ⊗ｇｘ.
下面ꎬ我们将在 Ｂ４ 上构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数. 为此.设如下相容条件成立:

Δ(ｘ２)＝ Δ(ｘ)ｘ＋ｘΔ(ｘ)＝ ０ꎬ (６)
Δ(ｘ􀅰ｇｘ)＝ Δ(ｘ)ｇｘ＋ｘΔ(ｇｘ)＝ ０ꎬ (７)
Δ(ｇｘ􀅰ｇｘ)＝ Δ(ｇｘ)ｇｘ＋ｇｘΔ(ｇｘ)＝ ０ꎬ (８)

由于

Δ(ｘ)ｘ＋ｘΔ(ｘ)＝ ｋ１１⊗ｘ＋ｋ４ｘ⊗ｘ＋ｋ７ｇｘ⊗ｘ＋ｋ１ｘ⊗１＋ｋ２ｘ⊗ｘ＋ｋ３ｘ⊗ｇｘ＝ ０ꎬ
Δ(ｘ)ｇｘ＋ｘΔ(ｇｘ)＝ ｋ１１⊗ｇｘ＋ｋ４ｘ⊗ｇｘ＋ｋ７ｇｘ⊗ｇｘ＋ｌ１ｘ⊗１＋ｌ２ｘ⊗ｘ＋ｌ３ｘ⊗ｇｘ＝ ０ꎬ
Δ(ｇｘ)ｇｘ＋ｇｘΔ(ｇｘ)＝ ｌ１１⊗ｇｘ＋ｌ４ｘ⊗ｇｘ＋ｌ７ｇｘ⊗ｇｘ＋ｌ１ｇｘ⊗１＋ｌ２ｇｘ⊗ｘ＋ｌ３ｇｘ⊗ｇｘ＝ ０ꎬ

所以ꎬ方程(６)ꎬ(７)ꎬ(８)所对应的解分别为

ｋ１ ＝ ０ꎬｋ７ ＝ ｋ３ ＝ ０ꎬｋ２＋ｋ４ ＝ ０ꎬ (６′)
ｌ１ ＝ ０ꎬｌ４ ＝ ｌ２ ＝ ０ꎬｌ３＋ｌ７ ＝ ０ꎬ (７′)
ｋ１ ＝ ｋ７ ＝ ｌ１ ＝ ｌ２ ＝ ０ꎬｋ４＋ｋ３ ＝ ０ꎬ (８′)

为此ꎬ再设

Δ(ｘ)＝ ｋ２１⊗ｘ－ｋ２ｘ⊗１＋ｋ５ｘ⊗ｘ＋ｋ６ｘ⊗ｇｘ＋ｋ８ｇｘ⊗ｘ＋ｋ９ｇｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌ３１⊗ｇｘ＋ｌ５ｘ⊗ｘ＋ｌ６ｘ⊗ｇｘ－ｌ３ｇｘ⊗１＋ｌ８ｇｘ⊗ｘ＋ｌ９ｇｘ⊗ｇｘ.

为使 Ｂ４ 是一个无穷小双代数ꎬ(Ｂ４ꎬΔ)必须是一个余代数ꎬ即ꎬ余乘法 Δ需要满足如下余结合律:
( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｘ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｘ)ꎬ
( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｇｘ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｇｘ) .

经过直接计算ꎬ可得

ｋ５ ＝ ｋ９ ＝ ｌ６ ＝ ｌ８ꎬ
其余为 ０.因此ꎬ

Δ(ｘ)＝ ｌｘ⊗ｘ＋ｌｇｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌｘ⊗ｇｘ＋ｌｇｘ⊗ｘꎬ

　 这里 ｌ≠０ꎬ

再设 Ｓ(ｘ)＝ ｋ１１＋ｋ２ｘ＋ｋ３ｇｘꎬＳ(ｇｘ)＝ ｌ１＋ｌ２ｘ＋ｌ３ｇｘꎬ则由等式(２)知:
ｘ１Ｓ(ｘ２)＋Ｓ(ｘ)＋ｘ＝ ０ꎻ(ｇｘ) １Ｓ((ｇｘ) ２)＋Ｓ(ｇｘ)＋ｇｘ＝ ０.

因此ꎬ通过直接计算得到

ｋ１ ＝ ０ꎬ
ｌ１ ｌ＋ｋ３ ＝ ０ꎬ
ｋ２－ｋ１ ｌ＋１＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

并且

ｌ１ ＝ ０ꎬ
ｌ２＋ｌ１ ｌ＝ ０ꎬ
ｌ１ ｌ＋ｌ３＋１＝ ０.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１０)

解得

ｋ１ ＝ ｋ３ ＝ ０ꎬｋ２ ＝ －１ꎻｌ１ ＝ ｌ２ ＝ ０ꎬｌ３ ＝ －１.
因此ꎬ

Ｓ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎬ
于是有

命题 ２　 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数的三维子代数 Ｂ４ 上的无穷小双代数或无穷小 Ｈｏｐｆ 代数的结构如下:
Δ(１)＝ ０ꎬ

Δ(ｘ)＝ ｌｘ⊗ｘ＋ｌｇｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌｘ⊗ｇｘ＋ｌｇｘ⊗ｘꎬ

Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎬ
—０２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



刘任远ꎬ等:由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维代数构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数

这里 ｌ≠０.
接下来ꎬ我们在 Ｈ４ 的 ３ 个子代数上分别构造拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数结构.
首先ꎬ在子代数 Ｂ２ 上构造拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数结构. 设

ｒ＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｘ＋ｋ３ｘ⊗１＋ｋ４ｘ⊗ｘ∈Ｂ２⊗Ｂ２ꎬ
满足注 ３ 中的相容条件(３) ~ (５) .如果元素 ｒ满足条件(３)ꎬ则

Δ(ｘ)＝ ｘ􀅰ｒ－ｒ􀅰ｘ＝ ｋ１ｘ⊗１＋ｋ２ｘ⊗ｘ－ｋ１１⊗ｘ－ｋ３ｘ⊗ｘ＝ ｌｘ⊗ｘꎬ
解得 ｋ１ ＝ ０ꎬｋ２－ｋ３ ＝ ｌ.
再设 ｒ＝ ｋ２１⊗ｘ＋(ｋ２－ｌ)ｘ⊗１＋ｋ４ｘ⊗ｘꎬ
代入式(４)得

(Δ⊗ｉｄ)( ｒ)＝ ｌ(ｋ２－ｌ)ｘ⊗ｘ⊗１＋ｋ４ ｌｘ⊗ｘ⊗ｘ＝ －ｒ２３ｒ１３ ＝ ｋ２( ｌ－ｋ２)ｘ⊗１⊗ｘ－
( ｌ－ｋ２) ２ｘ⊗ｘ⊗１＋２ｋ４( ｌ－ｋ２)ｘ⊗ｘ⊗ｘ＋ｋ２( ｌ－ｋ２)１⊗ｘ⊗ｘꎬ

因此ꎬ
ｋ４ ｌ＝ ２ｋ４( ｌ－ｋ２)ꎬ

ｌ( ｌ－ｋ２)＝ ( ｌ－ｋ２) ２ꎬ
ｋ２( ｌ－ｋ２)＝ ０.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)

在方程组(１１)中ꎬ如果 ｌ－ｋ２≠０ꎬ则 ｋ２ ＝ ０ꎬ因此ꎬｋ４ ｌ＝ ０ꎬ从而 ｋ４ ＝ ０ꎬ解得

ｒ＝ －ｌｘ⊗１ꎬ
并且满足式(５) .
如果 ｌ－ｋ２ ＝ ０ꎬ即 ｋ２ ＝ ｌꎬ 则由上述方程组(１１)解得 ｋ４ ＝ ０ꎬ 于是

ｒ＝ ｌ１⊗ｘꎬ
并且满足式(５) .
综上所述ꎬ存在元素 ｒ＝－ｌｘ⊗１ 或 ｒ ＝ ｌ１⊗ｘ 均满足条件(３) ~ (５)ꎬ因此ꎬ由命题 １ 知:(Ｂ２ꎬｒ ＝ －ｌｘ⊗１)和

(Ｂ２ꎬｒ＝ ｌ１⊗ｘ)均是拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数.
下面ꎬ在子代数 Ｂ３ 上构造拟三角结构. 先设

ｒ＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｇｘ＋ｋ３ｇｘ⊗１＋ｋ４ｇｘ⊗ｇｘꎬ
满足注(３)中相容条件(３) ~ (５) .如果元素 ｒ满足条件(３)ꎬ则

Δ(ｇｘ)＝ ｇｘ􀅰ｒ－ｒ􀅰ｇｘ＝ ｋ１ｇｘ⊗１＋ｋ２ｇｘ⊗ｇｘ－ｋ１１⊗ｇｘ－ｋ３ｇｘ⊗ｇｘꎬ
因此ꎬ由命题 １ 知:

ｋ１ｇｘ⊗１＋ｋ２ｇｘ⊗ｇｘ－ｋ１１⊗ｇｘ－ｋ３ｇｘ⊗ｇｘ＝ ｌｇｘ⊗ｇｘꎬ
解得 ｋ１ ＝ ０ꎬｋ２－ｋ３－ｌ＝ ０.
再设 ｒ＝ ｋ２１⊗ｇｘ＋(ｋ２－ｌ)ｇｘ⊗１＋ｋ４ｇｘ⊗ｇｘꎬ
代入式(４)得

(Δ⊗ｉｄ)( ｒ)＝ ｌ(ｋ２－ｌ)ｇｘ⊗ｇｘ⊗１＋ｋ４ ｌｇｘ⊗ｇｘ⊗ｇｘ＝ －ｒ２３ｒ１３ ＝ ｋ２( ｌ－ｋ２)ｇｘ⊗１⊗ｇｘ－
( ｌ－ｋ２) ２ｇｘ⊗ｇｘ⊗１＋２ｋ４( ｌ－ｋ２)ｇｘ⊗ｇｘ⊗ｇｘ＋ｋ２( ｌ－ｋ２)１⊗ｇｘ⊗ｇｘꎬ

因此

ｋ４ ｌ＝ ２ｋ４( ｌ－ｋ２)ꎬ

ｌ( ｌ－ｋ２)＝ ( ｌ－ｋ２) ２ꎬ
ｋ２( ｌ－ｋ２)＝ ０.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１２)

注意:方程组(１２)与方程组(１１)是相同的. 因此ꎬ类似方程组(１１)ꎬ我们可以解得

ｒ＝ －ｌｇｘ⊗１ꎬ
或

ｒ＝ ｌ１⊗ｇｘ.
综上所述ꎬ(Ｂ３ꎬｒ＝ －ｌｇｘ⊗１)和(Ｂ３ꎬｒ＝ ｌ１⊗ｇｘ)均是拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数. 因此ꎬ根据命题 １ꎬ我们有

命题 ３　 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数的两个子代数 Ｂ ｉ( ｉ＝ ２ꎬ３)上的拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数的结构如下:

—１２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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(１)Ｂ２ ＝ ｋ‹１ꎬｘ ｜ ｘ２ ＝ ０›上的拟三角结构:
ｒ＝ －ｌｘ⊗１ꎻｒ＝ ｌ１⊗ｘꎬ这里 ｌ≠０.

(２)Ｂ３ 上的拟三角结构:
ｒ＝ －ｌｇｘ⊗１ꎻｒ＝ ｌ１⊗ｇｘꎬ这里 ｌ≠０.

下面ꎬ我们将在子代数 Ｂ４ ＝ ｋ‹１ꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇｘ＝ －ｘｇꎬｘ２ ＝ ０›上构造拟三角结构. 为此ꎬ我们假设

ｒ＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｘ＋ｋ３１⊗ｇｘ＋ｋ４ｘ⊗１＋ｋ５ｘ⊗ｘ＋ｋ６ｘ⊗ｇｘ＋ｋ７ｇｘ⊗１＋ｋ８ｇｘ⊗ｘ＋ｋ９ｇｘ⊗ｇｘ
满足注 ３ 中的相容条件(３) ~ (５) . 如果元素 ｒ满足条件(３)ꎬ则由命题 ２ 知:

Δ(ｘ)＝ ｘ􀅰ｒ－ｒ􀅰ｘ＝ ｋ１ｘ⊗１＋ｋ２ｘ⊗ｘ＋ｋ３ｘ⊗ｇｘ－ｋ１⊗ｘ－ｋ４ｘ⊗ｘ－ｋ７ｇｘ⊗ｘ＝ ｌｘ⊗ｘ＋ｌｇｘ⊗ｇｘꎬ
解得 ｋ１ ＝ ０ꎬｋ２－ｋ４ ＝ ｌꎬｋ３ ＝ ０ꎬｋ７ ＝ ０.
再设 ｒ＝ ｋ２ｘ⊗ｘ＋(ｋ２－ｌ)ｘ⊗１＋ｋ５ｘ⊗ｘ＋ｋ６ｘ⊗ｇｘ＋ｋ８ｇｘ⊗ｘ＋ｋ９ｇｘ⊗ｇｘꎬ
则由条件(３)知

Δ(ｇｘ)＝ ｇｘ􀅰ｒ－ｒ􀅰ｇｘ＝(ｋ２－ｌ)ｘ⊗ｇｘꎬ
这与 Δ(ｇｘ)＝ ｌｘ⊗ｇｘ＋ｌｇｘ⊗ｘꎬ矛盾. 因此ꎬ有
命题 ４　 在 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数的子代数 Ｂ４ 上ꎬ尽管具有无穷小 Ｈｏｐｆ 代数结构ꎬ但不存在拟三角结构.

３　 由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数

对于 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数 Ｈ４ ＝ ｋ‹１ꎬｇꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇ２ ＝ １ꎬｘ２ ＝ ０ꎬｘｇ ＝ －ｇｘ›ꎬ下面ꎬ我们构造它的无穷小双代数结

构ꎬ设
Δ(１)＝ ０ꎬ

Δ(ｇ)＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｇ＋ｋ３１⊗ｘ＋ｋ４１⊗ｇｘ＋ｋ５ｇ⊗１＋ｋ６ｇ⊗ｇ＋ｋ７ｇ⊗ｘ＋ｋ８ｇ⊗ｇｘ＋ｋ９ｘ⊗１＋ｋ１０ｘ⊗ｇ＋
ｋ１１ｘ⊗ｘ＋ｋ１２ｘ⊗ｇｘ＋ｋ１３ｇｘ⊗１＋ｋ１４ｇｘ⊗ｇ＋ｋ１５ｇｘ⊗ｘ＋ｋ１６ｇｘ⊗ｇｘꎬ

满足如下相容条件(１):
Δ(ｇ２)＝ Δ(ｇ)ｇ＋ｇΔ(ｇ)＝ ０ꎬ

则通过计算得到

ｋ１＋ｋ６ ＝ ０ꎬｋ２＋ｋ５ ＝ ０ꎬｋ３－ｋ８ ＝ ０ꎬｋ４－ｋ７ ＝ ０ꎬ
ｋ９＋ｋ１４ ＝ ０ꎬｋ１０＋ｋ１３ ＝ ０ꎬｋ１１－ｋ１６ ＝ ０ꎬｋ１５－ｋ１２ ＝ ０ꎬ

为此ꎬ再设

Δ(ｇ)＝ ｋ１１⊗１＋ｋ２１⊗ｇ＋ｋ３１⊗ｘ＋ｋ４１⊗ｇｘ－ｋ２ｇ⊗１－ｋ１ｇ⊗ｇ＋ｋ４ｇ⊗ｘ＋ｋ３ｇ⊗ｇｘ＋ｋ９ｘ⊗１＋ｋ１０ｘ⊗ｇ＋
ｋ１１ｘ⊗ｘ＋ｋ１２ｘ⊗ｇｘ－ｋ１０ｇｘ⊗１－ｋ９ｇｘ⊗ｇ＋ｋ１２ｇｘ⊗ｘ＋ｋ１１ｇｘ⊗ｇｘ.

对于元素 ｘꎬ设
Δ(ｎ)＝ ｌ１１⊗１＋ｌ２１⊗ｇ＋ｌ３１⊗ｘ＋ｌ４１⊗ｇｘ－ｌ５ｇ⊗１＋ｌ６ｇ⊗ｇ＋ｌ７ｇ⊗ｘ＋ｌ８ｇ⊗ｇｘ＋ｌ９ｘ⊗１＋ｌ１０ｘ⊗ｇ＋

ｌ１１ｘ⊗ｘ＋ｌ１２ｘ⊗ｇｘ＋ｌ１３ｇｘ⊗１＋ｌ１４ｇｘ⊗ｇ＋ｌ１５ｇｘ⊗ｘ＋ｌ１６ｇｘ⊗ｇｘꎬ
满足如下相容条件(１):

Δ(ｘ２)＝ Δｘ(ｘ)＋ｘΔ(ｘ)＝ ０ꎬ
即

Δ(ｘ)ｘ＋ｘΔ(ｘ)＝ ｌ１１⊗ｘ＋ｌ２１ｇ⊗ｘ＋ｌ５ｇ⊗ｘ＋ｌ６ｇ⊗ｇｘ＋( ｌ９＋ｌ３)ｘ⊗ｘ＋( ｌ１０＋ｌ４)ｘ⊗ｇｘ＋
( ｌ１３－ｌ７)ｇｘ⊗ｘ＋( ｌ１４－ｌ８)ｇｘ⊗ｇｘ－ｌ５ｇｘ⊗１－ｌ６ｇｘ⊗ｇｘ＝ ０ꎬ

则

ｌ１ ＝ ０ꎬｌ２ ＝ ０ꎬｌ５ ＝ ０ꎬｌ６ ＝ ０ꎬ
ｌ３＋ｌ９ ＝ ０ꎬｌ７－ｌ１３ ＝ ０ꎬｌ８－ｌ１４ ＝ ０ꎬｌ４＋ｌ１０ ＝ ０ꎬ

为此ꎬ再设

Δ(ｘ)＝ ｌ３１⊗ｘ＋ｌ４１ｇ⊗ｘ＋ｌ７ｇ⊗ｘ＋ｌ８ｇ⊗ｇｘ－ｌ３ｘ⊗１－ｌ４ｘ⊗ｇ＋ｌ１１ｘ⊗ｘ＋
ｌ１２ｘ⊗ｇｘ＋ｌ７ｇｘ⊗１＋ｌ８ｇｘ⊗ｇ＋ｌ１５ｇｘ⊗ｘ＋ｌ１６ｇｘ⊗ｇｘ.

对于元素 ｇｘꎬ由于 Δ(ｇｘ)＝ Δ(ｇ)ｘ＋ｇΔ(ｘ)ꎬ所以将以上计算所得 Δ(ｘ)ꎬΔ(ｇ)代入 Δ(ｇ)ｘ＋ｇΔ(ｘ)ꎬ并
整理得
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刘任远ꎬ等:由 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 四维代数构造无穷小 Ｈｏｐｆ 代数

Δ(ｇｘ)＝ Δ(ｇ)ｘ＋ｇΔ(ｘ)＝ (ｋ１＋ｌ７)１⊗ｘ＋(－ｋ２＋ｌ３)ｇ⊗ｘ＋(－ｋ１＋ｌ４)ｇ⊗ｇｘ＋(ｋ９＋ｌ１５)ｘ⊗ｘ＋(ｋ１０＋ｌ１６)ｘ⊗ｇｘ＋
(－ｋ１０＋ｌ１１)ｇｘ⊗ｘ＋(－ｋ９＋ｌ１２)ｇｘ⊗ｇｘ＋(ｋ２＋ｌ８)１⊗ｇｘ－ｌ３ｇｘ⊗１－ｌ４ｇｘ⊗ｇ－ｌ７ｘ⊗１－ｌ８ｘ⊗ｇ.

又由于(Ｈ４ꎬΔ)须是一个余代数ꎬ即ꎬ它的余乘法 Δ满足如下余结合律:
( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｇ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｇ)ꎬ
( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｘ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｘ)ꎬ

( ｉｄ⊗Δ)Δ(ｇｘ)＝ (Δ⊗ｉｄ)Δ(ｇｘ)ꎬ
经过计算并辅助 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａꎬ我们不难得到如下结果:
Ⅰ　 ｋ４ ＝ ｋ７ ＝ ｌ１１ ＝ ｌꎬ其余为 ０ꎻ
Ⅱ　 ｋ３ ＝ ｋ８ ＝ ｌ１２ ＝ ｌꎬ其余为 ０ꎻ
Ⅲ　 ｋ１２ ＝ ｋ１５ ＝ ｌꎬ其余为 ０ꎻ
Ⅳ　 ｋ１１ ＝ ｋ１６ ＝ ｌ１ꎬｌ１２ ＝ ｌ１５ ＝ ｌ２ꎬ其余为 ０ꎻ
Ⅴ　 ｋ１２ ＝ ｋ１５ ＝ ｌ１ꎬｋ１１ ＝ ｋ１６ ＝ ｌ２ꎬ其余为 ０ꎻ
Ⅵ　 ｋ１２ ＝ ｋ１５ ＝ ｌ１ꎬｌ１１ ＝ ｌ１６ ＝ ｌ２ꎬ其余为 ０ꎻ
这里 ｌꎬｌ１ꎬｌ２ꎬｌ３ 均是域 ｋ上的任意数.
综上ꎬ我们有

定理 １　 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数 Ｈ４ ＝ ｋ‹１ꎬｇꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇ２ ＝ １ꎬｘ２ ＝ ０ꎬｘｇ＝ －ｇｘ›上的无穷小双代数的结构如下:
Ⅰ

Δ(１)＝ ０ꎬ
Δ(ｇ)＝ ｌ１⊗ｇｘ＋ｌｇ⊗ｘꎬ
Δ(ｘ)＝ ｌｘ⊗ｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌｇｘ⊗ｘꎻ

Ⅱ
Δ(１)＝ ０ꎬ

Δ(ｇ)＝ ｌ１⊗ｘ＋ｌｇ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｘ)＝ ｌｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌｇｘ⊗ｇｘꎻ

Ⅲ
Δ(１)＝ ０ꎬ

Δ(ｇ)＝ ｌｇ⊗ｘ＋ｌｘ⊗ｇｘ
Δ(ｘ)＝ ０ꎬΔ(ｇｘ)＝ ０ꎻ

Ⅳ
Δ(１)＝ ０ꎬ

Δ(ｇ)＝ ｌ１ｘ⊗ｘ＋ｌ１ｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｘ)＝ ｌ２ｘ⊗ｇｘ＋ｌ２ｇｘ⊗ｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌ２ｇｘ⊗ｇｘ＋ｌ２ｘ⊗ｘꎻ

Ⅴ
Δ(１)＝ ０ꎬ

Δ(ｇ)＝ ｌ１ｇｘ⊗ｘ＋ｌ１ｘ⊗ｇｘ＋ｌ２ｘ⊗ｘ＋ｌ２ｇｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｘ)＝ ０ꎬΔ(ｇｘ)＝ ０ꎻ

Ⅵ
Δ(１)＝ ０ꎬ
Δ(ｇ)＝ ０ꎬ

Δ(ｘ)＝ ｌ１ｇｘ⊗ｘ＋ｌ１ｘ⊗ｇｘ＋ｌ２ｘ⊗ｘ＋ｌ２ｇｘ⊗ｇｘꎬ
Δ(ｇｘ)＝ ｌ１ｇｘ⊗ｇｘ＋ｌ１ｘ⊗ｘ＋ｌ２ｇｘ⊗ｘ＋ｌ２ｘ⊗ｇｘꎬ

这里 ｌꎬｌ１ꎬｌ２ 均是域 ｋ上的任意数.

—３２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４２ 卷第 ４ 期(２０１９ 年)

针对定理 １ 中的 ６ 种无穷小双代数ꎬ并由等式(２)ꎬ我们可以计算 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数 Ｈ４ 上的无穷小 Ｈｏｐｆ
代数的对极映射ꎬ经计算得到

命题 ５　 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数 Ｈ４ ＝ ｋ‹１ꎬｇꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇ２ ＝ １ꎬｘ２ ＝ ０ꎬｘｇ ＝ －ｇｘ›上的无穷小 Ｈｏｐｆ 代数的对极映射

如下:
Ⅰ　 Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇ)＝ －ｇ＋２ｌｇｘꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎻ
Ⅱ　 Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇ)＝ －ｇ＋２ｌｘꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎻ
Ⅲ　 Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇ)＝ －ｇꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎻ
Ⅳ　 Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇ)＝ －ｇꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎻ
Ⅴ　 Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇ)＝ －ｇꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎻ
Ⅵ　 Ｓ(１)＝ －１ꎬＳ(ｇ)＝ －ｇꎬＳ(ｘ)＝ －ｘꎬＳ(ｇｘ)＝ －ｇｘꎬ
这里 ｌ是域 ｋ上的任意数.
针对定理 １ 中的无穷小双代数和命题 ５ 中的无穷小 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ再由注 ３ꎬ我们可以构造 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数

Ｈ４ 上的拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ计算结果如下.
命题 ６　 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 代数 Ｈ４ ＝ ｋ‹１ꎬｇꎬｘꎬｇｘ ｜ ｇ２ ＝ １ꎬｘ２ ＝ ０ꎬｘｇ ＝ －ｇｘ›上的拟三角无穷小 Ｈｏｐｆ 代数的结构

如下:
Ⅰ　 ｒ＝ ｌ１⊗ｘ
Ⅱ　 ｒ＝ ｌ１１⊗ｇｘꎬ
Ⅲ　 ｒ＝ ｌ１ｘ⊗ｘ＋ｌ２ｘ⊗ｇｘ－ｌ２ｇｘ⊗ｘ＋( ｌ－ｌ１)ｇｘ⊗ｇｘꎬ
Ⅳ　 ｒ＝ ｌ１ｇｘ⊗ｘ＋ｌ２１⊗ｇｘ－ｌ２ｇ⊗ｘꎬ
Ⅴ　 ｒ＝ ｌ１ｘ⊗ｘ＋ｌ２ｘ⊗ｇｘ＋( ｌ－ｌ２)ｇｘ⊗ｘ＋( ｌ－ｌ１)ｇｘ⊗ｇｘꎬ
Ⅵ　 ｒ＝ ｌ１１⊗ｘ＋ｌ２１⊗ｇｘ＋ｌ２ｇ⊗ｘ＋ｌ１ｇ⊗ｇｘꎬ
这里 ｌꎬｌ１ꎬｌ２ꎬ均是域 ｋ上的任意数.
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