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[摘要] 　 虚拟有限元是定义在任意多边形或多面体网格上的有限元. 本文研究了抛物型方程的混合虚拟有限

元方法ꎬ给出了先验误差估计ꎬ并给出了一些数值实验进行验证.
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近来ꎬ基于多边形多面体网格的数值方法引起越来越多的学者的关注ꎬ见例[１ꎬ２] . 这类方法对网格要

求比较自由ꎬ能很好地处理带悬点的网格、带凹角的网格、变形的网格等等. 虚拟有限元方法[３] 是其中的

一种. 该方法不需要知道单元上基函数的解析表达式ꎬ只需要定义合适的自由度ꎬ借助分部积分来计算.该
方法已经在诸如二阶椭圆问题、界面问题、线弹性问题、板问题等稳态的问题上得到很好的应用. 但是在

带时间问题上的应用还是比较少见[４] .
本文我们考虑 Ω上的混合形式的抛物型方程

ｕｔ＋ｄｉｖ σ＝ ｆ ｉｎ Ω×(０ꎬＴ]ꎬ
σ＋∇ｕ＝ ０ ｉｎ Ω×(０ꎬＴ] .{ (１)

初始值 ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬｘ∈Ωꎬ边值 ｕ(ｘꎬｔ)＝ ０ꎬｘ∈∂Ω. 我们将文献[５－６]提出的混合虚拟元应用到抛物问

题(１)上ꎬ时间方向采用向后 Ｅｕｌｅｒ 方法ꎬ空间方向采用混合虚拟元方法.我们细致分析了半离散和全离散

格式的误差估计. 在真解具有一定光滑性假设下ꎬ时间和空间方向都是 １ 阶. 最后我们给出了一些数值实

验来验证理论结果.

１　 Ｈ(ｄｉｖ)虚拟有限元空间

简单起见ꎬ我们只考虑二维区域上的问题. 我们将区域 Ω 分成若干个多边形ꎬ其集合记为 Ｇｈ .假设每

个多边形单元都是正则的ꎬ也即满足:(１)每个单元 Ｅ都是星型的ꎻ(２)单元的直径 ｈＥ 与边的长度 ｈｅ 的比

值有正的上下界ꎬ且与网格的尺寸无关. 我们还假设所有多边形的尺寸都差不多ꎬ记为 ｈ. 定义每个单元 Ｅ
上的局部空间为:

ＶＥ ＝{σ∈Ｈ(ｄｉｖꎬＥ)∩Ｈ( ｒｏｔꎬＥ):σｎ∈Ｐ１(ｅ)ꎬ∀ｅ⊂∂Ｅꎬｄｉｖ σ∈Ｐ０(Ｅ)ꎬｒｏｔ σ∈Ｐ０(Ｅ)}ꎬ

—５２—





南京师大学报(自然科学版) 第 ４２ 卷第 ４ 期(２０１９ 年)

其中 Ｐ１(Ｅ)ꎬＰ０(Ｅ)分别为线性多项式和常数空间ꎬ Ｈ(ｄｉｖꎬＥ)(或者 Ｈ( ｒｏｔꎬＥ))表示函数及其散度(或旋

度)都是平方可积的空间. 容易看出多项式空间 Ｐ１(Ｅ)是 ＶＥ 的一个子空间ꎬ这确保了有限元空间具有最

优逼近性. 和传统的有限元方法不一样的是ꎬ空间 ＶＥ 中含有非多项式函数ꎬ且没有显式的表达式ꎬ除了定

义的自由度外ꎬ该空间的函数是不可计算的ꎬ这也正是“虚拟”的原因所在. 当然在实际计算中ꎬ只需要自

由度就可以进行相应的计算. 空间 ＶＥ 函数的自由度定义为:

类型Ⅰ ∫
ｅ
σｎｑ１ｄｓꎬｑ１∈Ｐ１(ｅ)ꎬｅ⊂∂Ｅꎬ

类型Ⅱ ∫
Ｅ
σｑｄｘꎬｑ∈(ｇｒａｄＰ２(Ｅ))⊥Ｐ１(Ｅ)ꎬ

唯一可解性参照[６] . 对任意的 ｖ∈ＶＥꎬ定义 ΠＥｖ∈Ｐ１(Ｅ)满足

∫
Ｅ
ΠＥｖｑｄｘ:＝ ∫

Ｅ
ｖｑｄｘꎬ　 ∀ｑ∈Ｐ１(Ｅ) .

由自由度的定义ꎬ上面的 Ｌ２ 投影是可计算的. 事实上ꎬ根据第Ⅰ类自由度ꎬ我们可以确定 ｖｎ 在每条

边上的值ꎬ以及 ｄｉｖ ｖ在 Ｅ的值ꎬ也即能计算 ∫
Ｅ
ｖ∇ｐ２ 的值ꎬ再根据第Ⅱ类自由度ꎬ ∫

Ｅ
ｖｑ 都是可以计算

的.另外ꎬ插值算子 ＩＶＥ:Ｈ１(Ｅ)→ＶＥ 定义为:

∫
ｅ
ＩＶＥｖｎｑ１ｄｓ＝ ∫ ｅｖｎｑ１ｄｓꎬｑ１∈Ｐ１(ｅ)ꎬｅ⊂∂Ｅꎬ

∫
Ｅ
ＩＶＥｖｑ１ｄｘ＝ ∫ Ｅｖｑ１ｄｘꎬｑ１∈(∇Ｐ２(Ｅ))⊥Ｐ１(Ｅ) .

定义整个区域上的虚拟有限元空间为

Ｖｈ:＝{ｖ∈Ｈ(ｄｉｖꎬΩ)ꎬｖ ｜ Ｅ∈ＶＥꎬ∀Ｅ∈Ｇｈꎬｖｎ ｜ ∂Ω ＝ ０}
其中 ｎ表示边界∂Ω的单位外法向量. 插值算子 ＩＶｈ 定义为 ＩＶｈ ｜ Ｅ ＝ ＩＶＥ . 我们还需要 Ｇｈ 上的分片常数空间 Ｑｈꎬ
及其上的分片 Ｌ２ 投影 ＩＱｈ .

２　 半离散格式

给定初值 ｕｈ(０)＝ ＩＱｈ ｕ０ꎬ我们的半离散格式为求(ｕｈꎬσｈ)∈Ｑｈ×Ｖｈ满足

ａｎ(ｕｈꎬｔꎬｖｈ)＋ｂ(σｈꎬｖｈ)＝ ( ｆꎬｖｈ)ꎬ ∀ｖｈ∈Ｑｈꎬ
ｂ( ｈꎬｕｈ)－ａｈ(σｈꎬ ｈ)＝ ０ꎬ ∀ ｈ∈Ｖｈ .{ (２)

其中ꎬ下标 ｔ表示对时间 ｔ的导数ꎬｂ( ｈꎬｕｎ)＝ (ｄｉｖ ｈꎬｖｈ)ꎬ

ａｈ(σｈꎬ ｈ):＝ ∑
Ｅ∈Ｇｈ

(ΠＥσｈꎬΠＥ ｈ) Ｅ＋Ｄ
Ｅ
ｈ(( Ｉ－ΠＥ)σｈꎬ( Ｉ－ΠＥ) ｈ) .

这里 ＤＥ 表示由 ＶＥ 空间自由度表示形成的对角阵算子ꎬ详见[５] .
引理 １([５ꎬ命题 ５.２]) 　 对任意的 ｈ∈Ｖｈꎬ我们有

ａｈ( ｈꎬ ｈ)≅( ｈꎬ ｈ) .
易知 ｄｉｖ Ｖｈ ＝Ｑｈꎬ从而关于双线性形式 ｂ(ꎬ)有 ｉｎｆ－ｓｕｐ 条件成立ꎬ应用鞍点问题的一般理论知ꎬ问题(３)
存在唯一解.

引理 ２　 若 σ∈Ｈ１ꎬ则对任意的 ｈ∈Ｖｈ 我们有

｜ ａｈ( ＩＶｈσꎬ ｈ)－( Ｉ
Ｖ
ｈσꎬ ｈ) ｜≲ｈ‖σ‖１‖ ｈ‖ａｈꎬ

这里‖‖ａｈ为由 ａｈ(ꎬ)诱导的范数.
证明　 根据双线性形 ａｈ(ꎬ)的定义、Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、插值误差估计[７]ꎬ我们有

ａｈ( ＩＶｈσꎬ ｈ)－( Ｉ
Ｖ
ｈσꎬ ｈ)＝ ∑

Ｅ∈Ｇｈ

(ΠＥＩＶｈσ－ＩＶｈσꎬ ｈ) Ｅ＋Ｄ
Ｅ
ｈ(( Ｉ－ΠＥ) ＩＶｈσꎬ( Ｉ－ΠＥ) ｈ)≲ｈ‖σ‖１‖ ｈ‖ａｈ .

证毕.
对任意的时间 ｔꎬ我们定义误差:

ｅσ ＝ ＩＶｈσ－σｈꎬｅｕ ＝ ＩＱｈ ｕ－ｕｈꎬεσ ＝σ－ＩＶｈσꎬεｕ ＝ｕ－ＩＱｈ ｕ.

—６２—
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根据问题(１)和(２)ꎬ以及插值算子的性质ꎬ对任意 ｈ∈Ｖｈꎬｖｈ∈Ｑｈꎬ我们有误差方程

(ｅｕꎬｔꎬｖｈ)＋ｂ(ｅσꎬｖｈ)＝ ０ꎬ (３)
ｂ( ｈꎬｅｕ)－ａｈ(ｅσꎬ ｈ)＝ ( ＩＶｈσꎬ ｈ)＋(εσꎬ ｈ)－ａｈ( Ｉ

Ｖ
ｈσꎬ ｈ) . (４)

定理 １　 设 (σꎬ )和(σｈꎬ ｈ) 分别是问题(１)和(２)的解. 若 ｕ０∈Ｈ２ꎬσ、σｔ∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＨ１)ꎬ下列不

等式成立.

∫ｔ
０
‖ＩＶｈσ － σｈ‖２

ａｈｄｔ ＋ ‖ＩＱｈ ｕ( ｔ) － ｕｈ( ｔ)‖２
０ ≤ Ｃｈ２∫ｔ

０
‖σ‖２

１ｄｔꎬ

‖ＩＶｈσ( ｔ)－σｈ( ｔ)‖２
ａｈ≤Ｃ( ｔ)ｈ

２(‖σ(０)‖２
１＋ ∫ｔ

０
‖σｔ‖２

１ｄｔ) .

证明　 在方程(４)中取 ｈ ＝ ｅσꎬ方程(３)中取 ｖｈ ＝ ｅｕꎬ并将两个方程相减得:

‖ｅσ‖２
ａｈ
＋ １
２

ｄ
ｄｔ

‖ｅｕ‖２ ＝ａｈ( ＩＶｈσꎬｅσ)－( ＩＶｈσꎬｅσ)－(εσꎬｅσ) .

再利用引理 １~２ꎬＣａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和插值误差估计ꎬ有

‖ｅσ‖２
ａｈ
＋ １
２

ｄ
ｄｔ

‖ｅｕ‖２≲ｈ‖σ‖１‖ｅσ‖ａｈ≤Ｃｈ
２‖σ‖２

１＋
１
２
‖ｅσ‖２

ａｈ .

从而

‖ｅσ‖２
ａｈ
＋ ｄ
ｄｔ

‖ｅｕ‖２≤Ｃｈ２‖σ‖２
１ .

对时间从 ０ 到 ｔ的积分ꎬ得到

∫ｔ
０
‖ｅσ‖２

ａｈｄｔ ＋ ‖ｅｕ( ｔ)‖２ ≤ Ｃｈ２∫ｔ
０
‖σ‖２

１ｄｔ ＋ ‖ｅｕ(０)‖２ ＝ Ｃｈ２∫ｔ
０
‖σ‖２

１ｄｔ.

接下来ꎬ我们估计‖ｅσ‖ａｈ . 对方程(４)两边关于时间 ｔ求导ꎬ并取 ｈ ＝ ｅσꎬ方程(３)中取 ｖｈ ＝ ｅｕꎬｔꎬ我们有

１
２

ｄ
ｄｔ

‖ｅσ‖２
ａｈ
＋‖ｅｕꎬｔ‖２

０ ＝ａｈ( ＩＶｈσｔꎬｅσ)－( ＩＶｈσｔꎬｅσ)－(εσꎬｔꎬｅσ)≲

ｈ‖σｔ‖１‖ｅσ‖ａｈ≤Ｃｈ
２‖σｔ‖２

１＋
１
２
‖ｅσ‖２

ａｈ .

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式(见[例 ８ꎬ引理 ６.９])ꎬ

‖ｅσ‖２
ａｈ≤ｅｘｐ( ｔ)‖ｅσ(０)‖２

ａｈ
＋Ｃｈ２ ∫ｔ

０
ｅｘｐ( ｔ－ｓ)‖σｔ‖２

１ｄｓ≲ｈ２ｅｘｐ( ｔ)(‖σ(０)‖２
１＋Ｃ ∫ｔ

０
‖σｔ‖２

１ｄｔ) .

证毕.

３　 全离散格式

简单起见ꎬ我们在时间方向采用后 Ｅｕｌｅｒ 方法. 记 Δｔ＝Ｔ / Ｎ为时间步长ꎬ用上标 ｎꎬ例如 σｎꎬｕｎꎬ表示函

数在时刻 ｔｎ ＝ｎΔｔ的值ꎬ下标 ｈ表示离散解.
给定初值 ｕ０ｈ ＝ ＩＱｈ ｕ０ꎬ对 １≤ｎ≤Ｎꎬ全离散格式为求(ｕｎｈꎬσｎｈ)∈Ｑｈ×Ｖｈꎬ满足

(δｔｕｎｈꎬｖｈ)＋ｂ(σｎｈꎬｖｈ)＝ ( ｆｎꎬｖｎ) ∀ｖｈ∈Ｑｈꎬ

ｂ( ｈꎬｕｎｈ)＋ａｈ(σｎｈꎬ ｈ)＝ ０ ∀ ｈ∈Ｖｈ .{ (５)

其中 δｔｕｎｈ ＝(ｕｎｈ－ｕｎ
－１
ｈ ) / Δｔ.

定义误差如下

ｅｎσ ＝ ＩＶｈσｎ－σｎｈꎬｅｎｕ ＝ ＩＱｈ ｕｎ－ｕｎｈꎬεｎσ ＝σｎ－ＩＶｈσｎꎬεｎｕ ＝ｕｎ－ＩＱｈ ｕｎ .
根据式(１)－(５)ꎬ以及插值算子的性质ꎬ对任意的 ｖｈ∈Ｑｈꎬ ｈ∈Ｖｈꎬ我们有误差方程

(δｔｅｎｕꎬｖｈ)＋ｂ(ｅｎσꎬｖｈ)＝ (δｔｕｎ－ｕｎｔ ꎬｖｈ)ꎬ (６)
ｂ(ｅｎσꎬｅｎｕ)－ａｈ(ｅｎσꎬ ｈ)＝ ( ＩＶｈσｎꎬ ｈ)＋(ε

ｎ
σꎬ ｈ)－ａｈ( Ｉ

Ｖ
ｈσｎꎬ ｈ) . (７)

引理 ３　 对每个 ｎ>０ꎬ我们有

‖δｔｕｎ－ｕｎｔ‖２
０≤

１
３
(Δｔ) ２ ∫ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ.

—７２—
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引理 ４　 下列不等式成立

‖ｅｎｕ‖０≲‖ｅｎσ‖ａｈ
＋ｈ‖σｎ‖１ .

证明　 由 ｉｎｆ￣ｓｕｐ 条件ꎬ存在 ｈ∈Ｖｈꎬ使得

ｄｉｖ ｈ ＝ ｅ
ｎ
ｕꎬ‖ ｈ‖ａｈ≲‖ｅｎｕ‖０ .

我们有

‖ｅｎｕ‖２
０ ＝(ｄｉｖ ｈꎬｅ

ｎ
ｕ)＝ ａｈ(ｅｎσꎬ ｈ)＋( Ｉ

Ｖ
ｈσｎꎬ ｈ)－ａｈ( Ｉ

Ｖ
ｈσｎꎬ ｈ)＋(ε

ｎ
σꎬ ｈ)≲

‖ｅｎσ‖ａｈ‖ ｈ‖ａｈ
＋ｈ‖σｎ‖１‖ ｈ‖ａｈ≲(‖ｅｎσ‖ａｈ

＋ｈ‖σｎ‖１)‖ｅｎｕ‖０ .
两边消去‖ｅｎｕ‖０ 即得所证.

引理 ５ ( 离 散 的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不 等 式) 　 若 { φｎ }ꎬ { ｙｎ } 是 非 负 序 列ꎬ 常 数 Ａ≥ ０ꎬ 若 有 不 等 式

φｎ≤Ａ＋ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｙｉφ ｉ ꎬ则

φｎ≤Ａｅｘｐ (∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
ｙｉ) .

引理 ６　 设 (σꎬｕ)和(σｎｈꎬｕｎｈ)ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮꎬ分别是问题(１)和问题(５)的解. 若 ｕｔｔ∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＬ２)ꎬ
σ∈Ｌ∞([０ꎬＴ]ꎻＨ１)ꎬσｔ∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＨ１)ꎬ则

‖ｅＮｕ‖２
０≤Ｃ(ｈ２‖σ‖２

Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＨ１) ＋(Δｔ) ２‖ｕｔｔ‖２
Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＬ２))ꎬ

‖ｅＮσ‖２
ａｈ≤Ｃ(ｈ

２‖σｔ‖２
Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＨ１) ＋(Δｔ) ２‖ｕｔｔ‖２

Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＬ２)) .
证明　 由误差方程(６)－(７)ꎬ令 ｈ ＝ ｅ

ｎ
σꎬｖｈ ＝ ｅｎｕꎬ根据插值误差估计ꎬＣａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式知

‖ｅｎσ‖２
ａｈ
＋(δｔｅｎｕꎬｅｎｕ)≤Ｃｈ‖σｎ‖１‖ｅｎσ‖ａｈ

＋ １
３
Δｔ( ∫ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ) １ / ２‖ｅｎｕ‖０≤

Ｃｈ２‖σｎ‖２
１＋

１
２
‖ｅｎσ‖２

ａｈ
＋Δｔ
２ ∫

ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ＋
Δｔ
２
‖ｅｎｕ‖２

０ .

利用恒等式 ２(ｐ－ｑ)ｐ＝ ｐ２－ｑ２＋(ｐ－ｑ) ２ꎬ

Δｔ‖ｅｎσ‖２
ａｈ
＋‖ｅｎｕ‖２

０－‖ｅｎ
－１
ｕ ‖２

０≤Ｃｈ２Δｔ‖σｎ‖２
１＋(Δｔ) ２ ∫ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ＋(Δｔ) ２‖ｅｎｕ‖２
０ .

对 ｎ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ求和得

∑
Ｎ

ｎ ＝ １
Δｔ‖ｅｎσ‖２

ａｈ
＋(１－(Δｔ) ２)‖ｅＮｕ‖２

０－‖ｅ０ｕ‖２
０≤Ｃｈ２ ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
Δｔ‖σｎ‖２

１＋(Δｔ) ２ ∫Ｔ
０
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ＋

∑
Ｎ－１

ｎ ＝ １
(Δｔ) ２‖ｅｎｕ‖２

０ .

从而ꎬ

(１－(Δｔ) ２)‖ｅＮｕ‖２
０－‖ｅ０ｕ‖２

０≤Ｃｈ２ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
Δｔ‖σｎ‖２

１＋(Δｔ) ２ ∫Ｔ
０
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ＋ ∑
Ｎ－１

ｎ ＝ １
(Δｔ) ２‖ｅｎｕ‖２

０ .

再根据引理 ５ꎬ以及不等式 ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
Δｔ‖σｎ‖２

１≤Ｔ‖σ‖２
Ｌ∞ ([０ꎬＴ]ꎻＨ１)ꎬ我们得到

‖ｅＮｕ‖２
０≤(Ｃｈ２Ｔ‖σ‖２

Ｌ∞ ([０ꎬＴ]ꎻＨ１) ＋(Δｔ) ２‖ｕｔｔ‖２
Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＬ２))

１
１－(Δｔ) ２ｅｘｐ

ＴΔｔ
１－(Δｔ) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

另一方面ꎬ根据等式(７)ꎬＣａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ插值误差估计知

ａｈ(δｔｅｎσꎬｅｎσ)－ｂ( ｈꎬδｔｅ
ｎ
ｕ)＝ ａｈ(δｔ( ＩＶｈσｎ)ꎬ ｈ)－δｔ( Ｉ

Ｖ
ｈσｎꎬ ｈ)－(δｔ(ε

ｎ
σ)ꎬ ｈ)≤

Ｃｈ‖δｔ(σｎ)‖１‖ ｈ‖
２
ａｈ≤
Ｃｈ２

２Δｔ ∫
ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖σｔ‖２

１ｄｔ＋
１
２
‖ ｈ‖

２
ａｈ .

在式(７)中令 ｈ ＝ ｅ
ｎ
σꎬ并加到式(６)(ｖｈ ＝ δｔｅｎｕ)ꎬ得到

ａｈ(δｔｅｎσꎬｅｎσ)＋‖δｔｅｎｕ‖２
０≤
Ｃｈ２

２Δｔ ∫
ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖σｔ‖２

１ｄｔ＋
１
２
‖ｅｎσ‖２

ａｈ
＋(Δｔ) ２ ∫ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ＋
１
２
‖δｔｅｎｕ‖２

０ .

利用恒等式 ２(ｐ－ｑ)ｐ＝ ｐ２－ｑ２＋(ｐ－ｑ) ２ꎬ有
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‖ｅｎσ‖２
ａｈ
－‖ｅｎ－１σ ‖ａ２ｈ

＋Δｔ
２
‖δｔｅｎｕ‖２

０≤Ｃｈ２ ∫ｔ ｎ
ｔｎ－１

‖σｔ‖２
１ｄｔ＋Δｔ‖ｅｎσ‖２

ａｈ
＋(Δｔ) ３ ∫ｔ ｎ

ｔｎ－１
‖ｕｔｔ‖２

０ｄｔ.

再根据离散的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ我们得到

‖ｅＮσ‖２
ａｈ≤(Ｃｈ２‖σｔ‖２

Ｌ∞ ([０ꎬＴ]ꎻＨ１) ＋(Δｔ) ３‖ｕｔｔ‖２
Ｌ２([０ꎬＴ]ꎻＬ２))

１
１－Δｔ

ｅｘｐ Ｔ
１－Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

证毕.

４　 数值实验

本节我们考虑 Ω＝[０ꎬ１] ２ 上的模型问题(１) .假设真解为

ｕ(ｘꎬｔ)＝ (２－πｓｉｎ(πｘ))(－ｙ＋ｃｏｓ(π(１－ｙ)))(２＋ｃｏｓ(２πｔ)) .
相应的右端项及边界条件由 ｕ(ｘꎬｔ) 给出.我们将采用下图 ４ 种不同的网格来进行数值实验.对于 Ｇ１ꎬ我们取

时间步长 ｔ＝ｈ / ２ꎬ其他 ３ 种网格时间步长取 ｔ＝ｈ≅ １
＃Ｄｏｆ

ꎬ这里＃Ｄｏｆ表示未知数的个数. 表 １ 和表 ２ 列出了基

于不同类型网格剖分的各种误差ꎬ图 ２ 画出了误差随网格尺寸变化情况ꎬ可见误差是至少 １ 阶下降的.

图 １　 ４ 种多边形网格剖分 Ｇ１ꎬＧ２ꎬＧ３ꎬＧ４

Ｆｉｇ １　 Ｆｏｕｒ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｐｏｌｙｇｏｎａｌ ｇｒｉｄｓ

表 １　 基于剖分 Ｇ１ 和 Ｇ２ 离散的误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｎ ｇｒｉｄｓ Ｇ１ ａｎｄ Ｇ２

＃Ｄｏｆ ‖ｕＩ－ｕｈ‖０ ‖ｕ－ｕｈ‖０ ‖σＩ－σｈ‖ａｈ ‖ｄｉｖ(σＩ－σｈ)‖０

Ｇ１

１１２
４１６
１ ６００
６ ２７２
２４ ８３２

９.８８ｅ－０２
８.４５ｅ－０２
１.７８ｅ－０２
３.２９ｅ－０３
５.４９ｅ－０４

４.７８ｅ－０１
５.３２ｅ－０１
２.６７ｅ－０１
１.３４ｅ－０１
６.７４ｅ－０２

３.８２ｅ＋００
１.９６ｅ＋００
７.０３ｅ－０１
２.１３ｅ－０１
６.０５ｅ－０２

１.００ｅ－０１
９.５２ｅ－０２
２.４４ｅ－０２
６.１３ｅ－０３
１.５４ｅ－０３

Ｇ２

２２６
７０６
２ ４３４
８ ９６２
３４ ３０６

５.２９ｅ－０１
８.１７ｅ－０２
２.１４ｅ－０２
６.７４ｅ－０３
２.７９ｅ－０３

１.００ｅ＋００
５.６９ｅ－０１
３.２８ｅ－０１
１.７４ｅ－０１
８.９２ｅ－０２

９.３４ｅ＋００
３.３１ｅ＋００
２.０６ｅ＋００
９.６５ｅ－０１
４.６５ｅ－０１

５.１５ｅ－０１
１.４８ｅ－０１
４.４４ｅ－０２
１.２２ｅ－０２
３.１８ｅ－０３

表 ２　 基于剖分 Ｇ３ 和 Ｇ４ 离散的误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｇｒｉｄｓ Ｇ３ ａｎｄ Ｇ４

＃Ｄｏｆ ‖ｕＩ－ｕｈ‖０ ‖ｕ－ｕｈ‖０ ‖σＩ－σｈ‖ａｈ ‖ｄｉｖ(σＩ－σｈ)‖０

Ｇ３

６２６
２ ５０２
１０ ００６
３９ ９５４
１５９ ７５８

９.８８ｅ－０２
２.８５ｅ－０２
７.５２ｅ－０３
１.３２ｅ－０３
６.３０ｅ－０４

４.７８ｅ－０１
２.４０ｅ－０１
１.２２ｅ－０１
６.１３ｅ－０２
３.０２ｅ－０２

３.８２ｅ＋００
２.２９ｅ＋００
１.０５ｅ＋００
４.５７ｅ－０１
２.０８ｅ－０１

１.００ｅ－０１
３.５４ｅ－０２
９.８０ｅ－０３
２.５６ｅ－０３
６.２３ｅ－０４

Ｇ４

１９２
７０４
２ ６８８
１０ ４９６
４１ ４７２

３.３６ｅ－０１
１.０４ｅ－０１
２.７３ｅ－０２
５.５３ｅ－０３
１.４７ｅ－０３

１.０９ｅ＋００
５.３８ｅ－０１
２.６７ｅ－０１
１.３３ｅ－０１
６.６４ｅ－０２

７.９３ｅ＋００
３.６３ｅ＋００
１.６９ｅ＋００
８.１１ｅ－０１
３.９６ｅ－０１

５.７４ｅ－０１
１.８２ｅ－０１
４.７７ｅ－０２
１.２１ｅ－０２
３.０２ｅ－０３

—９２—





南京师大学报(自然科学版) 第 ４２ 卷第 ４ 期(２０１９ 年)

图 ２　 网格 Ｇ１ꎬ Ｇ２ꎬＧ３ꎬＧ４(从左往右ꎬ从上到下)对应的误差下降图

Ｆｉｇ ２　 Ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｎ ｇｒｉｄｓ Ｇ１ꎬＧ２ꎬＧ３ ａｎｄ Ｇ４( ｌｉｓｔｅｄ ｆｒｏｍ ｌｅｆｔ ｔｏ ｒｉｇｈｔꎬｂｅｌｏｗ ｔｏ ｕｐ)
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