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[摘要] 　 考虑保险公司通过比例再保险转移索赔风险和配对交易策略管理财富的优化问题. 利用经典的复合

泊松索赔过程描述保险公司的盈余ꎬ同时保险公司投资包含一份股票多头和若干份股票空头的配对资产组合ꎬ
该资产价差服从均值－回复过程.在终端财富期望指数效用最大化的准则下ꎬ利用随机控制理论获得最优的比例

再保险和投资策略及值函数的解析式.
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配对交易自高盛投行投资家 Ｎｕｎｚｉｏ Ｔａｒｔａｇｌｉａ 领导的量化团队于上世纪 ８０ 年代中期开发并成功实践

以来ꎬ已广为金融投资业界采用ꎬ并成为学界的研究热点. 配对交易是基于不均衡金融市场环境下实施的

一种统计套利策略. Ｌｉｔｔｅｒｍａｎ[１]分析了配对交易的逻辑ꎬ假定市场当前处于不均衡状态ꎬ随着时间推进ꎬ市
场会逐步走向理性的均衡状态. 投资者投资于某个配对组合ꎬ配对组合策略中按一定比例包含一种风险

资产的多头和另一种风险资产的空头ꎬ两种资产呈现高度相关性ꎬ通常其一定价过低ꎬ另一定价过高ꎬ该组

合的价差服从均值回复过程ꎬ随着市场均衡的推进ꎬ价差将逐步达到均衡. 作为一种市场中性的投资策

略ꎬ不管市场怎么变化ꎬ配对交易策略的收益只取决于两种资产的价差. 该策略从市场动态均衡过程的波

动中获得统计套利机会[２] . ＦａｌｌａｈｐｏｕｒꎬＨａｋｉｍｉａｎ 等[３] 利用协整(Ｃｏｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ)方法分析了美国权益市场

２０１５ 年 ６ 月至 ２０１６ 年 １ 月的数据ꎬ发现优化的配对策略显著地提高了投资收益. Ｙａｎｇ Ｔ 等[４]利用离散的

Ｍａｒｋｏｖ 体制转化的均值回复和 Ｖａｓｉｃｅｋ 价差模型实证分析并构造了基于 Ｓ＆Ｐ５００ 股票市场 ２００６ 年 １ 月至

２０１２ 年 ９ 月数据的配对投资策略ꎬ结果显示简单的配对交易策略获得了更好的业绩. Ｓｍｉｔｈ Ｘ[５]利用相关

距离方法(ｄｉｓｔａｎｃｅ)和协整方法分别讨论了配对组合中两只资产的入选准则和组合比例确定的问题ꎬ并研

究了配对投资进入和离开时机. Ｔｏｕｒｉｎ Ｔ[６]和 Ｓｏｎｇ Ｚ[７]利用随机控制理论分别研究了最优配对投资额和

投资时机问题. 傅毅ꎬ张寄洲等[８]基于 Ａ 股 ２０１６ 年 ３ 月至 ２０１６ 年 ４ 月数据模拟了最优配对投资策略的
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收益.
保险公司为了风险控制和资产管理ꎬ常采用投资和再保险等工具. 因此ꎬ最优投资和再保险策略问题

成为研究热点. 本文考虑保险公司的配对投资和再保险问题. 一方面ꎬ保险公司面临索赔ꎬ为了转移风险ꎬ
减少损失ꎬ保险公司向再保险公司购买比例再保险ꎬ同时支付再保险费. 另一方面ꎬ保险公司将自身盈余

投资于无风险资产和某个配对组合. 在最大化期望指数效用准则下ꎬ利用均值－回复价差模型和随机控制

理论研究比例再保险的最优自留水平和配对交易的最优投资额. 关于最优投资和再保险的研究论文近年

来较多ꎬ可参见文献[９－１０]等.
本文较前人工作创新之处在于采用配对交易策略研究保险公司的财富管理和风险控制问题. 由于保

险公司自身面临索赔ꎬ构建配对交易策略后和购买再保险后ꎬ盈余过程更加复杂. 利用随机控制方法ꎬ我
们获得了最优的配对资产投资额和最优的比例再保险自留水平.

１　 保险－投资模型

１.１　 保险模型

假定(ΩꎬＦꎬＰꎬＦｔ:ｔ≥０)是包含本文所有随机变量的带 σ域流的概率空间. 考虑(直接)保险公司的经

典风险盈余过程

Ｕ( ｔ)＝ ｕ＋ｃｔ－ ∑
Ｎ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｙｉꎬ (１)

式中ꎬｕ是保险公司的初始资本ꎬｃ是保费率. {Ｎ( ｔ)ꎬｔ≥０}是参数为 λ 的齐次泊松索赔过程ꎬＹ１ꎬＹ２ꎬ􀆺为

非负、独立同分布的索赔额序列ꎬ且独立于索赔次数过{Ｎ( ｔ)ꎬｔ≥０}ꎬ记 Ｙｉ 的分布函数为 Ｆ(ｙ)ꎬ其一、二阶

矩均有限ꎬ分别记为 μ＝Ｅ(Ｙ１)ꎬσ２ ＝Ｅ(Ｙ２
１) .

直保公司按期望值保费原理收取保费ꎬ即
ｃ＝(１＋θ)λμꎬ

式中ꎬθ是保险公司的安全载荷系数.
保险公司通过再保险转移、管理风险ꎬ通过配对投资实现资产增值. 考虑保险公司的再保险策略为

Ｈ(Ｙｉ)ꎬ０≤Ｈ(Ｙｉ)≤Ｙｉꎬ即每次索赔 Ｙｉꎬ保险公司自负 Ｈ(Ｙｉ)ꎬ剩余的部分 Ｙｉ－Ｈ(Ｙｉ)由再保险公司支付. 本
文采用常用的比例再保险策略ꎬ即自留水平 Ｈ(Ｙｉ)＝ ｑ(Ｔｉ) Ｙｉꎬ其中ꎬＴｉ 是第 ｉ 次索赔发生时刻ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺. 为简单起见ꎬ记 ｑ(Ｔｉ)为 ｑꎬ称为自留比例.

同样ꎬ再保险公司也按期望值保费原理收取再保费ꎬ设其安全载荷系数为 ηꎬ一般 η>θꎬ称为非便宜再

保险. 否则ꎬ保险公司可以通过转移所有的索赔风险进行套利.
直保公司支付的再保费为

(１＋η)λＥ((１－ｑ)Ｙｉ)＝ (１＋η)(１－ｑ)λμꎬ
经过再保险后ꎬ保险公司的盈余过程为

Ｕｑ( ｔ)＝ ｕ＋ｃｑ ｔ－ｑ∑
Ｎ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｙｉꎬ (２)

式中ꎬ
ｃｑ ＝(１＋θ)λμ－(１＋η)(１－ｑ)λμ＝((１＋η)ｑ＋(θ－η)λμꎬ

不失一般性ꎬ假定索赔强度(单位时间内索赔次数)λ ＝ １. 根据中心极限定理ꎬ匹配均值和方差ꎬ可以

将上述盈余过程(２)近似为下列扩散盈余过程(参见[９])
ｄＸｑ( ｔ)＝ (ηｑ＋θ－η)μｄｔ＋ｑσｄＢ( ｔ)ꎬＸｑ(０)＝ ｕꎬ (３)

式中ꎬＢ是标准布朗运动.
１.２　 配对交易策略

根据引言所述ꎬ采用配对交易ꎬ通过调整组合资产多空的头寸ꎬ可以平滑组合风险ꎬ达到风险中性和收

益最大化的目标. 实践中ꎬ可以先在同行业中寻找相关系数绝对值大于某个临界值的两只股票ꎬ构成配对

组合ꎬ相关配对资产和组合比例确定以及价差过程参数估计的统计方法可参见文献[４－６] . 本文设配对资

产为股票 Ｓ１( ｔ)和股票 Ｓ２( ｔ)ꎬ即持有一份风险资产 Ｓ１( ｔ)多头时ꎬ同时做空 ｎ 份风险资产 Ｓ２( ｔ)ꎬ理论上相

—０４—
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关资产配对组合越丰富ꎬ其效果越好ꎬ因此本文的研究可以直接推广至多维资产的配对交易上.
假定保险公司财富水平为 Ｘ( ｔ)ꎬ则投资组合价值

(Ｘ( ｔ)－π( ｔ))
Ｘ( ｔ)

Ｓ０( ｔ)＋
π( ｔ)
Ｘ( ｔ)

(Ｓ１( ｔ)－ｎＳ２( ｔ))ꎬ

式中ꎬＳ０( ｔ)是无风险资产(债券)ꎬπ( ｔ)为风险资产(股票)的投资额. 记配对资产价格为 Ｙ( ｔ)＝ Ｓ１( ｔ) －
ｎＳ２( ｔ)ꎬ根据配对的目标ꎬ一般其服从均值回复过程(参见文献[５ꎬ７－８])

ｄＹ( ｔ)＝ αＹ( ｔ)(ａ－ｌｎＹ( ｔ))ｄｔ＋ｂＹ( ｔ)ｄＷ( ｔ)ꎬＹ(０)＝ ｙ０ꎬ (４)
式中ꎬ配对组合资产初始价格为 ｙ０ꎬ参数 α 为均值回复率ꎬａ 为均值回复水平ꎬｂ 为标准波动率ꎬ布朗运动

Ｗ( ｔ)独立于索赔过程的布朗运动 Ｂ( ｔ) . 无风险资产价格为

ｄＳ０( ｔ)＝ ｒＳ０( ｔ)ｄｔꎬＳ０(０)＝ １ꎬ (５)
式中ꎬｒ>０ 是无风险利率.

经配对投资和比例再保险(πꎬｑ)后ꎬ保险公司的盈余过程 Ｘπꎬｑ( ｔ)满足如下扩散方程

ｄＸπꎬｑ( ｔ)＝ π( ｔ)ｄＹ( ｔ)
Ｙ( ｔ)

＋(Ｘπꎬｑ( ｔ)－π( ｔ))
ｄＳ０( ｔ)
Ｓ０( ｔ)

＋ｄＸｑ( ｔ)＝ [ ｒＸπꎬｑ( ｔ)＋(α(ａ－ｌｎＹ( ｔ))－ｒ)π( ｔ)μ＋

(ｑη－η＋θ)μ]ｄｔ＋π( ｔ)ｂｄＷ( ｔ)＋ｑσｄＢ( ｔ) . (６)

２　 目标函数

本文的目标是保险公司的终端期望效用最大化. 定义优化目标函数为

Ｖπꎬｑ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ Ｅ[ｕ(Ｘπꎬｑ(Ｔ)) ｜Ｘπꎬｑ( ｔ)＝ ｘꎬＹ( ｔ)＝ ｙ]ꎬ
式中ꎬ效用函数 ｕ(􀅰)满足单调和边际效用递减条件ꎬ即 ｕ′(􀅰)>０ꎬｕ″(􀅰)<０. 值函数(最优目标函数值)为

Ｖ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ Ｖπ∗ꎬｑ∗( ｔꎬｘꎬｙ)＝ ｓｕｐ
πꎬｑ
Ｖπꎬｑ( ｔꎬｘꎬｙ)ꎬ (７)

相应的(π∗ꎬｑ∗)为最优二维控制策略.
我们使用标准的随机控制理论来解最大化终端期望效用最大化问题. 根据动态规划原理ꎬ如果 Ｖ( ｔꎬ

ｘꎬｙ)足够光滑ꎬ则它满足下列 ＨＪＢ 方程

ｓｕｐ
πꎬｑ
ＡπꎬｑＶ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ ０ꎬ (８)

边界条件为

Ｖ(Ｔꎬｘꎬｙ)＝ ｕ(ｘ)ꎬ (９)
式中ꎬ微分算子

ＡπꎬｑＶ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ Ｖｔ＋[ ｒｘ＋(α(ａ－ｌｎｙ)－ｒ)π＋(ｑη－η＋θ)μ]Ｖｘ＋α(ａ－ｌｎｙ)ｙＶｙ＋
１
２
[π２ｂ２＋ｑ２σ２]Ｖｘｘ＋

１
２
ｂ２ｙ２Ｖｙｙ＋πｂ２ｙＶｘｙ .

定理 １(验证定理) 　 如果 Ｗ∈Ｃ１ꎬ２ꎬ满足下列 ＨＪＢ 方程(８)、(９)ꎬ那么式(７)给出的值函数等于 Ｗ. 记
(π∗ꎬｑ∗)满足

Ａπ∗ꎬｑ∗Ｖ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ ０ꎬ
那么(π∗( ｔꎬＸ∗( ｔ)ꎬＹ( ｔ))ꎬｑ∗( ｔꎬＸ∗( ｔ)ꎬＹ( ｔ)))是最优马尔科夫策略.
证明　 经典解的验证定理证明是标准的ꎬ参见文献[１１] .

３　 最优策略和值函数

本文设保险公司具有下列指数效用

ｕ(ｘ)＝ － １
ｋ
ｅ－ｋｘꎬ (１０)

式中ꎬ风险厌恶系数 ｋ(>０)为常数ꎬ该效用是在“零效用”原理下唯一得出独立于保险公司盈余水平的公

平保费的函数ꎬ故常用于保险数学与精算实践[９] .
定理 ２　 指数效用下ꎬ最优配对组合资产投资额和比例再保险策略分别是

—１４—
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π∗( ｔ)＝
(２ｂ２ｇ２( ｔ)－α) ｌｎｙ＋αａ－ｒ＋ｂ２ｇ１( ｔ)

ξｂ２
ꎬ　 ｑ∗( ｔ)＝ ημ

ξσ２ .

式中ꎬｇ１( ｔ)、ｇ２( ｔ) 由后文式(１６)、(１７)给出ꎬξ＝ ｋｅｒ(Ｔ－ｔ)与风险厌恶系数和折现因子有关.
证明　 类似文献[８－９]ꎬ猜想值函数有下列形式解

Ｖ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ － １
ｋ
ｅｘｐ[－ｋｘｅｒ(Ｔ－ｔ) ＋ｇ( ｔꎬｙ)]ꎬ

边界条件为 ｇ(Ｔꎬｙ)＝ ０.
有下列微分等式

Ｖｔ ＝(ｘｒξ＋ｇｔ)ＶꎬＶｘ ＝ －ξＶꎬＶｙ ＝ｇｙＶꎬ　 Ｖｘｘ ＝ ξ２ＶꎬＶｙｙ ＝(ｇ２ｙ＋ｇｙｙ)ＶꎬＶｘｙ ＝ －ξｇｙＶꎬ
将上式带到 ＨＪＢ 方程(８)得到

ｇｔ＋α(ａ－ｌｎｙ)ｙｇｙ＋
１
２
ｂ２ｙ２(ｇ２ｙ＋ｇｙｙ)－ξ(θ－η)μ＋ｉｎｆπ { ｆ１(πꎬｔ)}＋ｉｎｆｑ { ｆ２(ｑꎬｔ)} ＝ ０ꎬ

ｆ１(πꎬｔ)＝ －(α(ａ－ｌｎｙ)－ｒ＋ｂ２ｙｇｙ)ξπ＋
１
２
ｂ２ξ２π２ꎬ

ｆ２(ｑꎬｔ)＝ －ξηｑμ＋ １
２
ξ２ｑ２σ２ .

(１１)

根据一阶条件ꎬ我们将 ｆ１(πꎬｔ)关于 π求导ꎬｆ２(ｑꎬｔ)关于 ｑ求导得到最优策略

π∗( ｔ)＝
α(ａ－ｌｎｙ)－ｒ＋ｂ２ｙｇｙ

ξｂ２
ꎬ (１２)

ｑ∗( ｔ)＝ ημ
ξσ２ . (１３)

只需解出 ｇ( ｔꎬｙ)就可以得到最优策略ꎬ将式(１２)、(１３)代入方程(１１)得到.

ｇｔ＋ｒｙｇｙ＋
１
２
ｂ２ｙ２ｇｙｙ－

(α(ａ－ｌｎｙ)－ｒ) ２

２ｂ２
＋Ｍ( ｔ)＝ ０ꎬ (１４)

式中ꎬＭ( ｔ)＝ (η－θ)ξμ＋σ
２－２
２σ２ η

２μ２ 与 ｙ无关. 考虑 ｇ( ｔꎬｙ)的下列形式解

ｇ( ｔꎬｙ)＝ ｇ０( ｔ)＋ｇ１( ｔ) ｌｎｙ＋ｇ２( ｔ) ｌｎ２ｙ ｔ<Ｔ
ｇ０(Ｔ)＝ ｇ１(Ｔ)＝ ｇ２(Ｔ)＝ ０ ｔ＝Ｔ{ ꎬ (１５)

以 ｇ′ｉ分别表示 ｇｉ( ｔ)关于 ｔ的导数ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ则 ｇ( ｔꎬｙ)的偏导数

ｇｔ ＝ｇ′０＋ｇ′１ ｌｎｙ＋ｇ′２ ｌｎ２ｙꎬｙｇｙ ＝ｇ１＋２ｇ２ ｌｎｙꎬｙ２ｇｙｙ ＝ －ｇ１＋２ｇ２(１－ｌｎｙ)ꎬ
代入方程(１４)可以得到

ｇ′２－
α２

２ｂ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎ２ｙ＋ ｇ′１＋(２ｒ－ｂ２)ｇ２＋

α(αａ－ｒ)
ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎｙ＋ ｇ′０＋ ｒ－

ｂ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ１＋ｂ２ｇ２－

(αａ－ｒ) ２

２ｂ２
＋Ｍ( ｔ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０.

因为 ｙ是变量ꎬ故方程(１５)各阶变量系数为 ０ꎬ即有

ｇ′０＋ ｒ－
ｂ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ１＋ｂ２ｇ２－

(αａ－ｒ) ２

２ｂ２
＋Ｍ( ｔ)＝ ０ꎬ

ｇ′１＋(２ｒ－ｂ２)ｇ２＋
α(αａ－ｒ)
ｂ２

＝ ０ꎬ

ｇ′２－
α２

２ｂ２
＝ ０ꎬ

结合式(１５)中的边界条件ꎬ容易解出ꎬ

ｇ２( ｔ)＝
α２

２ｂ２
( ｔ－Ｔ)ꎬ (１６)

ｇ１( ｔ)＝
１
４
－ ｒ
２ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ α２( ｔ－Ｔ) ２－α(αａ－ｒ)

ｂ２
( ｔ－Ｔ)ꎬ (１７)

—２４—
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ｇ０( ｔ)＝
ｒ２

６ｂ２
－ ｒ
６
＋ｂ

２

２４
æ

è
ç

ö

ø
÷ α２( ｔ－Ｔ) ３＋ α(αａ

－ｒ)
２ｂ２

－α
２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ( ｔ－Ｔ) ２＋ (η－θ)ξμ＋σ

２－２
２σ２ η

２μ２－(αａ
－ｒ) ２

２ｂ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (Ｔ－ｔ) . (１８)

至此得出了最优策略的解析式ꎬ证明完成ꎬ并且得到最优值函数的表达式.

注 １　 最优投资策略可以表示为
αａ－ｒ
ξｂ２

＋
(２ｂ２ｇ２( ｔ)－α)

ξｂ２
ｌｎｙ＋
ｇ１( ｔ)
ξ

ꎬ其中第一项类似于 Ｍｅｒｔｏｎ 投资ꎬ与配

对资产风险溢价(单位风险的资产收益)αａ
－ｒ
ｂ２

成正比ꎬ后面两项是主要根据风险资产资产价格、厌恶系数、

时间进行的调节项. 显然投资额与公司的风险厌恶程度 ｋ成反比.
注 ２　 最优再比例保险(自留水平)与再保险公司要求的保费 η成正比ꎬ与索赔损失强度(单位风险的

索赔损失)μ / σ２ 成正比ꎬ与公司的风险厌恶程度 ｋ成反比.
推论 １　 配对组合中股票 Ｓ１( ｔ)和股票 Ｓ２( ｔ)的投资额分别为

Ｓ１( ｔ)
Ｙ( ｔ)

π∗( ｔ)和－
ｎＳ１( ｔ)
Ｙ( ｔ)

π∗( ｔ) .

证明　 根据配对交易策略的构造ꎬ每持有 １ 份 Ｓ１( ｔ)多头ꎬ就持有 ｎ 份 Ｓ２( ｔ)空头ꎬ每份配对组合的价

格为 Ｙ( ｔ)＝ Ｓ１( ｔ)－ｎＳ２( ｔ)ꎬ易得结论.

４　 结语

本文在终端期望指数效用最大化目标下ꎬ考虑了保险公司基于配对交易策略的风险控制和财富管理

问题. 利用均值－回复过程刻画配对组合的价差ꎬ复合泊松过程描述索赔ꎬ利用随机控制理论和方法ꎬ得到

了最优的比例再保险策略和配对资产头寸的最优额. 基于金融的复杂性(例如常有跳发生)ꎬ关于保险公

司配对投资策略的构建及参数统计模拟方法值得进一步研究.
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