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求解 Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程的新型

快速紧致时间积分方法

黄建国ꎬ吴　 渤

(上海交通大学数学科学学院ꎬ上海 ２００２４０)

[摘要] 　 构建了基于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的快速紧致时间积分方法求解 Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程. 该方法先在空间方向上采

用四阶紧致差分格式离散得到了一个半离散格式. 然后结合离散正弦变换和常数变易公式给出了半离散格式之

解的显示时间积分表示式ꎬ并对积分中的非线性源项采用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值逼近ꎬ得到了一个全离散格式. 仅需利用

前两个时间步的计算结果ꎬ就可获得空间和时间方向均为四阶精度的高效算法. 数值模拟的结果验证了该方法

的有效性.
[关键词] 　 Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程ꎬ紧致差分格式ꎬＨｅｒｍｉｔｅ 插值ꎬ离散正弦变换
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ｒｅｓｕｌｔｓ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｃｏｍｐａｃｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅꎬＨｅｒｍｉｔｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎꎬｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ

Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程是一类典型的非线性波动方程ꎬ在理论和应用物理的许多领域ꎬ如非线性光学、固
体物理和量子场论[１－２]中有广泛应用. 本文考虑如下 Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程:

ｕｔｔ ＝ＤΔｕ＋ｇ(ｕ)＋ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ ｘ∈Ωꎬｔ>０ꎬ
ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ　 ｕｔ(ｘꎬ０)＝ ｖ０(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕｂ(ｘꎬｔ)ꎬ ｘ∈∂Ωꎬｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

式中ꎬΩ⊂Ｒ２ 是有界矩形区域ꎬＤ>０ 是扩散系数ꎬｇ是非线性函数ꎬｆ是外源函数.
近年来已有学者对Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程发展了各种数值方法. 例如差分法[３－４]ꎬ边界元法[５]ꎬ微分求积法[６]

等. 然而这些现有的数值方法要么精度有限ꎬ要么计算复杂度大ꎬ因此很有必要发展求解该问题的高效计算

方法. 最近ꎬ作者在文献[７]中借鉴积分因子方法[８－１３]的思想提出了一种快速紧致时间积分法(ＦＣＴＩ)用于数

值求解任意阶发展方程. 该方法在空间方向使用紧致差分格式离散ꎬ然后在时间方向上基于快速离散正
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弦变换和常数变易公式获得任意阶发展方程的显式表达式ꎬ再利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值近似非线性源项ꎬ导出了

一类高效求解方法. 本文将使用前文方法数值求解 Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程(１)ꎬ但用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值代之于

Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值来处理非线性源项ꎬ从而得到更为高效的数值求解方法. 此时ꎬ仅需利用前两个时间步的计

算结果ꎬ就可获得空间和时间方向均为四阶精度的高效算法. 数值实验验证了所提算法的高效性.

１　 空间离散:紧致差分格式

设 Ω＝{ｘｂ<ｘ<ｘｅꎬｙｂ<ｙ<ｙｅ} .对 Ω作矩形划分ꎬ在 ｘ 和 ｙ 方向的剖分步长分别为 ｈｘ ＝(ｘｅ－ｘｂ) / Ｎｘ 和 ｈｙ ＝

(ｙｅ－ｙｂ) / Ｎｙ . 相应的网格点记为

(ｘｉꎬｙ ｊ)＝ (ｘｂ＋ｉｈｘꎬｙｂ＋ｊｈｙ)ꎬ０≤ｉ≤Ｎｘꎬ０≤ｊ≤Ｎｙ .
用 ｕｉꎬｊ ＝ｕｉꎬｊ( ｔ)≈ｕ(ｘｉꎬｙ ｊꎬｔ)表示空间半离散解. 类似地ꎬ用 ｕｘｘｉꎬｊ和 ｕｙｙｉꎬｊ分别表示空间半离散解的二阶偏

导数 ｕｘｘ(ｘｉꎬｙ ｊꎬｔ)和 ｕｙｙ(ｘｉꎬｙ ｊꎬｔ) . 参照文献[７]引入以下符号:
Ｕ＝(ｕｉꎬｊ) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬ　 Ｕｘｘ ＝(ｕｘｘｉꎬｊ) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬ　 Ｕｙｙ ＝(ｕｙｙｉꎬｊ) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１) .

给定正整数 ｐꎬ记

Ｒｐ×ｐ ＝

－２ １
１ －２ ⋱

⋱ －２ １
１ －２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎬ　 Ｇｐ×ｐ ＝

１０ １
１ １０ ⋱

⋱ ⋱ １
１ １０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎬ

Ａｘ ＝
１
１２

Ｇ(Ｎｘ－１)×(Ｎｘ－１)ꎬ　 Ｂｘ ＝
Ｄ
ｈ２ｘ
Ｒ(Ｎｘ－１)×(Ｎｘ－１)ꎬ

Ａｙ ＝
１
１２

Ｇ(Ｎｙ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬ　 Ｂｙ ＝
Ｄ
ｈ２ｙ
Ｒ(Ｎｙ－１)×(Ｎｙ－１) .

并定义如下两个算子:

(Ａｘ○ｘ Ｕ) ｉꎬｊ ＝ ∑
Ｎｘ－１

ｌ ＝ １
(Ａｘ) ｉꎬｌｕｌꎬｊꎬ　 (Ａｙ○ｙ Ｕ) ｉꎬｊ ＝ ∑

Ｎｙ－１

ｌ ＝ １
(Ａｙ) ｊꎬｌｕｉꎬｌ .

使用四阶紧致差分格式进行空间离散[１４－１５]:
１
１２

(ｕｘｘｉ－１ꎬｊ＋１０ｕｘｘｉꎬｊ＋ｕｘｘｉ＋１ꎬｊ)＝
１
ｈ２ｘ

(ｕｉ－１ꎬｊ－２ｕｉꎬｊ＋ｕｉ＋１ꎬｊ)ꎬ

１
１２

(ｕｙｙｉꎬｊ－１＋１０ｕｙｙｉꎬｊ＋ｕｙｙｉꎬｊ＋１)＝
１
ｈ２ｙ

(ｕｉꎬｊ－１－２ｕｉꎬｊ＋ｕｉꎬｊ＋１)ꎬ

式中ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮｘ－１ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮｙ－１ꎬ从而得到方程(１)的如下空间半离散化格式:
Ｕ″( ｔ)－(Ａ－１

ｘ ○ｘ Ｂｘ○ｘ Ｕ＋Ａ－１
ｙ ○ｙ Ｂｙ○ｙ Ｕ)＝ Ｒ( ｔꎬＵ( ｔ))＝:F(Ｕ)＋Ｗ( ｔ)ꎬ (２)

式中ꎬ
F(Ｕ)＝ (ｇ(ｕｉꎬｊ( ｔ))) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬ　 Ｗ( ｔ)＝ ( ｆ(ｘｉꎬｙ ｊꎬｔ))＋Ａ

－１
ｘ ○ｘ Ｕｘ０２＋Ａ

－１
ｙ ○ｙ Ｕｙ０２ .

这里 Ｕｘ０２ ＝(ｕｘ０２ｉꎬｊ ) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬＵｙ０２ ＝(ｕｙ０２ｉꎬｊ ) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)定义为

ｕｘ０２ｉꎬｊ ＝

Ｄ
ｈ２ｘ
ｕ０ꎬｊ＋

Ｄ
１２

(ｕｂ) ｙｙ０ꎬｊ－
１
１２

((ｕｂ) ″０ꎬｊ－ｇ(ｕｂ０ꎬ１)－ｆ(ｘ０ꎬｙ ｊꎬｔ))ꎬ ｉ＝ １ꎬ１≤ｊ≤Ｎｙ－１ꎬ

Ｄ
ｈ２ｘ
ｕＮｘꎬｊ＋

Ｄ
１２

(ｕｂ) ｙｙＮｘꎬｊ－
１
１２

((ｕｂ) ″Ｎｘꎬｊ－ｇ(ｕ
ｂ
Ｎｘꎬ１)－ｆ(ｘＮｘꎬｙ ｊꎬｔ))ꎬ ｉ＝Ｎｘ－１ꎬ１≤ｊ≤Ｎｙ－１ꎬ

０ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ｕｙ０２ｉꎬｊ ＝

Ｄ
ｈ２ｙ
ｕｉꎬ０＋

Ｄ
１２

(ｕｂ) ｘｘｉꎬ０－
１
１２

((ｕｂ) ″ｉꎬ０－ｇ(ｕｂｉꎬ０)－ｆ(ｘｉꎬｙ０ꎬｔ))ꎬ ｊ＝ １ꎬ１≤ｉ≤Ｎｘ－１ꎬ

Ｄ
ｈ２ｙ
ｕｉꎬＮｙ＋

Ｄ
１２

(ｕｂ) ｘｘｉꎬＮｙ－
１
１２

((ｕｂ) ″ｉꎬＮｙ－ｇ(ｕ
ｂ
ｉꎬＮｙ)－ｆ(ｘｉꎬｙＮｙꎬｔ))ꎬ ｊ＝Ｎｙ－１ꎬ１≤ｉ≤Ｎｘ－１ꎬ

０ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï
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经直接计算可知ꎬ在方程(２)中出现的相关矩阵存在以下谱分解:
Ａｘ ＝Ｐｘ􀭾ＤａꎬｘＰ

－１
ｘ ꎬ　 Ａｙ ＝Ｐｙ􀭾ＤａꎬｙＰ

－１
ｙ ꎬ　 Ｂｘ ＝Ｐｘ􀭾ＤｂꎬｘＰ

－１
ｘ ꎬ　 Ｂｙ ＝Ｐｙ􀭾ＤｂꎬｙＰ

－１
ｙ ꎬ

式中ꎬＰｘ和 Ｐｙ是由文献[８]给出的正交矩阵. 􀭾Ｄａꎬｘꎬ􀭾Ｄａꎬｙꎬ􀭾Ｄｂꎬｘꎬ􀭾Ｄｂꎬｙ是相应的特征值组成的对角阵ꎬ即
􀭾Ｄａꎬｘ ＝ｄｉａｇ(ｄａꎬｘ１ ꎬｄａꎬｘ２ ꎬ􀆺ꎬｄａꎬｘＮｘ－１)ꎬ　 􀭾Ｄａꎬｙ ＝ｄｉａｇ(ｄａꎬｙ１ ꎬｄａꎬｙ２ ꎬ􀆺ꎬｄａꎬｙＮｙ－１)ꎬ
􀭾Ｄｂꎬｘ ＝ｄｉａｇ(ｄｂꎬｘ１ ꎬｄｂꎬｘ２ ꎬ􀆺ꎬｄｂꎬｘＮｘ－１)ꎬ　 􀭾Ｄｂꎬｙ ＝ｄｉａｇ(ｄｂꎬｙ１ ꎬｄｂꎬｙ２ ꎬ􀆺ꎬｄｂꎬｙＮｙ－１) .

又记 Ｈ＝(ｈｉꎬｊ) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬ
ｈｉꎬｊ ＝ｄｂꎬｘｉ / ｄａꎬｘｉ ＋ｄｂꎬｙｊ / ｄａꎬｙｊ .

在方程(２)左侧乘以 Ｐ－１
ｘ ꎬ右侧乘以 Ｐ－Ｔ

ｙ 可得

􀭺Ｕ″( ｔ)－Ｈ☉􀭺Ｕ＝􀭺Ｒ( ｔꎬ􀭺Ｕ)ꎬ (３)
式中ꎬ􀭺Ｕ＝Ｐ－１

ｙ ○ｙＰ－１
ｘ ○ｘＵꎬ􀭺Ｒ( ｔꎬ􀭺Ｕ)＝ Ｐ－１

ｙ ○ｙＰ－１
ｘ ○ｘＲ( ｔꎬＵ( ｔ)) . 运算符“☉”表示矩阵的点乘. 易知ꎬ(３)中每个

( ｉꎬｊ)－元素都是一个独立的常微分方程ꎬ因此可以通过常数变易公式求得其解. 具体而言ꎬ假设 ｇｉꎬｊ( ｔ) 是

以下齐次方程之解

ｙ″－ｈｉꎬｊｙ＝ ０ꎬ ｔ∈(０ꎬＴ)ꎬ
ｙ(０)＝ ０ꎬ ｙ′(０)＝ １.{

则注意到 ｈｉꎬｊ<０ꎬ从而易知

ｇｉｊ( ｔ)＝
ｓｉｎ －ｈｉｊ ｔ

－ｈｉｊ
ꎬ　 ｇｉｊ( ｔ)＝ ｃｏｓ －ｈｉｊ ｔ.

定义　 ｇ( ｔ)＝ (ｇｉｊ( ｔ)) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬｇ′( ｔ)＝ (ｇ′ｉｊ( ｔ)) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１) . 设 Ｖ( ｔ)＝ Ｕ′( ｔ) . 则使用文献[７]中相同

办法ꎬ利用常数变易公式可知问题(３)之解可显式表示为

􀭺Ｕ( ｔ) ＝ ｇ′( ｔ)☉􀭺Ｕ０ ＋ ｇ( ｔ)☉􀭺Ｖ０ ＋ ∫ｔ
０
ｇ( ｔ － )☉􀭺Ｒ( ꎬ􀭺Ｕ( ))ｄ ꎬ

􀭺Ｖ( ｔ) ＝ Ｈ☉ｇ( ｔ)☉􀭺Ｕ０ ＋ ｇ′( ｔ)☉􀭺Ｖ０ ＋ ∫ｔ
０
ｇ′( ｔ － )☉􀭺Ｒ( ꎬ􀭺Ｕ( ))ｄ ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(４)

式中ꎬ􀭺Ｕ０ ＝Ｐ
－１
ｙ ○ｙＰ－１

ｘ ○ｘ (ｕ０(ｘｉꎬｙ ｊ))ꎬ􀭺Ｖ０ ＝Ｐ
－１
ｙ ○ｙＰ－１

ｘ ○ｘ (ｖ０(ｘｉꎬｙ ｊ)) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１) .

２　 时间离散:时间积分和非线性源项离散

给定正整数 Ｎｔꎬ设 Δｔ＝Ｔ / Ｎｔ . 对时间区间[０ꎬＴ]做均匀剖分:ｔｍ ＝ｍΔｔꎬｍ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮｔ . 由(４)可得如下

时间递进计算格式:
Ｕｍ＋１ ＝Ｐｙ○ｙ Ｐｘ○ｘ (ｇ′(Δｔ)☉(Ｐ－１

ｙ ｘ○ｙ Ｐ
－１
ｘ ○ｘ Ｕｍ)＋ｇ(Δｔ)☉(Ｐ－１

ｙ ○ｙ Ｐ－１
ｘ ○ｘ Ｖｍ)＋ＱＲ０ )ꎬ

Ｖｍ＋１ ＝Ｐｙ○ｙ Ｐｘ○ｘ (Ｈ☉ｇ(Δｔ)☉(Ｐ－１
ｙ ｘ○ｙ Ｐ

－１
ｘ ○ｘ Ｕｍ)＋ｇ′(Δｔ)☉(Ｐ－１

ｙ ｘ○ｙ Ｐ
－１
ｘ ○ｘ Ｖｍ)＋ＱＲ１ )ꎬ

式中ꎬ

ＱＲ０ ＝ ∫Δｔ
０
ｇ(Δｔ－ )☉􀭺Ｒ( ｔｍ＋ ꎬ􀭺Ｕ( ｔｍ＋ ))ｄ ꎬ

ＱＲ１ ＝ ∫Δｔ
０
ｇ′(Δｔ－ )☉􀭺Ｒ( ｔｍ＋ ꎬ􀭺Ｕ( ｔｍ＋ ))ｄ .

当 ｒ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ 时ꎬ记

ϕ( ｒꎬ０)
ｉꎬｊ ＝ ∫Δｔ

０
ｇｉꎬｊ(Δｔ－ )  

Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ

ｄ ꎬ　 ϕ( ｒꎬ１)
ｉꎬｊ ＝ ∫Δｔ

０
ｇ′ｉꎬｊ(Δｔ－ )  

Δｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ

ｄ .

为了得到 Ｕｍ＋１和 Ｖｍ＋１可计算的全离散格式ꎬ利用 ＵꎬＶ 在时刻 ｔｍ－１ꎬｔｍ得到的计算值ꎬ在子区间 [ ｔｍꎬ
ｔｍ＋１]上构造三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值多项式 Ｐ３( )逼近 􀭺Ｒ( ｔｍ＋ ꎬ􀭺Ｕ( ｔｍ＋ )):

Ｐ３( )＝ Ｐ１( )􀭺Ｒ( ｔｍꎬ􀭺Ｕｍ)＋Ｐ２( )􀭺Ｒ′( ｔｍꎬ􀭺Ｕｍ)＋Ｐ３( )􀭺Ｒ( ｔｍ－１ꎬ􀭺Ｕｍ－１)＋Ｐ４( )􀭺Ｒ′( ｔｍ－１ꎬ􀭺Ｕｍ－１)ꎬ
式中ꎬ

Ｐ１( )＝ １－３ 
２

Δｔ２
－２ 

３

Δｔ３
ꎬ　 Ｐ２( )＝ ＋２ 

２

Δｔ
＋ 

３

Δｔ２
ꎬ　 Ｐ３( )＝ ３ ２

Δｔ２
＋２ 

３

Δｔ３
ꎬ　 Ｐ４( )＝ 

２

Δｔ
＋ 

３

Δｔ２
.

—３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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定义

Ｓ( ｓꎬｐ)(Δｔ)＝ (α( ｓꎬｐ)
ｉꎬｊ (Δｔ)) (Ｎｘ－１)×(Ｎｙ－１)ꎬ　 ｓ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ

式中ꎬ
α(０ꎬｐ)
ｉꎬｊ (Δｔ)＝ ϕ(０ꎬｐ)

ｉꎬｊ －３ϕ(２ꎬｐ)
ｉꎬｊ －２ϕ(３ꎬｐ)

ｉꎬｊ ꎬ　 α(１ꎬｐ)
ｉꎬｊ (Δｔ)＝ Δｔϕ(１ꎬｐ)

ｉꎬｊ ＋２Δｔϕ(２ꎬｐ)
ｉꎬｊ ＋Δｔϕ(３ꎬｐ)

ｉꎬｊ ꎬ
α(２ꎬｐ)
ｉꎬｊ (Δｔ)＝ ３ϕ(２ꎬｐ)

ｉꎬｊ ＋２ϕ(３ꎬｐ)
ｉꎬｊ ꎬ　 α(３ꎬｐ)

ｉꎬｊ (Δｔ)＝ Δｔϕ(２ꎬｐ)
ｉꎬｊ ＋Δｔϕ(３ꎬｐ)

ｉꎬｊ ꎬ
在此基础上ꎬ就可以得到求解(１)的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 型快速紧致时间积分方法如下:

Ｕｍ＋１ ＝Ｐｙ○ｙ Ｐｘ○ｘ (ｇ′(Δｔ)☉(Ｐ－１
ｙ ○ｙ Ｐ－１

ｘ ○ｘ Ｕｍ)＋ｇ(Δｔ)☉(Ｐ－１
ｙ ○ｙ Ｐ－１

ｘ ○ｘ Ｖｍ)＋Ｑ(０ꎬＲ)
(３) )ꎬ

Ｖｍ＋１ ＝Ｐｙ○ｙ Ｐｘ○ｘ (Ｈ☉ｇ(Δｔ)☉(Ｐ－１
ｙ ○ｙ Ｐ－１

ｘ ○ｘ Ｕｍ)＋ｇ′(Δｔ)☉(Ｐ－１
ｙ ○ｙ Ｐ－１

ｘ ○ｘ Ｖｍ)＋Ｑ(１ꎬＲ)
(３) )ꎬ

式中ꎬ
Ｑ(ｐꎬＲ)

(３) ＝ 􀭺Ｒ( ｔｍꎬ􀭺Ｕｍ)☉Ｓ(０ꎬｐ) ＋􀭺Ｒ′( ｔｍꎬ􀭺Ｕｍ)☉Ｓ(１ꎬｐ) ＋􀭺Ｒ( ｔｍ－１ꎬ􀭺Ｕｍ－１)☉Ｓ(２ꎬｐ) ＋􀭺Ｒ′( ｔｍ－１ꎬ􀭺Ｕｍ－１)☉Ｓ(３ꎬｐ) .
设 Ｎ ＝ ｍａｘ (ＮｘꎬＮｙ )ꎬ基于 ＦＦＴ 算法实现以上数值解法ꎬ易知在每一时间步总的计算复杂度是

Ｏ(Ｎ２ ｌｏｇ(Ｎ)) .　

３　 数值实验

在本节中ꎬ通过数值算例讨论快速紧致时间积分 Ｈｅｒｍｉｔｅ 格式的收敛性和效率. 在方程(１)中ꎬ选取

ｇ(ｕ)＝ ｕ－ｕ３ 以及适当的函数使得精确解为

ｕ( ｔꎬｘꎬｙ)＝ ｃｏｓ(ｘ)ｃｏｓ(ｙ)ｓｉｎ( ｔ) .
取空间区域为 Ω＝(－１ꎬ２π－１) ２ꎬ求解时间为 Ｔ＝ １. 此时相应的边界条件是非齐次的. 在表 １ 中列出了

Ｕ 和 Ｖ 在不同时空剖分网格下的 Ｌ２ 和 Ｌ∞ 误差、收敛率和 ＣＰＵ 时间. 从中可以看出该方法在空间和时间

方向上都达到了四阶收敛率. 就 ＣＰＵ 时间而言ꎬ从表中可以发现ꎬ由于使用了 ＦＦＴ 算法ꎬ即使在空间网格

非常细的情况下ꎬＣＰＵ 时间也非常小.
表 １　 在最终时刻 Ｔ＝１ 的误差、收敛率以及 ＣＰＵ 时间

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓꎬｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅｓ ａｔ Ｔ＝１

(Ｎｘ×Ｎｙ)×Ｎｔ
Ｕ

Ｌ２ Ｅｒｒｏｒ ＣＲ Ｌ∞ Ｅｒｒｏｒ ＣＲ

Ｖ

Ｌ２ Ｅｒｒｏｒ ＣＲ Ｌ∞ Ｅｒｒｏｒ ＣＲ ＣＰＵ

空间离散精度测试

４２×１ ０２４ ２.１６１３ｅ－０２ — ５.８０３６ｅ－０３ — ５.８４３４ｅ－０２ — １.５２９６ｅ－０２ — ０.９０
８２×１ ０２４ １.３５５４ｅ－０３ ４.００ ４.４２５８ｅ－０４ ３.７１ ３.５５４７ｅ－０３ ４.０４ １.１５１７ｅ－０３ ３.７３ ０.９４
１６２×１ ０２４ ８.４６８７ｅ－０５ ４.００ ２.７６０８ｅ－０５ ４.００ ２.２０８３ｅ－０４ ４.０１ ７.１７４６ｅ－０５ ４.００ １.０３
３２２×１ ０２４ ５.２８６７ｅ－０６ ４.００ １.７６３２ｅ－０６ ３.９７ １.３７６７ｅ－０５ ４.００ ４.５６４９ｅ－０６ ３.９７ ２.２５
６４２×１ ０２４ ３.３０３０ｅ－０７ ４.００ １.１００７ｅ－０７ ４.００ ８.５９８８ｅ－０７ ４.００ ２.８４９８ｅ－０７ ４.００ ６.２２
１２８２×１ ０２４ ２.０６４２ｅ－０８ ４.００ ６.８７８０ｅ－０９ ４.００ ５.３７３４ｅ－０８ ４.００ １.７８０６ｅ－０８ ４.００ １５.８１
２５６２×１ ０２４ １.２９０４ｅ－０９ ４.００ ４.３０７１ｅ－１０ ４.００ ３.３５８２ｅ－０９ ４.００ １.１２７６ｅ－０９ ３.９８ ７９.１６

时间离散精度测试

５１２２×８ ６.４９３１ｅ－０５ — ２.１４１４ｅ－０４ — ２.６５５１ｅ－０３ — ９.４５４１ｅ－０３ — ４.１９
５１２２×１６ ４.９８１０ｅ－０６ ３.７０ １.９２９９ｅ－０５ ３.４７ ２.９１８７ｅ－０４ ３.１９ １.０４８４ｅ－０３ ３.１７ ８.２４
５１２２×３２ ３.６０９５ｅ－０７ ３.７９ １.４１３８ｅ－０６ ３.７７ ２.７１９９ｅ－０５ ３.４２ ８.４０１０ｅ－０５ ３.６４ １６.４７
５１２２×６４ ２.４０８５ｅ－０８ ３.９１ ９.２１１７ｅ－０８ ３.９４ ２.００３８ｅ－０６ ３.７６ ５.６４１８ｅ－０６ ３.９０ ３２.９８
５１２２×１２８ １.５７３９ｅ－０９ ３.９４ ５.５８４０ｅ－０９ ４.０４ １.３０７９ｅ－０７ ３.９４ ３.７５２０ｅ－０７ ３.９１ ６４.４２
５１２２×２５６ １.４８９４ｅ－１０ ３.４０ ３.７７５６ｅ－１０ ３.８９ ８.３４８２ｅ－０９ ３.９７ ２.３９３７ｅ－０８ ３.９７ １２６.７４

[参考文献]

[１] 　 ＤＯＤＤ Ｒ ＫꎬＥＩＬＢＥＣＫ Ｊ ＣꎬＧＩＢＢＯＮ Ｊ Ｄꎬｅｔ ａｌ. Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｐｒｅｓｓꎬ１９８２.
[２] ＤＲＡＺＩＮ Ｐ ＧꎬＪＯＨＮＳＯＮ Ｒ Ｓ. Ｓｏｌｉｔｏｎｓ:ａｎ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ[Ｍ] . Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ:Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ１９８９.
[３] ＤＥＨＧＨＡＮ ＭꎬＳＨＯＫＲＩ Ａ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ [ Ｊ] .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２００９ꎬ２３０(２):４００－４１０.
[４] ＳＴＲＡＵＳＳ ＷꎬＶＡＺＱＵＥＺ Ｌ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ

１９７８ꎬ２８(２):２７１－２７８.　

—４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



黄建国ꎬ等:求解 Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程的新型快速紧致时间积分方法

[５] ＤＥＨＧＨＡＮ ＭꎬＧＨＥＳＭＡＴＩ Ａ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ ｓｏｌｉｔｏｎｓ ｖｉａ ａ ｌｏｃａｌ ｗｅａｋ ｍｅｓｈｌｅｓｓ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｐｈｙｓｉｃｓ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２０１０ꎬ１８１(４):７７２－７８６.

[６] ＰＥＫＭＥＮ Ｂꎬ ＴＥＺＥＲ Ｓ Ｍ. Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｋｌｅｉｎ￣Ｇｏｒｄｏｎ ａｎｄ ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ [ Ｊ] .
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｐｈｙｓｉｃｓ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２０１２ꎬ１８３(８):１７０２－１７１３.

[７] ＨＵＡＮＧ ＪꎬＪＵ ＬꎬＷＵ Ｂ. Ａ ｆａｓｔ ｃｏｍｐａｃｔ ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａ ｆａｍｉｌｙ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌ ｏｒｄｅｒ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２０１９ꎬ３９３:３１３－３３６.

[８] ＨＵＡＮＧ ＪꎬＪＵ ＬꎬＷＵ Ｂ. Ａ ｆａｓｔ ｃｏｍｐａｃｔ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｔｉｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｎｅｕｍａｎｎ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｌｅｔｔｅｒｓꎬ２０１９ꎬ９４:２５７－２６５.

[９] ＪＵ ＬꎬＬＩＵ ＸꎬＬＥＮＧ Ｗ. Ｃｏｍｐａｃｔ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ａ ｆａｍｉｌｙ ｏｆ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ].
Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ. ｓｅｒｉｅｓ Ｂꎬ２０１４ꎬ１９(６):１６６７－１６８７.

[１０] ＪＵ ＬꎬＷＡＮＧ Ｚ. Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｔｉｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｉｎｇ ｇａｕｇｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｏｗｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｃｏｍｐｕ￣
ｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２０１７ꎬ２２(２):５１７－５４１.

[１１] ＪＵ ＬꎬＺＨＡＮＧ ＪꎬＺＨＵ Ｌꎬｅｔ ａｌ. Ｆａｓｔ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｓｃｉｅｎ￣
ｔｉｆｉｃ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ２０１５ꎬ６２(２):４３１－４５５.

[１２] ＫＲＯＧＳＴＡＤ Ｓ. Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ ｆａｃｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｔｉｆｆ ＰＤＥｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２００５ꎬ２０３(１):
７２－８８.

[１３] ＮＩＥ ＱꎬＷＡＮ Ｆ Ｙ ＭꎬＺＨＡＮＧ Ｙ Ｔꎬｅｔ ａｌ. Ｃｏｍｐａｃｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｈｉｇｈ ｓｐａｔｉａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２００８ꎬ２２７(１０):５２３８－５２５５.

[１４] ＬＥＬＥ Ｓ Ｋ. Ｃｏｍｐａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ｗｉｔｈ ｓｐｅｃｔｒａｌ￣ｌｉｋｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓꎬ１９９２ꎬ１０３(１):
１６－４２.

[１５] ＬＩ ＭꎬＴＡＮＧ ＴꎬＦＯＲＮＢＥＲＧ Ｂ. Ａ ｃｏｍｐａｃｔ ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｉｎｔｅｒｎａｔ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｆｌｕｉｄｓꎬ１９９５ꎬ２０(１０):１１３７－１１５１.

[责任编辑:陆炳新]

—５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


