
第 ４３ 卷第 ２ 期

２０２０ 年 ６ 月

南京师大学报(自然科学版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＮＡＮＪＩＮＧ ＮＯＲＭＡＬ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)

Ｖｏｌ ４３ Ｎｏ ２
Ｊｕｎｅꎬ２０２０

　 收稿日期:２０１９－０４－２５.
　 基金项目:国家自然科学基金青年项目(１１６０１１９３)、２０１７ 年度江苏省高校“青蓝工程”优秀青年骨干教师培养对象计划项目、江苏省高校

优秀中青年教师和校长境外研修项目.
　 通讯作者:陈平ꎬ博士ꎬ副教授ꎬ研究方向:最优运输ꎬ偏微分方程ꎬ几何分析. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｃｈｅｎｐｉｎｇ２００５０７＠ １２６.ｃｏｍ

ｄｏｉ:１０.３９６９ / ｊ.ｉｓｓｎ.１００１－４６１６.２０２０.０２.００２

Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上内插的 Ｌ∞ 范数估计

陈　 平

(江苏第二师范学院数学与信息技术学院ꎬ江苏 南京 ２１００１３)

[摘要] 　 本文研究了 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群(ＨｎꎬｄꎬＬ２ｎ＋１)上费用函数为 ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))时最优计划 γ的内插 μｔ . 其中 ϕ为严

格凸函数.内插的本质就是一种测度. 我们证明了该内插 μｔ 关于 Ｌｅｂｓｅｇｕｅ 测度 Ｌ２ｎ＋１是绝对连续的ꎬ同时也对 μｔ
的 Ｌ∞ 范数进行了估计. 此外ꎬ利用这一估计结果ꎬ我们还对 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上的变分逼近问题解的内插( ｅｔ Ｓ) ＃γε
进行了估计. 本文的证明主要利用 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上的 Ｌ２ｎ＋１测度收缩性质以及最优运输理论中的循环单调性以及

ϕ的严格凸性.
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Ｃｈｅｎ Ｐｉｎｇ

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬＪｉａｎｇｓｕ Ｓｅｃｏｎｄ Ｎｏｒｍａｌ ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬＮａｎｊｉｎｇ ２１００１３ꎬＣｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ μｔ ｏｆ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｐｌａｎ γ ｉｎ ｔｈｅ Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ ｇｒｏｕｐ(ＨｎꎬｄꎬＬ２ｎ＋１)
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))ｗｈｅｒｅ ϕ ｉｓ ａ ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｃｏｎｖｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎ. Ａｎ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｉｓ ａｃｔｕａｌｌｙ ａ ｋｉｎｄ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅ. Ｗｅ
ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ μｔ ｉｓ ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ Ｌｅｂｓｅｇｕｅ ｍｅａｓｕｒｅ Ｌ２ｎ＋１ . Ｗｅ ａｌｓｏ ｇｉｖｅ ａ Ｌ∞ ｎｏｒｍ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｎ μｔ . Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬａｓ ａ ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔꎬｗｅ ａｌｓｏ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ(ｅｔ Ｓ) ＃γε ｏｆ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｔｈｅ Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ ｇｒｏｕｐ. Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｅ ｕｓｅｄ ｉｎｃｌｕｄｅ ｔｈｅ Ｌ２ｎ＋１

ｍｅａｓｕｒｅ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ ｇｒｏｕｐꎬｔｈｅ ｃｙｃｌｉｃａｌｌｙ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｉｎ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ
ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ ｏｆ ϕ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ ｇｒｏｕｐꎬｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎꎬＬ∞ ｎｏｒｍ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

在欧式空间中ꎬ对于费用函数为 ϕ( ｙ－ｘ)时的内插 μｔꎬ已经对其进行了 Ｌｐ 范数估计ꎬ其中 ｐ∈[１ꎬ

＋∞ ] . 该估计结果可以用来研究欧式空间中传输密度的正则性 σ＝ ∫１
０
πｔ( ｜ ｘ－ｙ ｜ γ)ｄｔꎬ详见[１] . 这里 πｔ(ｘꎬ

ｙ)＝ (１－ｔ)ｘ＋ｔｙ为从 Ｒｎ 到 Ｒｎ 的映射. 此外ꎬ这一正则性估计也是研究欧式空间中费用函数为范数时的最

优映射存在性的重要预备结果之一ꎬ见[２] . 基于对 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上最优计划的分类[３]这一前期工作ꎬ我
们拟研究 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上传输密度定义的有效性以及正则性ꎬ而这一问题的研究基于(ＨｎꎬｄꎬＬ２ｎ＋１)内插 μｔ
的正则性. 以此为研究背景ꎬ本文的主要工作是证明了 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上内插 μｔ 的绝对连续性并得到 μｔ 的
Ｌ∞ 范数估计.

１　 预备知识

设(Ｘꎬｄ)为完备的可分的度量空间.μꎬν为 Ｘ上的概率测度ꎬ记为 μꎬν∈Ｐ(Ｘ) .Ｘ上的最优运输问题是

指以下变分问题:

—６—
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ｍｉｎ
γ∈π(μꎬν)∫Ｘ×Ｘ ｃ(ｘꎬｙ)ｄγ(ｘꎬｙ)ꎬ (１)

式中ꎬｃ(ｘꎬｙ):Ｘ×Ｘ→(０ꎬ＋∞ ]称为费用函数ꎬμꎬν称为第一和第二边际测度ꎬ集合 π(μꎬν)中的元素 γ称为

运输计划ꎬ其定义为 π(μꎬν)＝ {γ∈Ｐ(Ｘ×Ｘ):(π１) ＃γ＝μꎬ(π２) ＃γ＝ν}ꎬ这里 π１(ｘꎬｙ)＝ ｘꎬπ２(ｘꎬｙ)＝ ｙ 分别

为对第一和第二变量的典范投影. 称问题(１)的解为最优计划ꎬ而(１)的值被称为最优费用.
定义 １[４－５] 　 对于给定的映射 Ｔ:Ｘ→Ｘ以及 μ∈Ｐ(Ｘ)ꎬＴ＃μ 给出了 Ｘ 上的一个概率测度ꎬ其定义如下

(Ｔ＃μ)(Ａ)＝ μ(Ｔ
－１(Ａ))ꎬ其中 Ａ⊂Ｘ为任意 Ｂｏｒｅｌ 集合.

定义 ２[４－６] 　 对于给定的费用函数 ｃ(ｘꎬｙ)ꎬ称 Γ⊂Ｘ×Ｘ为 ｃ－循环单调集合ꎬ如果 Γ中的任意 ｋ∈Ｎ个

点对(ｘ１ꎬｙ１)ꎬꎬ(ｘｋꎬｙｋ)ꎬ有不等式 ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｃ(ｘｉꎬｙｉ)≤ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ｃ(ｘｉꎬｙｉ＋１)成立ꎬ其中 ｙｋ＋１ ＝ ｙ１ .

引理 １[４－５] 　 如果费用函数 ｃ(ｘꎬｙ)是下半连续的ꎬ且最优费用(１)是有限的ꎬ则 γ是最优运输问题(１)
的解当且仅当 γ集中在 ｃ－循环单调集合 Γ上ꎬ即 γ(Ｘ ＼Γ)＝ ０.

定义 ３[７] 　 设 μꎬν∈Ｐ(Ｘ)ꎬ如果对任意集合 Ａ⊂Ｘꎬ由 ν(Ａ)＝ ０ 可得 μ(Ａ)＝ ０ꎬ则称测度 μ 关于测度 ν
绝对连续ꎬ并记为 μ≪ν. 特别的ꎬ当测度 μ关于 ｎ维(ｎ≥１ 为整数)Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度 Ｌｎ 绝对连续时ꎬ可以定义

测度 μ的密度 ｆ:Ｘ→[０ꎬ＋∞ )ꎬ即 μ＝ ｆＬｎꎬ如果 ｜｜ ｆ ｜｜ Ｌｐ存在ꎬ则称 ｜｜ ｆ ｜｜ Ｌｐ为测度 μ 的 Ｌｐ 范数ꎬ记为 ｜｜ μ ｜｜ Ｌｐꎬ这里

ｐ∈[１ꎬ＋∞ ) .

２　 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上的内插

Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群(ＨｎꎬｄꎬＬ２ｎ＋１)是具有分层 Ｌｉｅ 代数单连通的 Ｌｉｅ 群ꎬ是次黎曼流形的一种ꎬ这里 ｄ 指测地

距离.本文主要考虑 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上的如下最优运输问题:

ｍｉｎ
γ∈π(μꎬν)∫Ｈｎ×Ｈｎ ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))ｄγ(ｘꎬｙ) . (２)

这里 ϕ:[０ꎬ＋∞ )→Ｒ 为下半连续的、具有严格凸性的函数ꎻ第一边际测度 μ 关于 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度 Ｌ２ｎ＋１

绝对连续ꎬ即 μ≪Ｌ２ｎ＋１ꎻ第二边际测度 ν为有限原子ꎬ即 ν的支撑集合 ｓｐｔ ν为有限个点组成的集合. 由最优

运输理论[４ꎬ５]可知ꎬ由于费用函数 ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))是下半连续的ꎬ因此问题(２)存在解. 这里我们主要关心与

变分问题(２)涉及到的内插 μｔ 的范数估计. 内插 μｔ 的本质是 Ｈｎ 上的概率测度. 首先ꎬ我们给出有关定义.

定义 ４[７] 　 令 Σ＝{σ}表示 Ｈｎ 上全体极小测地线组成的集合ꎬ这里 σ:
[０ꎬ１]→Ｈｎ

ｔ→σ( ｔ)
为连接点 σ(０)和点

σ(１)的极小测地线. 则对任意给定 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬｅｔ:
Σ→Ｈｎ

σ→σ( ｔ)
称为估值映射. 它将极小测地线 σ 映射成该测

地线上的某给定点.

引入映射 Ｓ:
Ｈｎ×Ｈｎ→Σ
(ｘꎬｙ)→σ

ꎬ则 ｅｔ  Ｓ(ｘꎬｙ)表示连接 ｘ 和 ｙ 极小测地线上的一个点ꎬ该点到 ｘ 的距离为

ｔｄ(ｘꎬｙ) . 此外ꎬ对任意一点 ｙ∈Ｈｎ 和任意可测集合 Ａ⊂Ｈｎꎬ将连接 ｘ和 Ａ中任一点 ｙ的测地线组成的集合

记为 Ｓ(Ａꎬｘ)＝ {Ｓ(ｙꎬｘ):ｙ∈Ａ}ꎬ将由位于连接 ｙ∈Ａ和 ｘ的极小测地线上且到 ｘ的距离为(１－ｔ)ｄ(ｘꎬｙ)的
点组合成的集合记为(ｅｔ Ｓ)(Ａꎬｘ)＝ {ｅｔ Ｓ(ｙꎬｘ):ｙ∈Ａ}ꎬ并将由位于连接 ｙ∈Ａ和 ｘ的极小测地线上且到 ｘ
的距离为 ｔｄ(ｘꎬｙ)的点组合成的集合记为( ｅｔ  Ｓ) (ｘꎬＡ)＝ { ｅｔ  Ｓ(ｘꎬｙ):ｙ∈Ａ} . 显然有下式成立:( ｅ１－ｔ  Ｓ)
(ｘꎬＡ)＝ (ｅｔ Ｓ)(Ａꎬｘ) .

定义 ５[４－５ꎬ７] 　 对于上述最优运输问题(２)ꎬ设 γ是该问题的解ꎬ则对任意 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬＨｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群上内

插是指如下测度:μｔ ＝(ｅｔ Ｓ) ＃γ.
引理 ２[７－８] 　 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 群(ＨｎꎬｄꎬＬ２ｎ＋１)具有测度收缩性质ꎬ即对任意一点 ｙ∈Ｈｎ 和任意子集 Ａ⊂Ｈｎ

以及任意 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ有下式成立 Ｌ２ｎ＋１(Ａ)≤(１－ｔ) －２ｎ－３Ｌ２ｎ＋１((ｅｔ Ｓ)(Ａꎬｙ)) .
定理 １　 设 γ是最优运输问题(２)的解ꎬ则对于任意 ｔ∈[０ꎬ１)ꎬ内插 μｔ 具有绝对连续性质和如下 Ｌ∞

范数估计:
(１)μｔ≪Ｌ２ｎ

＋１ꎬ

—７—
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(２) ｜｜ μｔ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)≤(１－ｔ) －２ｎ－３ ｜｜ μ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ) .
证明　 设 ｙｉꎬｉ＝ １ꎬꎬｋ为测度 ν的有限原子ꎬ由引理 １ 可知ꎬ最优计划 γ 集中在某一 ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))－循

环单调集合 Γ＝{(ｘꎬｙｉ):ｘ∈Ｈｎ} . 记 Ωｉ ＝π１(Γ)ꎬ并设 Ωｉ( ｔ)＝ (ｅｔ Ｓ)(Ωｉꎬｙｉ)ꎬ其中 ｉ ＝ １ꎬꎬｋꎬ则有 Γ ＝∪
ｋ

ｉ＝１

Ωｉ×ｙｉꎬ此外对任意 Ｂｏｒｅｌ 集合 Ａ⊂Ｈｎꎬ显然有下式成立:

μ(Ａ)＝ γ(π－１
１ (Ａ))＝ γ(π－１

１ (Ａ)∩Γ)＝ γ ∪
ｋ

ｉ＝１
Ａ×ｙｉ( ) . (３)

注意到利用反证法可以证明 Ωｉ( ｔ)∩Ωｊ( ｔ)＝ ⌀ꎬ∀ｉ≠ｊ.事实上ꎬ假设该结论不成立ꎬ即存在 ｘ∈Ωｉ( ｔ)
∩Ωｊ( ｔ)ꎬ由 ϕ的严格凸性可得:

φ(ｄ(ｘｉꎬｙ ｊ))＋φ(ｄ(ｘ ｊꎬｙｉ))＝ φ(ｄ(ｘｉꎬｘ)＋ｄ(ｘꎬｙ ｊ))＋φ(ｄ(ｘ ｊꎬｘ)＋ｄ(ｘꎬｙｉ))＝ φ( ｔｄ(ｘｉꎬｙｉ)＋
(１－ｔ)ｄ(ｘ ｊꎬｙ ｊ))＋φ( ｔｄ(ｘ ｊꎬｙ ｊ)＋(１－ｔ)ｄ(ｘｉꎬｙｉ))<ｔφ(ｄ(ｘｉꎬｙｉ))＋(１－ｔ)φ(ｄ(ｘ ｊꎬｙ ｊ))＋

ｔφ(ｄ(ｘ ｊꎬｙ ｊ))＋(１－ｔ)φ(ｄ(ｘｉꎬｙｉ))＝ φ(ｄ(ｘｉꎬｙｉ))＋φ(ｄ(ｘ ｊꎬｙ ｊ)) .
该式与 ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))－循环单调性(见定义 ２)矛盾ꎬ从而结论得证.
其次我们进行范数估计. 因为 μ≪Ｌ２ｎ＋１ꎬ记 ｆ为 μ的密度ꎬ由定义 ３ 可知 μ＝ ｆＬｎ＋１ꎬ此外对任意 Ｂｏｒｅｌ 集

合 Ａ⊂Ｈｎꎬ有
μ(Ａ)≤｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)Ｌ２ｎ

＋１(Ａ) . (４)
再由定义 １ 可得

μｔ(Ａ)＝ (ｅｔ Ｓ)∪γ(Ａ)＝ γ((ｅｔ Ｓ) －１(Ａ)∩∪
ｋ

ｉ＝１
Ωｉ×ｙｉ)＝ γ ∪

ｋ

ｉ＝１
 ｉ×ｙｉ( ) ꎬ

式中ꎬ ｉ ＝π１((ｅｔ Ｓ)
－１(Ａ)∩Ωｉ×ｙｉ) .由(３)式和(４)式可得

μｔ(Ａ)＝ μ ∪
ｋ

ｉ＝１
 ｉ( ) ≤｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)Ｌ２ｎ

＋１ ∪
ｋ

ｉ＝１
 ｉ( ) ≤｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｌ２ｎ＋１( ｉ)ꎬ

进一步的ꎬ由引理 ２ 可得

μｔ(Ａ)≤｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)∑
ｋ

ｉ ＝ １

１
(１－ｔ) ２ｎ＋３Ｌ

２ｎ＋１((ｅｔ Ｓ)( ｉꎬｙｉ))＝
｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)

(１－ｔ) ２ｎ＋３ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｌ２ｎ＋１(Ａ∩Ωｉ( ｔ)) .

又因为对任意 ｉ≠ｊꎬ有 Ωｉ( ｔ)∩Ωｊ( ｔ)＝ ⌀ꎬ所以

上式＝
｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)

(１－ｔ) ２ｎ＋３Ｌ
２ｎ＋１ ∪

ｋ

ｉ＝１
Ａ∩Ωｉ( ｔ)( ) ≤

｜｜ ｆ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)

(１－ｔ) ２ｎ＋３Ｌ
２ｎ＋１(Ａ)＝

｜｜ μ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)

(１－ｔ) ２ｎ＋３ Ｌ
２ｎ＋１(Ａ) .

该式表明 μｔ≪Ｌ２ｎ
＋１成立ꎬ并且有估计 ｜｜ μｔ ｜｜ Ｌ∞ ≤

｜｜ μ ｜｜ Ｌ∞
(１－ｔ) ２ｎ＋３也成立ꎬ从而命题得证.

作为该定理的一个重要推论ꎬ我们可以考虑 Ｈｎ 上的如下变分逼近问题

ｍｉｎ{Ｃε(γꎬν)ꎻγ∈Π} . (５)
解 γε 的内插(ｅｔ Ｓ) ＃γε 的正则性估计结论. 以下对式(５)中的符号做出说明:ε>０ 为任意常数ꎬμꎬν∈

Ｐ(Ｈｎ)ꎬΠ:＝{γ∈Ｐ(Ｈｎ×Ｈｎ):(π１) ＃γ＝μꎬｓｐｔ((π２) ＃γ)⊂Ｋ}ꎬ其中 Ｋ⊂Ｈｎ 为紧集ꎬ且满足 ｓｐｔ(μ)∪ｓｐｔ(ν)⊂
Ｋ. 此外

Ｃε(γꎬν)＝
１
ε
Ｗ１((π２) ＃γꎬν)＋ ∫

Ｈｎ×Ｈｎ
ｄ(ｘꎬｙ)ｄγ(ｘꎬｙ)＋ε ∫

Ｈｎ×Ｈｎ
ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))ｄγ(ｘꎬｙ)＋

ε３ｎ＋２Ｃａｒｄ(ｓｐｔ((π２) ＃γ))ꎬ
式中ꎬＷ１(μꎬν)是测度 μꎬν的 １－Ｗａｓｓｅｒｓｔｅｉｎ 距离ꎬ即

ｍｉｎ
γ∈π(μꎬν)∫Ｈｎ×Ｈｎ ｄ(ｘꎬｙ)ｄγ(ｘꎬｙ) . (６)

该定义可见[５]ꎬϕ:[０ꎬ＋∞ )→Ｒ 是任意严格凸函数ꎬＣａｒｄ(Ａ)表示集合 Ａ的基数.此外ꎬ１－Ｗａｓｓｅｒｓｔｅｉｎ
距离即为问题(１)中 Ｘ取为 Ｈｎꎬｃ(ｘꎬｙ)取为测地距离 ｄ(ｘꎬｙ)时的特殊情形.

式(５)称为变分逼近问题的原因在于ꎬ对任意 ε>０ꎬ由变分法的直接方法可得(５)存在解ꎬ记为 γεꎬ文
献[７]证明了当 ϕ(ｄ(ｘꎬｙ))＝ ｄ２(ｘꎬｙ)时ꎬγε 的弱收敛极限即为问题(６)的解.

为了研究 Ｈｎ 上 Ｍｏｎｇｅ 问题ｍｉｎ
Ｔ＃μ＝ν
∫
Ｈｎ×Ｈｎ

ｄ(ｘꎬＴ(ｘ))ｄμ(ｘ)解的存在性ꎬ其中 μꎬν 是 Ｈｎ 上两个具有紧支
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撑的概率测度ꎬ我们可以考虑 ϕ()为任意凸函数时变分逼近问题(５)的解 γε 的弱极限 γ. 如果可以证明

γ的支撑集合 ｓｐｔ γ可以表示为一个图ꎬ则可以证明 γ＝( ｉｄ×Ｔ) ＃μꎬ从而 Ｔ即为所求 Ｍｏｎｇｅ 问题的解. 这里

称 ｓｐｔ γ为一个图是指对任意(ｘ０ꎬｙ０)ꎬ(ｘ０ꎬｙ１)∈ｓｐｔ γꎬ有 ｙ０ ＝ ｙ１ 成立. 为了证明 Ｍｏｎｇｅ 问题解 Ｔ 的存在

性ꎬ一个关键的过程是对变分逼近问题(５)的解 γε 的内插进行正则性估计ꎬ从而得到弱极限 γ 的内插的

正则性估计ꎬ而这一估计可以视为定理 １ 的推论.
推论 １　 设 ε>０ꎬγε 是问题(５)的解ꎬＢ是 Ｈｎ×Ｈｎ 的 Ｂｏｒｅｌ 子集ꎬ令 μεꎬＢ:＝ (π１) ＃(γε ｜ Ｂ)ꎬ则有如下 Ｌ∞

范数估计成立: ｜｜ (ｅｔ Ｓ) ＃(γε ｜ Ｂ) ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)≤
｜｜ μεꎬＢ ｜｜ Ｌ∞ (Ｈｎ)

(１－ｔ) ２ｎ＋３ ꎬ其中 ｔ∈[０ꎬ１) .

证明　 设 νεꎬＢ:＝(π２) ＃(γε ｜ Ｂ) .因为 γε 是问题(５)的解ꎬ因此 γε 也是如下变分问题的解:

ｍｉｎ ∫
Ｈｎ×Ｈｎ
ｄ(ｘꎬｙ) ＋ εϕ(ｄ(ｘꎬｙ))ｄγ(ｘꎬｙ):γ ∈ π(μꎬ(π２) ＃γ ε){ } .

更进一步的ꎬγε ｜ Ｂ 是如下问题的解:

ｍｉｎ ∫
Ｈｎ×Ｈｎ
ｄ(ｘꎬｙ) ＋ εϕ(ｄ(ｘꎬｙ))ｄγ(ｘꎬｙ):γ ∈ π(μ εꎬＢꎬν εꎬＢ){ } .

令 ϕ∗(ｘ)＝ ｘ＋εϕ(ｘ):[０ꎬ＋∞ )→Ｒꎬ因为 ϕ是严格凸函数ꎬ所以 ϕ∗也是严格凸函数. 更进一步ꎬγε ｜ Ｂ
是最优运输问题(２)的解ꎬ其中 μ取为 μεꎬＢ≪Ｌ２ｎ

＋１ꎬν取为 νεꎬＢꎬ而费用函数为严格凸函数 ϕ∗ꎬ因此由定理 １
可知结论成立.
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