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[摘要] 　 本文通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数ꎬ利用自由权矩阵方法和四元数不等式技巧ꎬ讨论了一

类具有离散和分布时滞的四元数神经网络的同步性问题ꎬ得出了保证四元数神经网络全局同步性的充分判据.
[关键词] 　 四元数神经网络ꎬＬｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数ꎬ全局同步性
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自 ２０ 世纪 ４０ 年代以来ꎬ由于神经网络在联想记忆、优化、模式识别、故障诊断和信号处理等领域的广

泛应用ꎬ很多专家和学者对神经网络的同步性、稳定性等问题做了深入的研究. 近几十年来ꎬ实值神经网

络(ＲＶＮＮｓ)和复值神经网络(ＣＶＮＮｓ)更是被应用于并行计算、组合优化和量子通信等前沿领域[１－５] . 然

而ꎬ对于高维数据ꎬ如四维信号、人体图像等ꎬＲＶＮＮｓ 和 ＣＶＮＮｓ 却无法处理ꎬ因此提出并研究四元数神经

网络(ＱＶＮＮｓ)具有重要的意义[６－１０] .
尽管 ＱＶＮＮｓ 也可以化为 ＲＶＮＮｓ 和 ＣＶＮＮｓꎬ但是这种方法的处理效果并不理想ꎬ其一ꎬ模型维数的增

加使得计算变复杂ꎻ其二ꎬ由于原数据的信号携带了振幅、相位等信息ꎬ用多个实值或复值神经网络处理得

出的结果ꎬ可能会丢失信号所携带的一些信息ꎬ而 ＱＶＮＮｓ 在处理多维信号时ꎬ却可以避免 ＲＶＮＮｓ 和

ＣＶＮＮｓ 的局限性.
１９９０ 年ꎬＰｅｃｏｒａ 等对神经网络的同步性做了开创性研究[１１]ꎬ２００４ 年ꎬ文献[１２]研究了时滞耦合神经

网络的同步性. ２０１６ 年ꎬ文献[１３]研究了不含有时滞的 ＣＶＮＮｓ 的全局同步性. ２０１８ 年ꎬ文献[１４]考虑了

具有 ３ 种时滞(离散时滞、泄露时滞和分布时滞)的脉冲 ＣＶＮＮｓ 的同步性问题.
这些工作在同步性研究中ꎬ得到了一些较好的结果ꎬ但是对四元数同步性的研究却很少. 对于具有离

—１—





南京师大学报(自然科学版) 第 ４３ 卷第 ３ 期(２０２０ 年)

散时滞和分布时滞的 ＱＶＮＮｓ 全局同步性研究才处于开始阶段. 在文献[１３]中ꎬ作者要求模型的激活函数

能分离为实部函数和虚部函数. 这种方法会成倍地增加维数ꎬ从而导致计算上的困难. 文献[１４]中ꎬ作者

将激活函数看做一个整体来研究系统的同步性ꎬ但是只适用于复值神经网络. 于是在此基础上ꎬ我们提出

了一类具有离散时滞和分布时滞的四元数神经网络模型ꎬ在研究过程中将激活函数看作一个整体ꎬ以此方

法来研究系统的全局同步性.

１　 预备知识

１.１　 四元数基本知识

四元数ꎬ可以写成以下形式:
ｑ＝ ｑ０＋ｑ１ ｉ＋ｑ２ ｊ＋ｑ３ｋ∈Ｈꎬ

式中ꎬｑ０ꎬｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ 为实系数ꎬ且包含一个实部(用 Ｒ(ｑ)＝ ｑ０ 表示)和 ３ 个虚部(用 Ｊ(ｑ)＝ ｑ１ ｉ＋ｑ２ ｊ＋ｑ３ｋ 表

示) . 虚数单位 ｉꎬ ｊꎬｋ 遵循以下原则:
ｉ２ ＝ ｊ２ ＝ｋ２ ＝ －１ꎻ
ｉｊ＝ －ｊｉ＝ｋꎬ ｊｋ＝ －ｋｊ＝ ｉꎬｋｉ＝ －ｉｋ＝ ｊ.{

对于四元数 ｑ＝ ｑ０＋ｑ１ ｉ＋ｑ２ ｊ＋ｑ３ｋ∈Ｈ和 ｐ＝ ｐ０＋ｐ１ ｉ＋ｐ２ ｊ＋ｐ３ｋ∈Ｈꎬ满足

①加法:ｐ＋ｑ＝(ｐ０＋ｑ０)＋(ｐ１＋ｑ１) ｉ＋(ｐ２＋ｑ２) ｊ＋(ｐ３＋ｑ３)ｋꎻ
②乘法:ｐｑ＝(ｐ０ｑ０－ｐ１ｑ１－ｐ２ｑ２－ｐ３ｑ３) ＋(ｐ０ｑ１＋ｐ１ｑ０＋ｐ２ｑ３－ｐ３ｑ２) ｉ＋(ｐ０ｑ２＋ｐ２ｑ０－ｐ１ｑ３＋ｐ３ｑ１) ｊ＋(ｐ０ｑ３ ＋ｐ３ｑ０ ＋

ｐ１ｑ２－ｐ２ｑ１)ｋꎻ
③ｑ的共轭 ｑ∗:ｑ∗ ＝ ｑ０－ｑ１ ｉ－ｑ２ ｊ－ｑ３ｋꎻ

④ｑ的模 ｜ ｑ ｜ : ｜ ｑ ｜ ＝ ｑｑ∗ ＝ ｑ２０＋ｑ２１＋ｑ２２＋ｑ２３ ꎻ
⑤令 ｕ＝( ｕ１ꎬｕ２ꎬꎬｕｎ ) Ｔ ∈Ｈｎꎬ则 ｕ 的模为 ｜ ｕ ｜ ＝ ( ｜ ｕ１ ｜ ꎬ ｜ ｕ２ ｜ ꎬꎬ ｜ ｕｎ ｜ ) Ｔꎬｕ 的范数为‖ｕ‖ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｕｉ ｜ ２ .

对于四元数矩阵 Ａ∈Ｈｎ×ｎ和 Ｂ∈Ｈｎ×ｎꎬ有
①(ＡＢ)∗ ＝Ｂ∗Ａ∗ꎻ
②若 ＡＢ＝ＢＡ＝ Ｉꎬ则称矩阵 Ａ 是可逆的ꎻ
③若 Ａ∗ ＝Ａꎬ则称矩阵 Ａ 是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵ꎻ
④对于 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵 Ａ∈Ｈｎ×ｎꎬ如果对于所有非零向量 ｘ∈Ｈｎ 有 ｘ∗Ａｘ>０ꎬ那么称矩阵 Ａ 是正定的ꎻ

⑤对于矩阵 Ａ＝(ａｉｊ) ｎ×ｎ∈Ｈｎ
×ｎꎬ则 Ａ 的范数为‖Ａ‖＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ２ .

１.２　 模型描述及基本引理

本文考虑如下具有离散时滞和分布时滞的 ＱＶＮＮｓ 模型:

ｑ̇( ｔ)＝ －Ｄｑ( ｔ)＋Ｃｇ(ｑ( ｔ))＋Ａｇ(ｑ( ｔ－ ))＋Ｂ ∫ｔ
ｔ － 

ｇ(ｑ( ｓ))ｄｓ＋Ｉꎬｔ≥０. (１)

式中ꎬ神经元的状态向量 ｑ( ｔ)＝ (ｑ１( ｔ)ꎬｑ２( ｔ)ꎬꎬｑｎ( ｔ)) Ｔ∈Ｈｎꎬｑｉ( ｔ)∈Ｈꎻｑ( ｔ)的激活函数 ｆ(ｑ( ｔ))＝
( ｆ１(ｑ１( ｔ))ꎬ ｆ２(ｑ２( ｔ))ꎬꎬ ｆｎ(ｑｎ( ｔ))) Ｔ∈Ｈｎꎻ ≥０ 表示传输时滞ꎻＤ＝ ｄｉａｇ{ｄ１ꎬｄ２ꎬꎬｄｎ}∈Ｒｎ

×ｎ
ｄ 表示自反

馈连接权矩阵ꎬ其中 ｄｉ>０ꎻＡ＝(ａｉｊ) ｎ×ｎ∈Ｈｎ
×ｎꎬＢ ＝ (ｂｉｊ) ｎ×ｎ∈Ｈｎ

×ｎꎬＣ ＝ ( ｃｉｊ) ｎ×ｎ∈Ｈｎ
×ｎ均为连接权矩阵ꎻ外部输

入向量 Ｉ＝( Ｉ１ꎬＩ２ꎬꎬＩｎ) Ｔ∈Ｈｎ .
模型(１)的初始条件为:ｑ( ｓ)＝ ϕ( ｓ)ꎬｓ∈[－θꎬ０] . ϕ( ｓ)为[－θꎬ０]上的向量函数ꎬ有界且连续.
令模型(１)为驱动神经网络ꎬ则响应神经网络模型如下:

ｍ̇( ｔ)＝ －Ｄｍ( ｔ)＋Ｃｇ(ｍ( ｔ))＋Ａｇ(ｍ( ｔ－ ))＋Ｂ ∫ｔ
ｔ － 

ｇ(ｍ( ｓ))ｄｓ＋Ｉ＋ｕ( ｔ)ꎬｔ≥０. (２)

模型(２)的初始条件 ｍ(ｓ)＝ ψ( ｓ)ꎬｓ∈[－θꎬ０]ꎬψ( ｓ)为[－θꎬ０]上的向量函数ꎬ有界且连续.
令 ｅ( ｔ)＝ ｑ( ｔ)－ｍ( ｔ)ꎬ ｆ(ｅ( ｔ))＝ ｇ(ｑ( ｔ))－ｇ(ｍ( ｔ))ꎬ控制器 ｕ( ｔ)＝ Ｋ１ｅ( ｔ)＋Ｋ２ｅ( ｔ－ )ꎬ其中 Ｋｉ∈Ｒｎ

×ｎ

为对角矩阵. 从而误差神经网络模型为:
—２—
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ｅ̇( ｔ)＝ (Ｋ１－Ｄ)ｅ( ｔ)＋Ｋ２ｅ( ｔ－ )＋Ｃｆ(ｅ( ｔ))＋Ａｆ(ｅ( ｔ－ ))＋Ｂ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓꎬｔ≥０ꎬ (３)

初始条件为:
ｅ( ｓ)＝ φ( ｓ)＝ ϕ( ｓ)－ψ( ｓ)ꎬｓ∈[－θꎬ０] .

本文结论满足以下假设:
(Ｈ１)激励函数 ｆ ｊ()是连续的ꎬ并且对任意 α１ꎬα２∈Ｈꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬｎꎬ

｜ ｆ ｊ(α１)－ｆ ｊ(α２) ｜≤η ｊ ｜α１－α２ ｜ ꎬ
式中ꎬη ｊ 为常数ꎬ定义 Γ＝ｄｉａｇ(η１ꎬη２ꎬηｎ) .

定义 １[１５] 　 如果误差四元数神经网络(３)是全局稳定的ꎬ那么就说驱动四元数神经网络(１)和响应四

元数神经网络(２)是全局同步的.
定义 ２[１３] 　 对于模型(３)的任意解 ｅ( ｔ)＝ (ｅ１( ｔ)ꎬｅ２( ｔ)ꎬｅｎ( ｔ))ꎬ如果存在常数 Ｍ>０ꎬ使得

‖ｅ( ｔ)‖≤Ｍ ｓｕｐ
ｓ∈[－θꎬ０]

‖φ( ｓ)－ψ( ｓ)‖

成立ꎬ那么就说四元数神经网络(３)是全局稳定的.
引理 １[１３] 　 对任意常数矩阵 Ｗ∈Ｈｎ×ｎꎬＷ>０ 和向量函数 ω:[ａꎬｂ]→Ｈｎꎬａ<ｂ有

∫ｂ
ａ
ω( ｓ)ｄｓ( )

∗
Ｗ ∫ｂ

ａ
ω( ｓ)ｄｓ( ) ≤(ｂ－ａ) ∫ｂ

ａ
ω∗( ｓ)Ｗω( ｓ)ｄｓ.

２　 主要结果

定理　 在 Ｈ１ 成立的条件下ꎬ若存在正定 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵 Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬＲ∈Ｈｎ×ｎꎬ正定对角矩阵 Ｑ∈Ｒｎ×ｎ和
矩阵 Ｎ１ꎬＮ２ꎬＮ３∈Ｈｎ

×ｎꎬ使得下式成立

Ω１１ Ω１２ Ω１３ Ω１４ Ω１５Ω１６

∗ Ω２２ Ω２３ Ｎ∗
１ Ｃ Ｎ∗

１ ＡＮ∗
１ Ｂ

∗ ∗ Ω３３ Ｎ∗
３ Ｃ Ｎ∗

３ ＡＮ∗
３ Ｂ

∗ ∗ ∗  ２Ｐ３＋Ｐ２－Ｑ ００
∗ ∗ ∗ ∗ －Ｐ２０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗－Ｐ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

<０. (４)

式中

Ω１１ ＝Γ∗ＱΓ＋(Ｋ１－Ｄ)Ｐ１＋Ｐ１(Ｋ１－Ｄ)＋Ｒ＋(Ｋ１－Ｄ)Ｎ２＋Ｎ∗
２ (Ｋ１－Ｄ)ꎬ

Ω１２ ＝(Ｋ１－Ｄ)Ｎ１－Ｎ∗
２ ꎬΩ１３ ＝Ｐ１Ｋ２＋(Ｋ１－Ｄ)Ｎ３＋Ｎ∗

２ Ｋ２ꎬ

Ω１４ ＝Ｐ１Ｃ＋Ｎ∗
２ ＣꎬΩ１５ ＝Ｐ１Ａ＋Ｎ∗

２ ＡꎬΩ１６ ＝Ｐ１Ｂ＋Ｎ∗
２ Ｂꎬ

Ω２２ ＝ －Ｎ１－Ｎ∗
１ ꎬΩ２３ ＝ －Ｎ３＋Ｎ∗

１ Ｋ２ꎬ

Ω３３ ＝ －Ｒ－Ｋ２Ｎ３－Ｎ∗
３ Ｋ２ꎬ

则四元数神经网络模型(１)和四元数神经网络模型(２)是全局同步的.
注:本文中“∗”是表示矩阵的共轭转置.
证明　 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函:

Ｖ( ｔ)＝ Ｖ１( ｔ)＋Ｖ２( ｔ)＋Ｖ３( ｔ)＋Ｖ４( ｔ)ꎬ
式中

Ｖ１( ｔ) ＝ ｅ∗( ｔ)Ｐ１ｅ( ｔ)ꎬ

Ｖ２( ｔ) ＝ ∫ｔ
ｔ － 
ｅ∗( ｓ)Ｒｅ( ｓ)ｄｓꎬ

Ｖ３( ｔ) ＝ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ∗(ｅ( ｓ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓꎬ

Ｖ４( ｔ) ＝ ∫０
－ 
∫ｔ
ｔ ＋ｓ
ｆ∗(ｅ(θ))Ｐ３ ｆ(ｅ(θ))ｄθｄｓ.

—３—
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沿着误差神经网络模型(３)求导ꎬ应用引理 １ 得出

Ｄ＋Ｖ１( ｔ)＝ ｅ̇∗( ｔ)Ｐ１ｅ( ｔ)＋ｅ∗( ｔ)Ｐ１ ｅ̇( ｔ)＝

(Ｋ１ － Ｄ)ｅ( ｔ) ＋ Ｋ２ｅ( ｔ － ) ＋ Ｃｆ(ｅ( ｔ)) ＋ Ａ ｆ(ｅ( ｔ － )) ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ[ ]
∗
Ｐ１ｅ( ｔ)＋

ｅ∗( ｔ)Ｐ１ (Ｋ１ － Ｄ)ｅ( ｔ) ＋ Ｋ２ｅ( ｔ － ) ＋ Ｃｆ(ｅ( ｔ)) ＋ Ａ ｆ(ｅ( ｔ － )) ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ[ ]
∗
. (５)

Ｄ＋Ｖ２( ｔ)＝ ｅ∗( ｔ)Ｒｅ( ｔ)－ｅ∗( ｔ－ )Ｒｅ( ｔ－ ) . (６)
Ｄ＋Ｖ３( ｔ)＝ ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｔ))－ｆ∗(ｅ( ｔ－ ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｔ－ )) . (７)

Ｄ＋Ｖ４( ｔ)＝ ２ ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｔ))－ ∫０
－ 

ｆ∗(ｅ( ｔ＋ｓ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｔ＋ｓ))ｄｓ＝

 ２ ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｔ))－ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ∗(ｅ( ｓ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ≤

 ２ ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｔ))－ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ∗(ｅ( ｓ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ. (８)

将式(５)、(６)、(７)和(８)相加可得

Ｄ＋Ｖ( ｔ)≤ (Ｋ１ － Ｄ)ｅ( ｔ) ＋ Ｋ２ｅ( ｔ － ) ＋ Ｃｆ(ｅ( ｔ)) ＋ Ａ ｆ(ｅ( ｔ － )) ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ[ ]
∗
Ｐ１ｅ( ｔ) ＋

ｅ∗( ｔ)Ｐ１ (Ｋ１ － Ｄ)ｅ( ｔ) ＋ Ｋ２ｅ( ｔ － ) ＋ Ｃｆ(ｅ( ｔ)) ＋ Ａ ｆ(ｅ( ｔ － )) ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ[ ] ＋
ｅ∗( ｔ)Ｒｅ( ｔ)－ｅ∗( ｔ－ )Ｒｅ( ｔ－ )＋ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｔ))＋ｆ∗(ｅ( ｔ－ ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｔ－ ))＋

 ２ ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｐ３ ｆ(ｅ( ｔ))－ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ∗(ｅ( ｓ))ｄｓＰ３ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ＝

ｅ∗( ｔ)[(Ｋ１－Ｄ)Ｐ１＋Ｐ１(Ｋ１－Ｄ)＋Ｒ]ｅ( ｔ)＋ｅ∗( ｔ)Ｐ１Ｋ２ｅ( ｔ－ ) ＋ｅ∗( ｔ－ )Ｋ２Ｐ１ｅ( ｔ)－
ｅ∗( ｔ－ )Ｒｅ( ｔ－ )＋ｅ∗( ｔ)Ｐ１Ｃｆ(ｅ( ｔ))＋

ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｃ∗Ｐ１ｅ( ｔ)＋ｆ∗(ｅ( ｔ－ ))Ａ∗Ｐ１ｅ( ｔ)＋ｅ∗( ｔ)Ｐ１Ａ ｆ(ｅ( ｔ－ ))＋

∫ｔ
ｔ － 

ｆ∗(ｅ( ｔ－ ))ｄｓＢ∗Ｐ１ｅ( ｔ)＋ｅ∗( ｔ)Ｐ１Ｂ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ＋ｆ∗(ｅ( ｔ))( ２Ｐ３＋Ｐ２) ｆ(ｅ( ｔ))－

ｆ∗(ｅ( ｔ－ ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｔ－ ))－ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ∗(ｅ( ｓ))ｄｓＰ３ ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ. (９)

由假设(Ｈ１)有
ｆ∗(ｅ( ｔ))Ｑ ｆ(ｅ( ｔ))－ｅ∗( ｔ)Γ∗ＱΓｅ( ｔ)≤０. 　 (１０)

且由式(３)得到

０＝ － ｅ̇(ｔ) ＋ (Ｋ１ － Ｄ)ｅ(ｔ) ＋ Ｋ２ｅ(ｔ － ) ＋ Ｃｆ(ｅ(ｔ)) ＋ Ａ ｆ(ｅ(ｔ － )) ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ(ｓ))ｄｓ[ ]
∗
[Ｎ１ｅ(ｔ)＋

Ｎ２ ｅ̇( ｔ)＋Ｎ３ｅ( ｔ－ )]＋[Ｎ１ｅ( ｔ)＋Ｎ２ ｅ̇( ｔ)＋Ｎ３ｅ( ｔ－ )]∗－

－ ｅ̇( ｔ) ＋ (Ｋ１ － Ｄ)ｅ( ｔ) ＋ Ｋ２ｅ( ｔ － ) ＋ Ｃｆ(ｅ( ｔ)) ＋ Ａ ｆ(ｅ( ｔ － )) ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ[ ] . (１１)

将不等式(９)ꎬ(１０)和等式(１１)相加得

Ｄ＋Ｖ( ｔ)≤π∗( ｔ)Ωπ( ｔ)ꎬ (１２)
式中

π( ｔ)＝ ｅ( ｔ)ꎬｅ̇( ｔ)ꎬｅ( ｔ － )ꎬ ｆ(ｅ( ｔ))ꎬ ｆ(ｅ( ｔ － ))ꎬ∫ 
ｔ － 

ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ( )
∗
ꎬ

Ω＝

Ω１１ Ω１２ Ω１３ Ω１４ Ω１５ Ω１６

∗ Ω２２ Ω２３ Ｎ∗
１ Ｃ Ｎ∗

１ Ａ Ｎ∗
１ Ｂ

∗ ∗ Ω３３ Ｎ∗
３ Ｃ Ｎ∗

３ Ａ Ｎ∗
３ Ｂ

∗ ∗ ∗  ２Ｐ３＋Ｐ２－Ｑ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ －Ｐ２ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －Ｐ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎬ

—４—
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其中ꎬ Ω１１ ＝Γ∗ＱΓ＋(Ｋ１－Ｄ)Ｐ１＋Ｐ１(Ｋ１－Ｄ)＋Ｒ＋(Ｋ１－Ｄ)Ｎ２＋Ｎ∗
２ (Ｋ１－Ｄ)ꎬ

Ω１２ ＝(Ｋ１－Ｄ)Ｎ１－Ｎ∗
２ ꎬΩ１３ ＝Ｐ１Ｋ２＋(Ｋ１－Ｄ)Ｎ３＋Ｎ∗

２ Ｋ２ꎬ
Ω１４ ＝Ｐ１Ｃ＋Ｎ∗

２ ＣꎬΩ１５ ＝Ｐ１Ａ＋Ｎ∗
２ ＡꎬΩ１６ ＝Ｐ１Ｂ＋Ｎ∗

２ Ｂꎬ
Ω２２ ＝ －Ｎ１－Ｎ∗

１ ꎬΩ２３ ＝ －Ｎ３＋Ｎ∗
１ Ｋ２ꎬ

Ω３３ ＝ －Ｒ－Ｋ２Ｎ３－Ｎ∗
３ Ｋ２ .

故根据式(４)和(１２)得
Ｄ＋Ｖ( ｔ)≤０ꎬｔ≥０. (１３)

故 Ｖ( ｔ)在 ｔ≥０ 上为单调非增函数ꎬ于是有

Ｖ( ｔ)≤Ｖ(０)＝ ｅ∗(０)Ｐ１ｅ(０)＋ ∫０
－ 

ｅ∗( ｓ)Ｒｅ( ｓ)ｄｓ＋ ∫０
－ 

ｆ∗(ｅ( ｓ))Ｐ２ ｆ(ｅ( ｓ))ｄｓ＋

 ∫０
－ 
∫０
ｓ
ｆ∗(ｅ(θ))Ｐ３ ｆ(ｅ(θ))ｄθｄｓ≤

(‖Ｐ１‖＋ ‖Ｒ‖＋ ‖Ｐ２‖＋ ３‖Ｐ３‖) ｓｕｐ
ｓ∈[－θꎬ０]

‖φ( ｓ)‖( ) ２ ＝Ｍ１ ｓｕｐ
ｓ∈[－θꎬ０]

‖φ( ｓ)‖( ) ２ꎬ (１４)

式中

Ｍ１ ＝‖Ｐ１‖＋ ‖Ｒ‖＋ ‖Ｐ２‖＋ ３‖Ｐ３‖.
由于

Ｖ( ｔ)≥Ｖ１( ｔ)≥λｍｉｎ(Ｐ１)‖ｅ( ｔ)‖２ꎬ (１５)
则

‖ｅ( ｔ)‖≤ Ｖ( ｔ)
λｍｉｎ(Ｐ１)

＝
Ｍ１

λｍｉｎ(Ｐ１)
ｓｕｐ

ｓ∈[－θꎬ０]
‖φ( ｓ)‖ꎬｔ≥０ꎬ (１６)

即

‖ｅ( ｔ)‖≤Ｍ ｓｕｐ
ｓ∈[－θꎬ０]

‖φ( ｓ)‖ꎬｔ≥０ꎬ (１７)

式中

Ｍ＝
Ｍ１

λｍｉｎ(Ｐ１)
.

由定义 １ 和定义 ２ꎬ我们知道模型(３)是全局稳定的ꎬ所以模型(１)和模型(２)是全局同步的. 至此ꎬ定
理证毕.

如果在不考虑分布时滞对系统的影响条件下ꎬ则模型(１)可表示为

ｑ̇( ｔ)＝ －Ｄｑ( ｔ)＋Ｃｇ(ｑ( ｔ))＋Ａｇ(ｑ( ｔ－ ))＋Ｉ( ｔ)ꎬｔ≥０. (１８)
响应模型表示为:

ｍ̇( ｔ)＝ －Ｄｍ( ｔ)＋Ｃｇ(ｍ( ｔ))＋Ａｇ(ｍ( ｔ－ ))＋Ｉ( ｔ)＋ｕ( ｔ)ꎬｔ≥０ꎬ (１９)
式中ꎬ控制器 ｕ( ｔ)＝ －Ｋ１ｅ( ｔ) .于是由驱动神经网络(１８)和响应神经网络(１９)可得误差神经网络:

ｅ̇( ｔ)＝ (Ｋ１－Ｄ)ｅ( ｔ)＋Ｃｆ(ｅ( ｔ))＋Ａ ｆ(ｅ( ｔ－ ))ꎬｔ≥０. (２０)
相应初始条件与前面模型一致ꎬ由前面定理ꎬ可以得到如下推论.
推论　 在(Ｈ１)成立的条件下ꎬ若存在正定 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵 Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬＲ∈Ｈｎ×ｎꎬ正定对角矩阵 Ｑ∈Ｒｎ×ｎ

和矩阵 Ｎ１ꎬＮ２∈Ｈｎ
×ｎꎬ使得不等式

ξ１１ ξ１２ ξ１３ ξ１４ ξ１５

∗ ξ２２ Ｎ∗
２ Ｃ Ｎ∗

２ Ａ ０
∗ ∗ ξ３３ ０ ０
∗ ∗ ∗ －Ｐ２ ０
∗ ∗ ∗ ∗ －Ｐ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

<０ (２１)

成立ꎬ其中

—５—
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ξ１１ ＝Γ∗ＱΓ＋(Ｋ１－Ｄ)Ｐ１＋Ｐ１(Ｋ１－Ｄ)＋Ｒꎬ

ξ１２ ＝ －Ｎ∗
１ ＋(Ｋ１－Ｄ)Ｎ２ꎬξ１３ ＝Ｐ１Ｃ＋Ｎ∗

１ Ｃꎬ

ξ１４ ＝Ｐ１Ａ＋Ｎ∗
１ Ａꎬξ２２ ＝ －Ｎ２－Ｎ∗

２ ꎬ

ξ３３ ＝ ２Ｐ３＋Ｐ２－Ｑ.
则四元数神经网络(１８)和(１９)是全局同步的. 对比文献[１３]和[１４]ꎬ本文在神经网络模型中引入离

散时滞和分布时滞并且将复值神经网络的研究方法推广到四元数神经网络ꎬ改进了以上文献的工作.

３　 结论

本文研究了一类具有离散时滞和分布时滞的 ＱＶＮＮｓ 的同步性问题. 通过构造合适的李雅普诺夫函

数ꎬ运用了不等式技巧和自由权矩阵方法ꎬ得到了误差模型的全局稳定性ꎬ从而就能得到驱动模型和响应

模型是全局同步的ꎬ并得到了判定四元数神经网络全局同步性的不等式判断依据和相关推论.
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