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[摘要] 　 本文利用复分析中研究柯西黎曼方程的赫曼德尔 Ｌ２ 方法ꎬ研究了加权希尔伯特空间 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)上
的微分算子 Δ２＋ａꎬ证明了由该算子所构成的微分方程的整体弱解的存在性ꎬ并证明了该算子的右逆有界算子的

存在性.
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本文的主要论题是研究加权希尔伯特空间 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)上的微分算子 Δ２＋ａ. ａ 是一个实常数. 我们

利用复分析中研究柯西黎曼方程的赫曼德尔 Ｌ２ 方法[１－３]ꎬ证明了由该算子所构成的微分方程的整体弱解

的存在性ꎬ并证明了该算子的右逆有界算子的存在性.
为了便于叙述ꎬ首先介绍文中要用到的有关符号和概念. 记加权希尔伯特空间

Ｌ２(Ｒｎꎬｅ－φ)＝ ｆ ｜ ｆ∈ Ｌ２ｌｏｃ(Ｒｎ)ꎻ∫
Ｒｎ

ｆ ２ｅ －φｄｘ < ＋ ∞{ } ꎬ

式中ꎬφ是 Ｒｎ 上的非负函数. 设此空间中函数的内积和范数分别为

‹ ｆꎬｇ› φ ＝ ∫
Ｒｎ

ｆｇｅ－φｄｘꎬ　 ‖ｆ‖φ ＝ ‹ ｆꎬ ｆ › φ .

记 Ｃ∞
０ (Ｒｎ)是 Ｒｎ 上具有紧支集的光滑函数的全体. 设 α＝(α１ꎬα２ꎬꎬαｎ)是一个 ｎ 维的多重指标ꎬ且

｜α ｜≥１ꎬ记 Ｄα:＝ ∂ ｜α ｜

∂α１ｘ１ ∂
α２
ｘ２∂αｎｘｎ

为 α阶偏导数微分算子. 给定 ｕꎬ ｆ∈Ｌ２ｌｏｃ(Ｒｎ)ꎬ当对所有 ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒｎ)ꎬ有

∫
Ｒｎ

ｕＤαϕｄｘ＝(－１) ｜α ｜ ∫
Ｒｎ

ｆϕｄｘ

时ꎬ我们称 ｆ是 ｕ的弱 α阶偏导数.
泊松方程[４]是偏微分方程中经常研究的方程ꎬ它考虑的算子是拉普拉斯算子 Δ. 在[５]中ꎬ我们讨论

了加权希尔伯特空间 Ｌ２(Ｒｎꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)中的算子 Δ＋ａꎬ并且得到了如下结论:

—７—
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定理 Ａ　 给定 Ｌ２(Ｒｎꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)中任意一个函数 ｆꎬ总存在一个弱解 ｕ∈Ｌ２(Ｒｎꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)使得方程

Δｕ＋ａｕ＝ ｆ
在 Ｒｎ 中成立ꎬ且有范数估计

∫
Ｒｎ

ｕ２ｅ－ ｜ ｘ ｜ ２ｄｘ≤ １
８ｎ ∫

Ｒｎ

ｆ ２ｅ－ ｜ ｘ ｜ ２ｄｘ.

受定理 Ａ 的启发ꎬ我们有兴趣研究加权希尔伯特空间上的微分算子 Δ２＋ａ. 本文研究当 ｎ ＝ ２ 时ꎬ加权

希尔伯特空间 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)上的微分算子 Δ２＋ａꎬ我们得到如下结论:
定理 １　 给定 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)中任意一个函数 ｆꎬ总存在一个弱解 ｕ∈Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)使得方程

Δ２ｕ＋ａｕ＝ ｆ
在 Ｒ２ 中成立ꎬ且有范数估计

∫
Ｒ２

ｕ２ｅ－ ｜ ｘ ｜ ２ｄｘ≤ １
１ ０２４ ∫

Ｒ２

ｆ ２ｅ－ ｜ ｘ ｜ ２ｄｘ.

此外ꎬ本文的新奇之处在于所讨论的微分算子具有右逆有界算子ꎬ结论如下:
定理 ２　 存在有界算子 Ｔ:Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)→Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２) 使得

(Δ２＋ａ)Ｔ＝ Ｉꎬ
且‖Ｔ‖≤１ / ３２ꎬ其中 Ｉ是恒等算子ꎬ‖Ｔ‖是算子 Ｔ的范数.

１　 主要引理

注意到当 ｎ＝ ２ 时ꎬΔ２ ＝Ｄ(４ꎬ０) ＋Ｄ(０ꎬ４) ＋２Ｄ(２ꎬ２)ꎬ为了便于叙述ꎬ设

ａ１ ＝ａ２ ＝ １ꎬａ３ ＝ ２ꎬＤα１ ＝Ｄ(４ꎬ０)ꎬＤα２ ＝Ｄ(０ꎬ４)ꎬＤα３ ＝Ｄ(２ꎬ２)ꎬＨ＝Δ２＋ａ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
ａｉＤαｉ＋ａ.

设 φ是 Ｒ２ 上的非负光滑函数. 对 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ 和任意的 ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２)ꎬ我们首先定义 Ｄαｉ在 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)中

的关于加权内积的形式伴随算子. 设 ｕ∈Ｌ２ｌｏｃ(Ｒ２)ꎬ我们计算如下:

‹ϕꎬＤαｉｕ› φ ＝ ∫
Ｒ２

ϕＤαｉｕｅ－φｄｘ＝(－１) ４ ∫
Ｒ２

ｕＤαｉ(ϕｅ－φ)ｄｘ＝

∫
Ｒ２

ｅφｕＤαｉ(ϕｅ－φ)ｅ－φｄｘ＝‹ｅφＤαｉ(ϕｅ－φ)ꎬｕ› φ ＝‹Ｄαｉ∗φ ϕꎬｕ› φꎬ

式中ꎬＤαｉ∗φ ϕ是 Ｄαｉ的形式伴随算子ꎬ且在 Ｃ∞
０ (Ｒ２)上有 Ｄαｉ∗φ ϕ＝ ｅφＤαｉ(ϕｅ－φ) . 设 Ｈ∗

φ 是 Ｈ 的在 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)

中的关于加权内积的形式伴随算子ꎬ因为对于恒等算子有 Ｉ∗φ ＝ Ｉꎬ所以 Ｈ∗
φ ＝ ∑

３

ｉ ＝ １
ａｉＤαｉ∗φ ＋ａ.

下面基于泛函分析给出几个主要引理.
引理 １　 给定 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)中任意一个函数 ｆꎬ总存在一个弱解 ｕ∈Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)ꎬ使得方程 Ｈｕ ＝ ｆ 在 Ｒ２

中成立ꎬ且有范数估计‖ｕ‖２
φ≤ｃ的充要条件是

｜ ‹ ｆꎬϕ› φ ｜ ２≤ｃ‖Ｈ∗
φ ϕ‖２

φꎬ　 ∀ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２)ꎬ

式中ꎬｃ是一个常数.
证明(必要性) 　 对任意的 ϕ∈Ｃ∞

０ (Ｒ２)ꎬ由 Ｈ∗
φ 的定义和柯西－施瓦茨不等式ꎬ可得

｜ ‹ ｆꎬϕ› φ ｜ ２ ＝ ｜ ‹Ｈｕꎬϕ› φ ｜ ２ ＝ ｜ ‹ｕꎬＨ∗
φ ϕ› φ ｜ ２≤‖ｕ‖２

φ‖Ｈ∗
φ ϕ‖２

φ≤ｃ‖Ｈ∗
φ ϕ‖２

φ .
(充分性)考虑 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)的子空间 Ｅ＝{Ｈ∗

φ ϕ ｜ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２)} . 定义线性泛函 Ｌｆ:Ｅ→Ｒ 为

Ｌｆ(Ｈ∗
φ ϕ)＝ ‹ ｆꎬϕ› φ ＝ ∫

Ｒ２

ｆϕｅ－φｄｘ.

因为 ｜ Ｌｆ(Ｈ∗
φ ϕ) ｜ ＝ ｜ ‹ ｆꎬϕ› φ ｜ ≤ ｃ‖Ｈ∗

φ ϕ‖φꎬ所以 Ｌｆ 是 Ｅ 上的一个有界线性泛函. 设 Ｅ 是 Ｅ 的闭

包. 注意到 Ｅ是 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ) 的一个希尔伯特子空间ꎬ所以由哈恩－巴拿赫延拓定理知ꎬＬｆ 可被延拓成 Ｅ 上

的线性泛函 Ｌｆꎬ使得

｜Ｌｆ(ｇ) ｜≤ ｃ‖ｇ‖φꎬ　 ∀ｇ∈Ｅ. (１)

—８—
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对 Ｌｆ 使用黎斯表示定理ꎬ可知存在唯一一个 ｕ０∈Ｅꎬ使得

Ｌｆ(ｇ)＝ ‹ｕ０ꎬｇ› φꎬ　 ∀ｇ∈Ｅ. (２)

现在我们来证明 Ｈｕ０ ＝ ｆ. 对任意的 ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２)ꎬ在(２)中应用 ｇ＝Ｈ∗

φ ϕ. 那么有 Ｌｆ(Ｈ∗
φ ϕ)＝ ‹ｕ０ꎬＨ∗

φ ϕ›φ ＝

‹Ｈｕ０ꎬϕ› φ . 注意到 Ｌｆ(Ｈ∗
φ ϕ)＝ Ｌｆ(Ｈ∗

φ ϕ)＝ ‹ ｆꎬϕ› φ . 所以ꎬ对任意的 ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２)ꎬ有‹Ｈｕ０ꎬϕ› φ ＝ ‹ ｆꎬϕ› φꎬ即

∫
Ｒ２

Ｈｕ０ϕｅ
－φｄｘ＝ ∫

Ｒ２

ｆϕｅ－φｄｘ. 因此ꎬＨｕ０ ＝ ｆ.

接下来证明 ｕ０ 的范数的界. 在(１)和(２)中ꎬ令 ｇ＝ｕ０ . 那么我们有‖ｕ０‖２
φ ＝ ｜ ‹ｕ０ꎬｕ０› φ ｜ ＝ ｜Ｌｆ(ｕ０) ｜ ≤

ｃ‖ｕ０‖φ . 所以ꎬ‖ｕ０‖２
φ≤ｃ.

注意到 ｕ０∈Ｅ和 Ｅ⊂Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ) . 那么 ｕ０∈Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ) . 设 ｕ＝ｕ０ . 所以存在 ｕ∈Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)使得 Ｈｕ＝
ｆꎬ且‖ｕ‖２

φ≤ｃ. 引理得证.
引理 ２　 对任意的 ϕ∈Ｃ∞

０ (Ｒ２)ꎬ有

‖Ｈ∗
φ ϕ‖２

ϕ ＝‖Ｈϕ‖２
φ＋ ∑

３

ｉꎬ ｊ ＝ １
ａｉａ ｊ<ϕꎬＤαｊＤαｉ∗φ ϕ－Ｄαｊ∗φ Ｄαｉϕ>φ .

证明　 对任意的 ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２)ꎬ

‖Ｈ∗
φ ϕ‖２

φ ＝‹Ｈ∗
φ ϕꎬＨ∗

φ ϕ› φ ＝‹ϕꎬＨＨ∗
φ ϕ› φ ＝‹ϕꎬＨ∗

φ Ｈϕ› φ＋‹ϕꎬＨＨ∗
φ ϕ－Ｈ∗

φ Ｈϕ› φ ＝
‹ＨϕꎬＨϕ› φ＋‹ϕꎬＨＨ∗

φ ϕ－Ｈ∗
φ Ｈϕ› φ ＝‖Ｈϕ‖２

φ＋‹ϕꎬＨＨ∗
φ ϕ－Ｈ∗

φ Ｈϕ› φ . (３)
设 ａ０ ＝ａꎬＩ＝Ｄα０ꎬ那么

ＨＨ∗
φ ϕ－Ｈ∗

φ Ｈϕ＝ ∑
３

ｉꎬ ｊ ＝ ０
ａｉａ ｊＤαｊＤαｉ∗φ ϕ－ ∑

３

ｉꎬ ｊ ＝ ０
ａｉａ ｊＤαｊ∗φ Ｄαｉϕ＝ ∑

３

ｉꎬ ｊ ＝ １
ａｉａ ｊ(ＤαｊＤαｉ∗φ ϕ－Ｄαｊ∗φ Ｄαｉϕ) . (４)

所以由(３)和(４)ꎬ引理得证.
引理 ３　 设 φ＝ ｜ ｘ ｜ ２ꎬ则对任意的 ϕ∈Ｃ∞

０ (Ｒ２)ꎬ有

∑
３

ｉꎬ ｊ ＝ １
ａｉａ ｊ‹ϕꎬＤαｊＤαｉ∗φ ϕ－Ｄαｊ∗φ Ｄαｉϕ› φ≥１ ０２４‖ϕ‖２

φ .

证明　 注意到对 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ有 Ｄαｉ∗φ ϕ＝ｅφＤαｉ(ϕｅ－φ) . 为书写方便ꎬ设
Ａｉｊ ＝‹ϕꎬＤαｊＤαｉ∗φ ϕ－Ｄαｊ∗φ Ｄαｉϕ› φ .

我们先来计算 Ａ１１ . 因为

Ａ１１ ＝‹ϕꎬＤα１Ｄα１∗φ ϕ－Ｄα１∗φ Ｄα１ϕ› φ ＝‹ϕꎬＤα１Ｄα１∗φ ϕ› φ－‹ϕꎬＤα１∗φ Ｄα１ϕ› φꎬ (５)
所以下面分别计算‹ϕꎬＤα１Ｄα１∗φ ϕ› φ 和‹ϕꎬＤα１∗φ Ｄα１ϕ› φ . 由于

Ｄα１∗φ ϕ＝ｅφＤα１(ϕｅ－φ)＝ ｅφＤ(４ꎬ０)(ϕｅ－φ)＝ ∑
４

ｉ ＝ ０

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(４－ｉꎬ０)ϕ)Ｐ ｉꎬ (６)

式中ꎬ

Ｐ ｉ ＝

１ ｉ＝ ０ꎬ
－２ｘ１ ｉ＝ １ꎬ

－２＋４ｘ２１ ｉ＝ ２ꎬ

１２ｘ１－８ｘ３１ ｉ＝ ３ꎬ

１２－４８ｘ２１＋１６ｘ４１ ｉ＝ ４ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

那么

Ｄα１Ｄα１∗φ ϕ＝Ｄ(４ꎬ０) ∑
４

ｉ ＝ ０

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(４－ｉꎬ０)ϕ)Ｐ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝∑

４

ｉ ＝ ０
∑

４

ｊ ＝ ０

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－ｉ－ｊꎬ０)ϕ)(Ｄ( ｊꎬ０)Ｐ ｉ) .

注意到

Ｄ( ｊꎬ０)Ｐ ｉ ＝
０ꎬ ｊ>ｉꎬ

ｉ! (－１) ｊ２ ｊ

( ｉ－ｊ)!
Ｐ ｉ－ｊꎬ ｊ≤ｉꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

—９—
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和

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｉ! (－１) ｊ２ ｊ

( ｉ－ｊ)!
＝(－１) ｊ２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２

４－ｊ
ｉ－ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则

Ｄα１Ｄα１∗φ ϕ＝ ∑
０≤ｊ≤ｉ≤４

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－ｉ－ｊꎬ０)ϕ) ｉ! (

－１) ｊ２ ｊ

( ｉ－ｊ)!
Ｐ ｉ－ｊ ＝

∑
０≤ｊ≤ｉ≤４

(－１) ｊ２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２

４－ｊ
ｉ－ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－ｉ－ｊꎬ０)ϕ)Ｐ ｉ－ｊ ＝

∑
ｊ≤４ꎬｓ≤４－ｊ

(－１) ｊ２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２

４－ｊ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－２ｊ－ｓꎬ０)ϕ)Ｐｓ .

注意到 Ｐｓｅ
－φ ＝Ｄ( ｓꎬ０) ｅ－φꎬ则

(Ｄα１Ｄα１∗φ ϕ)ｅ
－φ ＝ ∑

ｊ≤４ꎬｓ≤４－ｊ

(－１) ｊ２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２

４－ｊ
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－２ｊ－ｓꎬ０)ϕ)(Ｄ( ｓꎬ０) ｅ－φ)＝

∑
ｊ≤４

(－１) ｊ２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２ Ｄ
(４－ｊꎬ０)((Ｄ(４－ｊꎬ０)ϕ)ｅ－φ) .

那么

‹ϕꎬＤα１∗φ Ｄα１ϕ› φ ＝ ∫
Ｒ２

ϕ(Ｄα１Ｄα１∗φ ϕ)ｅ
－φｄｘ＝

∑
ｊ≤４

２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２ ∫
Ｒ２

(Ｄ(４－ｊꎬ０)ϕ)(Ｄ(４－ｊꎬ０)ϕ)ｅ－φｄｘ＝

∑
ｊ≤４

２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２‖Ｄ
(４－ｊꎬ０)ϕ‖２

φ . (７)

由(６)可得

Ｄα１∗φ Ｄα１ϕ＝Ｄα１∗φ Ｄ(４ꎬ０)ϕ＝ ∑
４

ｉ ＝ ０

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－ｉꎬ０)ϕ)Ｐ ｉ .

注意到 Ｐ ｉｅ
－φ ＝Ｄ( ｉꎬ０) ｅ－φꎬ则

(Ｄα１∗φ Ｄα１ϕ)ｅ
－φ ＝ ∑

４

ｉ ＝ ０

４
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｄ(８－ｉꎬ０)ϕ)(Ｄ( ｉꎬ０) ｅ－φ)＝ Ｄ(４ꎬ０)((Ｄ(４ꎬ０)ϕ)ｅ－φ) .

那么

‹ϕꎬＤα１∗φ Ｄα１φ› φ ＝ ∫
Ｒ２

ϕ(Ｄα１∗φ Ｄα１ϕ)ｅ
－φｄｘ＝ ∫

Ｒ２

(Ｄ(４ꎬ０)ϕ)(Ｄ(４ꎬ０)ϕ)ｅ－φｄｘ＝‖Ｄ(４ꎬ０)ϕ‖２
φ . (８)

所以由式(５)、式(７)、式(８)可得

Ａ１１ ＝ ∑
１≤ｊ≤４

２ ｊ(４!) ２

ｊ! ((４－ｊ)!) ２‖Ｄ
(４－ｊꎬ０)ϕ‖２

φ ＝

３２(‖Ｄ(３ꎬ０)ϕ‖２
φ＋９‖Ｄ(２ꎬ０)ϕ‖２

φ＋２４‖Ｄ(１ꎬ０)ϕ‖２
φ＋１２‖ϕ‖２

φ) .
用上述方法同样可计算得

Ａ１２ ＝Ａ２１ ＝ ０ꎬ
Ａ１３ ＝Ａ３１ ＝ １６(‹Ｄ(３ꎬ０)ϕꎬＤ(１ꎬ２)ϕ› φ＋３‹Ｄ(２ꎬ０)ϕꎬＤ(０ꎬ２)ϕ› φ)ꎬ

Ａ２２ ＝ ３２(‖Ｄ(０ꎬ３)ϕ‖２
φ＋９‖Ｄ(０ꎬ２)ϕ‖２

φ＋２４‖Ｄ(０ꎬ１)ϕ‖２
φ＋１２‖ϕ‖２

φ)ꎬ
Ａ２３ ＝Ａ３２ ＝ １６(‹Ｄ(０ꎬ３)ϕꎬＤ(２ꎬ１)ϕ› φ＋３‹Ｄ(２ꎬ０)ϕꎬＤ(０ꎬ２)ϕ› φ)ꎬ

Ａ３３ ＝ ８(‖Ｄ(２ꎬ１)ϕ‖２
φ＋‖Ｄ(２ꎬ０)ϕ‖２

φ＋‖Ｄ(０ꎬ２)ϕ‖２
φ＋‖Ｄ(１ꎬ２)ϕ‖２

φ)＋
６４(‖Ｄ(１ꎬ１)ϕ‖２

φ＋‖Ｄ(１ꎬ０)ϕ‖２
φ＋‖Ｄ(０ꎬ１)ϕ‖２

φ＋‖ϕ‖２
φ) .

所以

∑
３

ｉꎬ ｊ ＝ １
ａｉａ ｊ‹ϕꎬＤαｊＤαｉ∗φ ϕ－Ｄαｊ∗φ Ｄαｉϕ› φ ＝Ａ１１＋２Ａ１２＋２Ａ２１＋４Ａ１３＋４Ａ３１＋Ａ２２＋４Ａ２３＋４Ａ３２＋４Ａ３３ ＝
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３２(‖Ｄ(３ꎬ０)ϕ‖２
φ＋‖Ｄ(０ꎬ３)ϕ‖２

φ＋１０‖Ｄ(２ꎬ０)ϕ‖２
φ＋１０‖Ｄ(０ꎬ２)ϕ‖２

φ＋３２‖Ｄ(１ꎬ０)ϕ‖２
φ＋３２‖Ｄ(０ꎬ１)ϕ‖２

φ＋
‖Ｄ(２ꎬ１)ϕ‖２

φ＋‖Ｄ(１ꎬ２)ϕ‖２
φ＋８‖Ｄ(１ꎬ１)ϕ‖２

φ＋３２‖ϕ‖２
φ＋２‹Ｄ(３ꎬ０)ϕꎬＤ(１ꎬ２)ϕ› φ＋２‹Ｄ(０ꎬ３)ϕꎬＤ(２ꎬ１)ϕ› φ＋

１２‹Ｄ(２ꎬ０)ϕꎬＤ(０ꎬ２)ϕ› φ)≥３２(‖Ｄ(３ꎬ０)ϕ‖２
φ＋‖Ｄ(１ꎬ２)ϕ‖２

φ＋２‹Ｄ(３ꎬ０)ϕꎬＤ(１ꎬ２)ϕ› φ)＋
３２(‖Ｄ(０ꎬ３)ϕ‖２

φ＋‖Ｄ(２ꎬ１)ϕ‖２
φ＋２‹Ｄ(０ꎬ３)ϕꎬＤ(２ꎬ１)ϕ› φ)＋３２(１０‖Ｄ(２ꎬ０)ϕ‖２

φ＋
１０‖Ｄ(０ꎬ２)ϕ‖２

φ＋１２‹Ｄ(２ꎬ０)ϕꎬＤ(０ꎬ２)ϕ› φ)＋１ ０２４‖ϕ‖２
φ .

注意到由柯西－施瓦茨不等式ꎬ
‖Ｄ(３ꎬ０)ϕ‖２

φ＋‖Ｄ(１ꎬ２)ϕ‖２
φ＋２‹Ｄ(３ꎬ０)ϕꎬＤ(１ꎬ２)ϕ› φ≥０ꎬ

‖Ｄ(０ꎬ３)ϕ‖２
φ＋‖Ｄ(２ꎬ１)ϕ‖２

φ＋２‹Ｄ(０ꎬ３)ϕꎬＤ(２ꎬ１)ϕ› φ≥０ꎬ
１０‖Ｄ(２ꎬ０)ϕ‖２

φ＋１０‖Ｄ(０ꎬ２)ϕ‖２
φ＋１２‹Ｄ(２ꎬ０)ϕꎬＤ(０ꎬ２)ϕ› φ≥０ꎬ

所以ꎬ引理得证.

２　 定理的证明

我们先给出定理 １ 的证明.
证明　 设 φ＝ ｜ ｘ ｜ ２ꎬ由引理 ２ 和引理 ３ 知ꎬ对任意的 ϕ∈Ｃ∞

０ (Ｒ２)ꎬ有
‖Ｈ∗

φ ϕ‖２
φ≥１ ０２４‖ϕ‖２

φ .
则由柯西－施瓦茨不等式ꎬ可得对任意的 ϕ∈Ｃ∞

０ (Ｒ２)ꎬ

｜ ‹ ｆꎬϕ› φ ｜ ２≤‖ｆ‖２
φ‖ϕ‖２

φ ＝
１

１ ０２４
‖ｆ‖２

φ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１ ０２４ϕ２

φ)≤
１

１ ０２４
‖ｆ‖２

φ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ｈ∗

φ ϕ‖２
φ .

设 ｃ＝ １
１ ０２４

‖ｆ‖２
φ . 则有

｜ ‹ ｆꎬϕ› φ ｜ ２≤ｃ‖Ｈ∗
φ ϕ‖２

φꎬ∀ϕ∈Ｃ∞
０ (Ｒ２) .

由引理 １ 知ꎬ存在一个弱解 ｕ∈Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－φ)使得方程 Ｈｕ＝ ｆ在 Ｒ２ 中成立ꎬ且有范数估计‖ｕ‖２
φ≤ｃꎬ即

∫
Ｒ２

ｕ２ｅ－ ｜ ｘ ｜ ２ｄｘ≤ １
１ ０２４ ∫

Ｒ２

ｆ ２ｅ－ ｜ ｘ ｜ ２ｄｘ. 定理得证.

下面我们给出定理 ２ 的证明.
证明　 设 φ＝ ｜ ｘ ｜ ２ꎬ由定理 １ 知ꎬ对 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)中任意一个函数 ｆꎬ总存在一个弱解 ｕ∈Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)

使得方程 Ｈｕ＝ ｆ在 Ｒ２ 中成立ꎬ且有

‖ｕ‖φ≤
１
３２

‖ｆ‖φ .

记这个 ｕ为 Ｔ( ｆ)ꎬ则 Ｔ( ｆ)满足 ＨＴ( ｆ)＝ ｆꎬ且有

‖Ｔ( ｆ)‖φ≤
１
３２

‖ｆ‖φ .

注意到 ｆ是 Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)中任意的一个函数ꎬ所以 Ｔ:Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２)→Ｌ２(Ｒ２ꎬｅ－ ｜ ｘ ｜ ２) 是一个有界算子ꎬ

使得 ＨＴ＝ Ｉꎬ且有‖Ｔ‖≤ １
３２
. 定理得证.
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