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具有 Ｒａｄｏｎ 测度数据的单向流问题

周光发

(江苏警官学院基础课教研部ꎬ江苏 南京 ２１００３１)

[摘要] 　 单相流问题可以从不可压流体力学中的一个简化的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程推导出来. Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程由不可

压 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程和一个非线性热传导方程耦合而成. 它在大气科学和海洋科学中有重要的应用. 本文的目

的是要证明具有 Ｒａｄｏｎ 测度数据的单相流问题至少存在一个整体的弱解. 我们利用正则化方法完成定理的证

明. 首先ꎬ构造一系列逼近的正则化解ꎻ然后ꎬ利用方程的非线性微妙结构和一个推广的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ建立良

好的一致估计ꎻ最后ꎬ利用标准的 Ａｕｂｉｎ￣Ｌｉｏｎｓ￣Ｓｉｍｏｎ 紧致化原理、Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理及非线性泛函分析中的

一些结论ꎬ完成定理的证明. 本文的创新之处在于充分利用方程的细微非线性结构ꎬ获得精细的一致先验估计.
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１９９４ 年ꎬＸｕ[１]研究了如下单向流问题:
ｕｔ－Δｕ＝σ(ｕ) ｜∇φ ｜ ２ꎬ (１)

φｔ－∇􀅰(σ(ｕ)∇φ)＝ Ｇ( ｔ)ꎬｉｎ ＱＴ ∶＝Ω×(０ꎬＴ)ꎬ (２)
∂ｕ
∂ν

＝φ＝ ０ꎬｏｎ ＳＴ ∶＝ ∂Ω×(０ꎬＴ)ꎬ (３)

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬφ(ｘꎬ０)＝ φ０(ｘ) ｉｎ Ω. (４)
这里有界光滑区域 Ω⊆ＲＮ(Ｎ≥１)ꎬν 是∂Ω的单位外法向量ꎬＴ是任一给定正数. ｕ表示温度ꎬφ是流体

速率. (１)是热传导方程ꎬ(２)是特殊情形下的 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程. 因此这是一特殊情形的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方

程. 关于不可压 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程和 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组的最新研究见参考文献[２－６] .
Ｘｕ[１]证明当成立如下条件

Ｇ( ｔ)∈Ｌ２(０ꎬＴ)ꎬｕ０∈Ｈ１(Ω)且 ｉｎｆ ｕ０>－∞ ꎬφ０∈Ｈ１
０(Ω)∩Ｌ∞(Ω)ꎬ (５)

σ(ｕ)是连续函数且存在常数 σ０、σ１ 使

—２１—
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０<σ０≤σ≤σ１<＋∞ . (６)
则问题(１) ~ (４)至少存在一个弱解.

本文将证明如下定理:
定理　 设(６)及如下条件成立

Ｇ( ｔ)∈Ｌ１(０ꎬＴ)ꎬφ０∈Ｌ２(Ω)ꎬｕ０∈Ｍｂ(Ω)(有界 Ｒａｄｏｎ 测度)ꎬ (７)
则问题(１) ~ (４)至少存在一个弱解.

１　 定理的证明

我们将采用正则化方法证明存在性定理. 设
Ｇε( ｔ)∈Ｌ２(０ꎬＴ)ꎬφ０ε∈Ｈ１

０(Ω)∩Ｌ∞(Ω)ꎬｕ０ε∈Ｈ１(Ω)且 ｉｎｆ ｕ０ε>－∞ ꎬ (８)
且

Ｇε( ｔ)→Ｇ( ｔ) ｉｎ Ｌ１(０ꎬＴ)ꎬ

φ０ε→φ０ ｉｎ Ｌ２(Ω)ꎬ
ｕ０ε→ｕ０ 在分布的意义下ꎬ且‖ｕ０ε‖Ｌ１(Ω)≤‖ｕ０‖Ｍｂ(Ω) .

(９)

设以 Ｇε( ｔ)ꎬφ０εꎬｕ０ε为已知数据的问题(１) ~ (４)的解为(ｕεꎬφε) [１]ꎬ下面作解(ｕεꎬφε)与 ε无关的一致

估计ꎬ然后利用紧性定理完成定理的证明.
引理 １　 设 ｙ( ｔ)∈Ｗ１ꎬ１

＋ (０ꎬＴ)ꎬｇ( ｔ)、ｋ( ｔ)∈Ｌ１＋(０ꎬＴ)ꎬ满足

ｄｙ２

ｄｔ
≤２ｇｙ２＋２ｋｙꎬ　 ｙ(０)≤ｙ０ꎬ (１０)

则

ｙ( ｔ) ≤ ｙ(０) ＋ ∫Ｔ
０
ｋ( ｓ)ｄｓ( ) ｅｘｐ ∫Ｔ

０
ｇ( ｔ)ｄｔ( ) . (１１)

引理 ２
‖φε‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(Ω)) ＋‖φε‖Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ１(Ω))≤Ｃꎬ (１２)

‖φεｔ‖Ｘ≤ＣꎬＸ＝Ｌ１(０ꎬＴ)＋Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ
－１(Ω)) . (１３)

这里及以后 Ｃ均表示与 ε无关的正常数.
证明　 在方程(２)两端同时乘以 φε 并积分ꎬ有

１
２

ｄ
ｄｔ ∫Ω φ２

εｄｘ＋ ∫
Ω
σ(ｕε) ｜∇φε ｜ ２ｄｘ≤｜Ω ｜ １ / ２ ｜Ｇε( ｔ) ｜‖φε‖Ｌ２(Ω) . (１４)

利用引理 １ 即得(１２) . 由(１２)及方程(２)即得(１３) .
下面利用文献[７]中方法对 ｕε 给出先验估计.
引理 ３

‖ｕε‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ１(Ω))≤Ｃ. (１５)
证明　 取 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数 ψ( ｓ):Ｒ→[－１ꎬ１]为:

ψ( ｓ) ∶＝
１ ｓ>１ꎬ
ｓ －１≤ｓ≤１ꎬ
－１ ｓ<－１.

ì

î

í

ïï

ïï

(１６)

在方程(１)两端同时乘以 ψ(ｕε)χ(０ꎬｔ)积分ꎬ有

∫
Ω
Φ(ｕε)ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
∇ｕε􀅰∇ψ(ｕε)ｄｘｄｔ≤ ∫

Ω
Φ(ｕ０ε)ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ψ(ｕε)σ(ｕε) ｜∇ϕε ｜ ２ｄｘｄｔ.

从而

∫
Ω
｜ ｕε ｜ ｄｘ≤ ∫

Ω
Φ(ｕ０ε)ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ψ(ｕε)σ(ｕε) ｜∇ϕε ｜ ２ｄｘｄｔ≤Ｃ. (１７)

这里

Φ( ｓ) ∶＝ ∫ｓ
０
ψ(σ)ｄσꎬ ∫

Ω
Φ(ｕ０ε)ｄｘ≤ ∫

Ω
｜ ｕ０ε ｜ ｄｘ. (１８)

—３１—
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引理 ４

‖ｕε‖Ｌｑ(０ꎬＴꎻＷ１ꎬｑ(Ω))≤Ｃꎬ∀ｑ<
Ｎ＋２
Ｎ＋１

ꎬ (１９)

‖ｕεｔ‖Ｘ≤Ｃ. (２０)
其中 Ｘ ∶＝Ｌ１(０ꎬＴꎻＬ１(Ω))＋Ｌ１(０ꎬＴꎻ(Ｗ１ꎬｑ(Ω))∗) .
证明　 利用(１９)及方程(１)而证(２０)成立. 只须证明(１９)成立ꎬ为此取 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数 ψ( ｓ):Ｒ→

[－１ꎬ１]为

ψ( ｓ) ∶＝

１ ｓ>ｎ＋１ꎬ
ｓ－ｎ ｎ≤ｓ≤ｎ＋１ꎬ
０ －ｎ<ｓ<ｎꎬ
ｓ＋ｎ －ｎ－１<ｓ<－ｎꎬ
－１ ｓ≤－ｎ－１.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２１)

在方程(１)两端同时乘以 ψ(ｕε)并积分ꎬ可得到

∫
Ω
∫ｕε

０
ψ(σ)ｄσｄｘ＋ ∬

Ａｎ

｜∇ｕε ｜ ２ｄｘｄｔ＝ ∫
Ω
∫ｕ０ε

０
ψ(σ)ｄσｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫
Ω
ψ(ｕε)σ(ｕε) ｜∇ϕε ｜ ２ｄｘｄｔ.

从而

∬
Ａｎ

｜∇ｕε ｜ ２ｄｘｄｔ≤ ∫Ｔ
０
∫
Ω
ψ(ｕε)σ(ｕε) ｜∇ϕε ｜ ２ｄｘｄｔ＋ ∫

Ω
｜ ｕ０ε ｜ ｄｘ≤Ｃꎬ (２２)

其中 Ａｎ ＝{(ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬＴ)ꎻｎ≤｜ ｕε(ｘꎬｔ) ｜≤ｎ＋１} .

取 γ＝Ｎ
＋１
Ｎ
ｑꎬ则有

∬
Ａε

｜∇ｕε ｜ ｑｄｘｄｔ≤Ｃ(ｍｅｓ Ａｎ) １－ ｑ２ ≤Ｃ ∬
Ａｎ

｜ ｕε ｜ γｄｘｄｔ( )
１－ ｑ２ １
ｎγ(１－ｑ / ２)

ꎬ

从而

∫Ｔ
０
∫
Ω
｜∇ｕε ｜ ｑｄｘｄｔ＝ ∑

∞

ｎ ＝ ０
∬
Ａｎ

｜∇ｕε ｜ ｑｄｘｄｔ≤ Ｃ ＋ Ｃ ∫Ｔ
０
∫
Ω
｜ ｕε ｜ γｄｘｄｔ( )

１－ ｑ２ ∑
∞

ｎ ＝ １

１

ｎ
Ｎ＋１
Ｎ (２－ｑ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｑ
２

. (２３)

利用插值不等式

‖ｚ‖Ｌγ(Ω)≤‖ｚ‖θ
Ｌ１(Ω)‖ｚ‖１－θ

Ｌｑ∗(Ω)ꎬ１－θ＝
１－γ
１－ｑ∗

􀅰ｑ
∗

γ
＝ ｑ
γ
ꎬｑ∗ ＝ Ｎｑ

Ｎ－ｑ
ꎬ (２４)

及 Ｓｏｂｏｌｅｖ￣Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式

ｚ － １
｜ Ω ｜ ∫Ωｚｄｘ Ｌｑ∗(Ω)

≤Ｃ‖∇ｚ‖Ｌｑ(Ω) . (２５)

可得到

∫Ｔ
０
∫
Ω
｜ ｕε ｜ γｄｘｄｔ≤Ｃ ∫Ｔ

０
∫
Ω
｜∇ｕε ｜ ｑｄｘｄｔ＋Ｃ. (２６)

将(２６)代入(２３)并利用(２５)即得到(１９) .
利用 Ｓｉｍｏｎ Ｊ 紧性原理[８]ꎬ可得

ｕε→ｕ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｉｎ Ｌｑ(Ω×(０ꎬＴ))ａｎｄ ａ.ｅ. Ω×(０ꎬＴ)ꎬ (２７)
ｕε⇀ｕ ｗｅａｋｌｙ ｉｎ Ｌｑ(０ꎬＴꎻＷ１ꎬｑ(Ω))ꎬ (２８)

φε→φ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｉｎ Ｌ２(Ω×(０ꎬＴ))ａｎｄ ａ.ｅ. Ω×(０ꎬＴ)ꎬ (２９)
φε⇀φ ｗｅａｋｌｙ ｉｎ Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ１(Ω))ꎬ (３０)

利用 σ的连续性及有界性及(２７)可知

σ(ｕε)→σ(ｕ)ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｉｎ Ｌｐ(Ω×(０ꎬＴ))ꎬ∀ｐ>１ꎬ (３１)
由(３０)、(３１)可知

σ(ｕε)∇φε→σ(ｕ)∇φ在分布意义下 (３２)
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由(９)、(２９)、(３２)可知 φ满足

φｔ－∇􀅰(σ(ｕ)∇φ)＝ Ｇ( ｔ)ꎬ (３３)
由(３０)、(３)知

φ ｜ ＳＴ ＝ ０. (３４)
由 Ｓｉｍｏｎ[８]紧性定理知

φ ｜ ｔ＝０ ＝φ０(ｘ)∈Ｌ２(Ω) . (３５)
这样我们可以证明

引理 ５
φε→φ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｉｎ Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ１

０(Ω)) . (３６)
证明

(φε－φ) ｔ－∇􀅰((σ(ｕε)∇φε)－(σ(ｕ)∇φ))＝ Ｇε( ｔ)－Ｇ( ｔ)ꎬ (３７)
(φε－φ) ｜ ＳＴ ＝ ０ꎬ (３８)

(φε－φ) ｜ ｔ＝０ ＝φ０ε－φ０→０ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｉｎ Ｌ２(Ω) . (３９)
在方程(３７)两端同时乘以 φε－φ并积分ꎬ有

１
２ ∫Ω (φε－φ) ２ｄｘ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
σ(ｕε) ｜∇(φε－φ) ｜ ２ｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
(σ(ｕε)－σ(ｕ))∇φ􀅰∇(φε－φ)ｄｘｄｔ＝

１
２ ∫Ω (φ０ε－φ０) ２ｄｘ＋ ∫Ｔ

０
∫
Ω
(Ｇε( ｔ)－Ｇ( ｔ))(φε－φ)ｄｘｄｔ.

从而

１
２ ∫Ω (φε－φ) ２ｄｘ＋ １

２ ∫
Ｔ

０
∫
Ω
σ(ｕε) ｜∇(φε－φ) ｜ ２ｄｘｄｔ≤ １

２ ∫Ω (φ０ε－φ０) ２ｄｘ＋

１
２ ∫

Ｔ

０
∫
Ω
｜σ(ｕε)－σ(ｕ) ｜ ２ ｜∇φ ｜ ２ｄｘｄｔ＋

‖φε－φ‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＬ２(Ω)) ｜Ω ｜ １ / ２‖Ｇε( ｔ)－Ｇ( ｔ)‖Ｌ１(０ꎬＴ) . (４０)
利用 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理可知

∫Ｔ
０
∫
Ω
｜σ(ｕε－σ(ｕ) ｜ ２ ｜∇φ ｜ ２ｄｘｄｔ→０ 当 ε→０ 时ꎬ (４１)

把(４１)代入(４０)即可知引理 ５ 成立.
定理的证明　 利用引理 ４、５ 易证定理成立.
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