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Ｈｏｐｆ Ｃｏｔｒｕｓｓ 的结构
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[摘要] 　 本文主要给出 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 的概念及其等价刻画ꎬ并建立 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 与 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ 之间的联系.
[关键词] 　 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓꎬＨｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅꎬＨｏｐｆ 代数ꎬ双代数
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量子 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程是数学物理研究领域的重要方程之一ꎬ一直是众多专家和学者所关注和研究的

热点课题. 同时ꎬ由拟三角 Ｈｏｐｆ 代数可以构造量子 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程ꎬ因此ꎬ量子 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程在 Ｈｏｐｆ
代数的发展中也起着至关重要的作用. 寻找 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程的解是代数学研究中的一个基本问题.

设 Ｘ是一个集合ꎬｒ:Ｘ×Ｘ→Ｘ×Ｘꎬｒ(ｘꎬｙ)＝ (λｘ(ｙ)ꎬρｙ(ｘ))ꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ其中 λｘꎬρｙ 均为定义在 Ｘ 上的映

射ꎬ如果映射 ｒ满足下列方程:
( ｒ×ｉｄ)( ｉｄ×ｒ)( ｒ×ｉｄ)＝ ( ｉｄ×ｒ)( ｒ×ｉｄ)( ｉｄ×ｒ)ꎬ

则称(Ｘꎬｒ)为 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程的集合论解[１] . 如果对于任意 ｘ∈Ｘꎬ映射 λｘꎬ ρｘ 均为双射ꎬ则称集合论

解(Ｘꎬｒ)为非退化的ꎻ如果 ｒ２ ＝ ｉｄＸ×Ｘꎬ则称集合论解(Ｘꎬｒ)为对合的.
为了探索 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程的非退化对合的集合论解ꎬＲｕｍｐ 首次在环论中引入了 ｂｒａｃｅ 概念[１] . 作为

Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根环的一种推广ꎬｂｒａｃｅ 为探索 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程的解提供了非常有效的代数框架ꎬ它的优点在于

可以类似环论讨论辫子方程.
自 ｂｒａｃｅ 概念被提出之后ꎬ引起了众多专家和学者的高度关注ꎬ并迅速得到推广(见文献[２－８]) . 在

文献[９]中ꎬＧｕａｒｎｉｅｒｉ 和 Ｖｅｎｄｒａｍｉｎ 首次引入了 ｂｒａｃｅ 的推广概念ꎬ即ꎬ斜 ｂｒａｃｅ. 近年来ꎬ为了寻找 Ｙａｎｇ￣
Ｂａｘｔｅｒ 方程的非退化解ꎬＡｎｇｉｏｎｏ 等[１０]首次在 Ｈｏｐｆ 代数上提出了 Ｈｏｐｆ ｂｒａｃｅ 概念ꎬ并指出每个 Ｈｏｐｆ ｂｒａｃｅ
可以构造辫子方程的解. 最近ꎬ文献[１１]作者提出了 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ 概念ꎬ并给出了 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ、辫子方程

和双交叉余积之间的关系等.
为了研究斜 ｂｒａｃｅ 中两个群运算法则的起源ꎬＢｒｚｅｚｉńｓｋｉ 在文献[４]中将斜 ｂｒａｃｅ 进行推广ꎬ首次在

Ｈｏｐｆ 代数上提出了 Ｈｏｐｆ ｔｒｕｓｓ 概念ꎬ并给出了 Ｈｏｐｆ ｔｒｕｓｓ 的等价刻画.
正是基于上述分析和考虑ꎬ本文引入了 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 概念ꎬ给出了 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 的性质和等价刻画ꎬ并

建立了 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 与 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ 之间的联系等.
在本文中ꎬ我们所考虑的对象均是域 ｋ上的向量空间. 求和记号“∑”均省略ꎬ如ꎬ在余代数 Ｃ 中ꎬ使用

Δ(ｘ)＝ ｘ１⊗ｘ２ꎬｘ∈Ｃ表示余代数 Ｃ的余乘法结构ꎻ在余模 Ｍ中ꎬ使用 ρ(ｍ)＝ ｍ(－１)⊗ｍ(０)ꎬｍ∈Ｍ表示余模
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Ｍ的余作用结构ꎬ等等.

１　 预备知识

定义 １　 设(ＡꎬΔꎬε)是一个余代数ꎬ在 Ａ上存在二元运算◇使得(ＡꎬΔꎬε)是一个 Ｈｏｐｆ 代数(单位元记

作 １◇ꎬ对极映射记为 Ｓ)ꎬ在 Ａ上存在二元运算 使得(ＡꎬΔꎬε)是一个双代数(单位元记作 １  ) . 如果在(Ａꎬ
Δꎬε)上存在一个余代数自同态 σꎬ使得对任意 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ有

ａ (ｂ◇ｃ)＝ (ａ１ ｂ)◇Ｓ(σ(ａ２))◇(ａ３ ｃ)ꎬ (１)
则称 Ａ是一个左 Ｈｏｐｆ ｔｒｕｓｓ[４] .

定义 ２　 设(Ａꎬｍꎬ１)是一个代数ꎬ如果下列条件成立:
(１)(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔꎬεꎬＳ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数.
(２)(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔ′ꎬεꎬＴ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数.
(３)对任意 ａ∈Ａꎬ下面兼容条件满足:

ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝ａ１１′Ｓ(ａ２)ａ３１′⊗ａ１２′⊗ａ３２′ꎬ (２)
则称(Ａꎬｍꎬ１)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ[１１]ꎬ这里 Δ(ａ)＝ ａ１⊗ａ２ꎬΔ′(ａ)＝ ａ１′⊗ａ２′ . 以下简记这个 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ 为

(ＡꎬΔꎬΔ′) .
定义 ３　 设 Ｈ和 Ａ均是 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ假设 Ａ是一个左 Ｈ－余模余代数. 如果存在一个代数同构 π:Ａ→Ｈꎬ使

得对任意 ａ∈Ａꎬ有
π(ａ) １⊗π(ａ) ２ ＝π(ａ１)ａ２(－１)⊗π(ａ２(０))ꎬ (３)

则称代数同构 π是一个双射 １－余循环[１１] .

２　 主要结果

定义 ４　 设(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔꎬεΔꎬＳ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔ′ꎬεΔ′)是一个双代数. 如果在(Ａꎬｍꎬ１)上存

在一个代数自同态 σꎬ使得对任意 ａ∈Ａꎬ有
ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′⊗ａ３２′ꎬ (４)

则称 Ａ是一个(左)Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓꎬ记作(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ) .
注 １　 (１)以下称定义 ４ 中的代数映射 σ为 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ (ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)的一个余循环.
(２)在定义 ４ 中ꎬ如果(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔ′ꎬεΔ′)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ且 σ＝ ｉｄꎬ则 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ (ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)恰好是

一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ.
在 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)中ꎬ余循环 σ由余乘法 Δ′和余单位 εΔ′确定.
引理 １　 设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓꎬ则对任意 ａ∈Ａꎬ有

σ(ａ)＝ ａ１′εΔ(ａ２′) . (５)
因此ꎬεΔ′σ＝εΔ 且 σ是左(ＡꎬΔ′)－余线性的ꎬ即 Δ′σ＝( ｉｄ⊗σ)Δ′.
证明　 对(４)式两边同时作用 ｉｄ⊗εΔ⊗εΔꎬ得出

ａ１′εΔ′(ａ２′)＝ ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′εΔ(ａ１２′)εΔ(ａ３２′) .
设 (ａ)＝ ａ１′εΔ(ａ２′)ꎬ则根据上述等式可得ꎬ (ａ)＝ (ａ１)σ(Ｓ(ａ２)) (ａ３) . 由于(ＡꎬΔ′)是一个双代

数ꎬ所以 是 Ａ上的一个代数自同态ꎬ故对任意 ａ∈Ａꎬ有
σ(ａ)＝ (ａ１) (Ｓ(ａ４))σ(ａ５)＝ (ａ１１)σ(Ｓ(ａ１２)) (ａ１３) (Ｓ(ａ４))σ(ａ５)＝

 (ａ１)σ(Ｓ(ａ２)) (ａ３) (Ｓ(ａ４))σ(ａ５)＝ (ａ１)σ(Ｓ(ａ２))σ(ａ３)＝ (ａ) .
因此ꎬ(５)式得证.

由 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 的定义ꎬ可以直接得出以下性质.
引理 ２　 设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓꎬ则对任意 ａ∈Ａꎬ有

ａ１′⊗Ｓ(ａ２′１)⊗ａ２′２ ＝σ(ａ１)Ｓ(ａ２) １′ａ３１′⊗Ｓ(ａ２) ２′⊗ａ３２′ꎬ (６)
ａ１′⊗ａ２′１⊗Ｓ(ａ２′２)＝ ａ１１′Ｓ(ａ２) １′σ(ａ３)⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ２) ２′ . (７)

证明　 对于任意 ａ∈Ａꎬ可证
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σ(ａ１)Ｓ(ａ２) １′ａ３１′⊗Ｓ(ａ２) ２′⊗ａ３２′ ＝
σ(ａ１)Ｓ(ａ２) １′ａ３１′⊗Ｓ(ａ２) ２′ａ３２′１Ｓ(ａ３２′２)⊗ａ３２′３ ＝

σ(ａ１)(Ｓ(ａ２)ａ３) １′σ(Ｓ(ａ４))ａ５１′⊗(Ｓ(ａ２)ａ３) ２′Ｓ(ａ５２′１)⊗ａ５２′２ ＝
σ(ａ１)σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗Ｓ(ａ３２′１)⊗ａ３２′２ ＝

σ(ａ１Ｓ(ａ２))ａ３１′σ(Ｓ(ａ４))ａ５１′⊗Ｓ(ａ３２′)⊗ａ５２′ ＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗Ｓ(ａ１２′)⊗ａ３２′ ＝

ａ１′⊗Ｓ(ａ２′１)⊗ａ２′２ꎬ
ａ１１′Ｓ(ａ２) １′σ(ａ３)⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ２) ２′ ＝ａ１１′Ｓ(ａ２) １′ａ３１′εΔ(ａ３２′)⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ２) ２′ ＝

ａ１１′Ｓ(ａ２) １′ａ３１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ２) ２′ａ３２′１Ｓ(ａ３２′２)＝
ａ１１′(Ｓ(ａ２)ａ３) １′σ(Ｓ(ａ４))ａ５１′⊗ａ１２′⊗(Ｓ(ａ２)ａ３) ２′Ｓ(ａ５２′)＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ３２′)＝ ａ１′⊗ａ２′１⊗Ｓ(ａ２′２) .

由引理 １ 与引理 ２ꎬ可以证明 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 具有下列的等价刻画.
定理 １　 设(Ａꎬｍꎬ１)是一个代数ꎬ分别使得(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔꎬεΔꎬＳ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔ′ꎬεΔ′)是一

个双代数ꎬ则下列等价.
(１)存在一个代数自同态 σ:Ａ→Ａꎬ使得(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ.
(２)存在一个线性同态 λ:Ａ→Ａ⊗Ａꎬλ(ａ)＝ ａ１⊗ａ２ꎬ使得对任意 ａ∈Ａꎬ有

ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝ａ１１′(ａ２) １⊗ａ１２′⊗(ａ２) ２ . (８)
(３)存在一个线性同态 μ:Ａ→Ａ⊗Ａꎬμ(ａ)＝ ａ１′⊗ａ２′ꎬ使得对任意 ａ∈Ａꎬ有

ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝(ａ１) １′ａ２１′⊗(ａ１) ２′ａ２２′ . (９)
(４)存在两个线性同态 ξꎬζ:Ａ→Ａ⊗Ａꎬξ(ａ)＝ ａα⊗ａβꎬζ(ａ)＝ ａα′⊗ａβ′ꎬ其中 ξꎬζ 至少有一个是代数映

射ꎬ使得对任意 ａ∈Ａꎬ有
ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝(ａ１) α(ａ２) α′⊗(ａ１) β⊗(ａ２) β′ . (１０)

(５)定义一个线性映射 θ:Ａ→Ａ⊗Ａ⊗Ａꎬθ(ａ)＝ ａ１⊗Ｓ(ａ２)⊗ａ３ꎬ则对任意 ａ∈Ａꎬ有
ａ１′⊗θ(ａ２′)＝ ａ１１′Ｓ(ａ２) １′ａ３１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ２) ２′⊗ａ３２′ . (１１)

证明　 (１)⇒(２)ꎬ(３)及(４):设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓꎬ定义

λ(ａ)＝ σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′⊗ａ２２′ꎬ
μ(ａ)＝ ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))⊗ａ１２′ꎬ
ξ(ａ)＝ Δ′(ａ)ꎬ
ζ(ａ)＝ σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′⊗ａ２２′ꎬ

对任意 ａ∈Ａꎬ则根据 Δ的余结合性ꎬ可由(４)式推出(８)ꎬ(９)及(１０) . 此外ꎬ由于余乘法 Δ′是一个代数映

射ꎬ所以 ξ也是一个代数映射.
(２)⇒(１):定义一个代数自同态 σ:Ａ⊗Ａꎬσ(ａ)＝ ａ１′εΔ(ａ２′) . 显然ꎬσ是一个代数映射. 下面证明等式

(４)成立.
将 ｉｄ⊗εΔ⊗ｉｄ作用在等式(８)上ꎬ可得

ａ１′⊗ａ２′ ＝σ(ａ１)(ａ２) １⊗(ａ２) ２ . (１２)
于是

ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝ａ１１′(ａ２) １⊗ａ１２′⊗(ａ２) ２ ＝ａ１１′σ(Ｓ(ａ２)ａ３)(ａ４) １⊗ａ１２′⊗(ａ４) ２ ＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))σ(ａ３)(ａ４) １⊗ａ１２′⊗(ａ４) ２ ＝ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′⊗ａ３２′ꎬ

因此ꎬ(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ.
(３)⇒(１):同理可证.
(４)⇒(２)或(３):假设 ζ 是一个代数映射ꎬ定义 :Ａ⊗Ａꎬ (ａ)＝ ａα′εΔ(ａβ′) . 易证: 是一个代数映

射. 将 ｉｄ⊗ｉｄ⊗εΔ 作用在等式(１０)上ꎬ可得

ａ１′⊗ａ２′ ＝(ａ１) α (ａ２)⊗(ａ１) β . (１３)
于是
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ａ１′⊗ａ２′１⊗ａ２′２ ＝(ａ１) α(ａ２) α′⊗(ａ１) β⊗(ａ２) β′ ＝
(ａ１) α (ａ２Ｓ(ａ３))(ａ４) α′⊗(ａ１) β⊗(ａ４) β′(Ａꎬρ１)＝

ａ１１′ (Ｓ(ａ２))(ａ３) α′⊗ａ１２′⊗(ａ３) β′ .
根据上面的讨论ꎬ存在一个线性映射 λ:Ａ⊗Ａ⊗Ａꎬλ(ａ)＝ (Ｓ(ａ１))(ａ２) α′⊗(ａ２) β′ꎬ使得(８)式成立.
假设 ξ是一个代数映射ꎬ易证:映射 (定义为 (ａ)＝ ａαεΔ(ａβ))是 Ａ上的一个代数自同态. 故类似上

述方法可证:式(９)成立.
(１)⇒(５):定义映射 θ:Ａ→Ａ⊗Ａ⊗Ａꎬθ(ａ)＝ ａ１⊗Ｓ(ａ２)⊗ａ３ꎬ则对任意 ａ∈Ａꎬ有

ａ１′⊗θ(ａ２′)＝ ａ１′⊗ａ２′１⊗Ｓ(ａ２′２)⊗ａ２′３ ＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ３２′１)⊗ａ３２′２ ＝

ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))σ(ａ３)Ｓ(ａ４) １′ａ５１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ４) ２′⊗ａ５２′ ＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２)ａ３)Ｓ(ａ４) １′ａ５１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ４) ２′⊗ａ５２′ ＝

ａ１１′Ｓ(ａ２) １′ａ３１′⊗ａ１２′⊗Ｓ(ａ２) ２′⊗ａ３２′ .
(５)⇒(１):定义一个线性自同态 σ:Ａ→Ａꎬσ(ａ)＝ ａ１′εΔ(ａ２′) . 显然ꎬσ是一个代数映射. 将 ｉｄ⊗ｉｄ⊗εΔ⊗

ｉｄ作用在等式(１１)上ꎬ可得(４)式.
命题 １　 设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓꎬ则 Ａ具有如下两个左(ＡꎬΔ′ꎬεΔ′)－余模余代数:

ρ１:Ａ→Ａ⊗Ａꎬρ１(ａ)＝ σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′⊗ａ２２′ꎬ (１４)
ρ２:Ａ→Ａ⊗Ａꎬρ２(ａ)＝ ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))⊗ａ１２′ . (１５)

证明　 只需证明(Ａꎬρ１)是一个左(ＡꎬΔ′ꎬεΔ′)－余模余代数. 同理可证:(Ａꎬρ２)也是一个左(ＡꎬΔ′ꎬεΔ′)－余
模余代数. 事实上ꎬ对任意 ａ∈Ａꎬ由引理 １ 与引理 ２ꎬ可得

ａ(－１)⊗ａ(０)(－１)⊗ａ(０)(０)＝ σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′⊗σ(Ｓ(ａ２２′１))ａ２２′２１′⊗ａ２２′２２′ ＝
σ(Ｓ(ａ１))σ(ａ２)Ｓ(ａ３) １′ａ４１′⊗σ(Ｓ(ａ３) ２′)ａ４２′⊗ａ４３′ ＝

Ｓ(ａ１) １′ａ２１′⊗σ(Ｓ(ａ１) ２′)ａ２２′⊗ａ２３′ ＝
σ(Ｓ(ａ１)) １′ａ２１′⊗σ(Ｓ(ａ１)) ２′ａ２２′⊗ａ２３′ ＝Δ′(ａ(－１))⊗ａ(０)ꎬ

εΔ′(ａ(－１))ａ(０)＝ εΔ′(σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′)ａ２２′ ＝εΔ′σ(Ｓ(ａ１))ａ２ ＝εΔ(ａ１)ａ２ ＝ａꎬ
因此ꎬ(Ａꎬρ１)是一个左(ＡꎬΔ′ꎬεΔ′)－余模. 另外

ａ(－１)⊗Δ(ａ(０))＝ σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′⊗ａ２２′１⊗ａ２２′２ ＝
σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′σ(Ｓ(ａ３))ａ４１′⊗ａ２２′⊗ａ４２′ ＝

σ(Ｓ(ａ１))ａ２１′εΔ(ａ２２′)＝ σ(Ｓ(ａ１))σ(ａ２)＝ εΔ(ａ)１Ａꎬ
因此ꎬ(Ａꎬρ１)是一个左(ＡꎬΔ′ꎬεΔ′)－余模余代数.

由如下命题知ꎬ一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 可以产生一族 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ.
命题 ２　 设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ. 在 Ａ上定义一个新的余乘法 Δｎ:对任意 ｎ∈Ｎꎬ

Δｎ(ａ)≡ａ１ｎ⊗ａ２ｎ ＝ａ１εΔ(σ
ｎ(Ｓ(ａ２)))⊗ａ３ꎬ

则(ＡꎬΔｎꎬεΔｎ≡εΔσ
ｎ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ对极映射为

Ｓｎ(ａ)≡εΔ(σｎ(ａ１))Ｓ(ａ２)εΔ(σｎ(ａ３)) .
另外ꎬ(ＡꎬΔｎꎬΔ′ꎬσｎ

＋１)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ.
证明　 因为 σ是一个代数映射ꎬ(ＡꎬｍꎬΔ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ易证:(ＡꎬｍꎬΔｎꎬεΔｎꎬＳｎ)是一个 Ｈｏｐｆ

代数.
运用数学归纳法ꎬ由(５)式:σ(ａ)＝ ａ１′εΔ(ａ２′)ꎬａ∈Ａꎬ可以证明 σｎ＋１(ａ)＝ ａ１′εΔσｎ(ａ２′) .
下面ꎬ证明(ＡꎬΔｎꎬΔ′ꎬσｎ

＋１)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ. 事实上ꎬ显然ꎬσｎ＋１是一个代数映射ꎬ又对任意 ａ∈Ａꎬ
ａ１′⊗ａ２′１ｎ⊗ａ２′２ｎ ＝ａ１′⊗ａ２′１εΔ(σ

ｎ(Ｓ(ａ２′２)))⊗ａ２′３ ＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′εΔ(σｎ(Ｓ(ａ３２′１)))⊗ａ３２′２ ＝

ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))σ(ａ３)Ｓ(ａ４) １′ａ５１′⊗ａ１２′εΔ(σｎ(Ｓ(ａ４) ２′))⊗ａ５２′ ＝
ａ１１′σ(Ｓ(ａ２))σ(ａ３)σｎ

＋１(Ｓ(ａ４))ａ５１′⊗ａ１２′⊗ａ５２′ ＝ａ１１′σｎ
＋１(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′⊗ａ３２′ꎬ

ａ１ｎ１′σ
ｎ＋１(Ｓｎ(ａ２ｎ))ａ３ｎ１′⊗ａ１ｎ２′⊗ａ３ｎ２″ ＝
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ａ１１′εΔ(σｎ(Ｓ(ａ２)))σｎ
＋１(Ｓｎ(ａ３))εΔ(σｎ(Ｓ(ａ４)))ａ５１′⊗ａ１２′⊗ａ５２′ ＝

ａ１１′εΔ(σｎ(Ｓ(ａ２)))σｎ
＋１(Ｓ(ａ４))εΔ(σｎ(ａ３))εΔ(σｎ(ａ５))εΔ(σｎ(Ｓ(ａ６)))ａ７１′⊗ａ１２′⊗ａ７２′ ＝

ａ１１′σｎ
＋１(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗ａ１２′⊗ａ３２′ꎬ

因此ꎬ对任意 ａ∈Ａꎬ
ａ１′⊗ａ２′１ｎ⊗ａ２′２ｎ ＝ａ１ｎ１′σ

ｎ＋１(Ｓｎ(ａ２ｎ))ａ３ｎ１′⊗ａ１ｎ２′⊗ａ３ｎ２′ .
故(ＡꎬΔｎꎬΔ′ꎬσｎ

＋１)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ.
下面建立 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ 和 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ 之间的联系.
设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ. 若(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔ′ꎬεΔ′ꎬＴ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ则 σ是一个双射ꎬ其逆为

σ－１(ａ)＝ ａ１′εΔ(Ｔ(ａ２′))ꎬａ∈Ａ.
命题 ３　 设(ＡꎬΔꎬΔ′ꎬσ)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｔｒｕｓｓ. 如果(Ａꎬｍꎬ１ꎬΔ′ꎬεΔ′ꎬＴ)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ其对极映射为

Ｔꎬ则(ＡꎬΔ′ꎬΔ″)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ.
这里 Δ″定义为:对任意 ａ∈Ａꎬ

Δ″(ａ)≡σ－１(ａ１′)⊗ａ２′ ＝ａ１′εΔ(Ｔ(ａ２′))⊗ａ３′ .
证明　 由引理 １ꎬ命题 １ꎬ可证

σ(ａ１)ａ２(－１)⊗σ(ａ２(０))＝ σ(ａ１)σ(Ｓ(ａ２))ａ３１′⊗σ(ａ３２′)＝ ａ１′⊗σ(ａ) ２′ ＝σ(ａ) １′⊗σ(ａ) ２′ꎬ
因此ꎬ由上面的讨论以及定义 ３ 知ꎬσ是一个双射 １－余循环.

又由于 σ是左(ＡꎬΔ′)－余线性的ꎬ所以

σ－１(σ(ａ) １′)⊗σ
－１(σ(ａ) ２′)＝ σ

－１(ａ１′)⊗ａ２′ ＝ａ１′εΔ(Ｔ(ａ２′))⊗ａ３′ ＝Δ″(ａ)ꎬ
故由文献[１１]中的定理 ２.１２ 的证明知ꎬ(ＡꎬΔꎬΔ″)是一个 Ｈｏｐｆ ｃｏｂｒａｃｅ.
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