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[摘要] 　 本文证明了不可压缩 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 系统的抛物双曲真空液晶模型强解的局部适定性.
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日常生活中ꎬ我们最常见的物质状态是固态、液态和气态. 从结构组成来说ꎬ这些状态都是由分子或

原子的集合形式所决定的. 由于分子或原子在这 ３ 种物态中运动状况不同ꎬ从而使我们看到了不同的特

征. 而液晶ꎬ是介于液态与结晶态之间的一种物质状态ꎬ是一种在一定温度范围内呈现出既不同于固态和

液态ꎬ又不同于气态的特殊物质状态. 从宏观上说ꎬ液晶既表现出晶体的典型特征――光学双折射性ꎬ又
表现出流体的特征――流动性. 从微观上说ꎬ在这种特殊物质状态下ꎬ材料像流体一样流动ꎬ但其分子保

持着晶体分子的有向结构特性. 液晶在物理、化学、材料学等众多学科中都取得了重大的研究成果ꎬ具有

广泛的应用背景. 因此ꎬ物理学家和数学家先后建立了各种数学模型来研究液晶ꎬ其中最著名的模型是

Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 模型ꎬ它是用来描述向列型液晶流体动力学理论的模型ꎬ并成功应用于各个领域.
液晶的流体动力学理论是在 ２０ 世纪 ６０ 年代由 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ[１－３]和 Ｌｅｓｌｉｅ[４]建立的. 液晶分子是比较复杂

的分子ꎬ为了更好地研究液晶的物理性质和物理现象ꎬ我们常常把向列型液晶分子理想化地假设成首尾对

称的长棒状ꎬ并且沿长轴是旋转对称的. 这种液晶分子称为单轴液晶分子ꎬ其质心的位置和长轴的指向确

定了单轴液晶分子的构型. 向列型液晶的粘度小ꎬ流动性强. 产生这种流动性的原因主要是由于各个分子

容易顺着长轴方向自由移动. 在这篇文章中ꎬ我们在区域 Ｔ３×(０ꎬ∞ )上考虑了如下的抛物双曲系统[１－５]:
ｄｉｖ ｕ＝ ０ꎬ (１)

∂ｔρ＋ｄｉｖ(ρｕ)＝ ０ꎬ (２)

∂ｔ(ρｕ)＋ｄｉｖ(ρｕ⊗ｕ)＋∇π－Δｕ＝ －ｄｉｖ ∇ｄ☉∇ｄ－ １
２

｜∇ｄ ｜ ２Ｉ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (３)

—１—
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ｄ̈－Δｄ＝ｄ( ｜∇ｄ ｜ ２－ ｜ ｄ̇ ｜ ２)ꎬ　 ｜ ｄ ｜ ＝ １ꎬ (４)
(ρꎬρｕꎬｄꎬ∂ｔｄ)(ꎬ０)＝ (ρ０ꎬρ０ｕ０ꎬｄ０ꎬｄ１)()ꎬ　 ｄ０ｄ１ ＝ ０ ｉｎ Ｔ３ . (５)

式中ꎬρ 表示密度ꎬπ 表示压力ꎬｕ 表示速度ꎬｄ 表示方向向量ꎬｄ̇ ∶＝ ∂ｔｄ＋ｕ∇ｄ 和 ｄ̈ ∶＝ ｄ̇－ ｜∇ｄ ｜ ２ｄ.

利用(∇ｄ☉∇ｄ) ｉｊ ＝ ∑
ｋ

∂ｉｄｋ∂ｊｄｋꎬ我们得到:

∇ ∇ｄ☉∇ｄ－ １
２

｜∇ｄ ｜ ２Ｉ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

ｋ
∇ｄｋΔｄｋ . (６)

另外ꎬ受到 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程的启发ꎬ我们将假设以下的相容性条件:

∇π０－μΔｕ０－(λ＋μ)∇ｄｉｖ ｕ０＋∇ｄ０Δｄ０ ＝ ρ０ ｇꎬ (７)
式中ꎬ(∇π０ꎬｇ)∈Ｌ２ .

方程(１)—(３)是我们熟知的 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程. 特别地ꎬ当 ｕ ＝ ０ 时ꎬ方程(４)简化为波动映射方程ꎬ
方程(１)—(５)是 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 模型的简化版本. 无论是完整的 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 模型ꎬ还是简化版的

Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 模型ꎬ在流体速度 ｕ 和向列型液晶的微观取向构型 ｄ 的影响下ꎬ这两个模型都是从连续介

质力学出发得到的宏观模型. 虽然上述模型是 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 模型的简化版本ꎬ但它仍然具有重要的数学

研究价值.
和流体类似ꎬ液晶方程分为可压缩和不可压缩两种类型ꎬ下面我们分别介绍一下相关工作.
文献[５]研究了简化的 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 模型在区域 Ω⊂Ｒ３ 内的可压缩向列型液晶的强解ꎬ并且当初值

ρ０ꎬｕ０ꎬｄ０ 充分正则并满足相容性条件时ꎬ证明了一个唯一强解的局部存在性. 文献[６]研究了在 ＲＮ(Ｎ ＝
２ꎬ３)中具有周期边界条件的可压缩液晶流体的不可压缩极限ꎻ然后利用不可压缩极限ꎬ严格证明了具有

小初值的不可压缩系统强解的局部存在性和全局存在性ꎻ此外ꎬ在一定意义上得到了收敛速度. 文献[７]
考虑了三维可压缩向列型液晶材料的简化流体动力学模型的短时间强解ꎻ并利用速度梯度变形张量的最

大范数和液晶方向场梯度的最大范数的平方关于时间的积分ꎬ建立了在有限时间内这些解可能爆破的准

则. 文献[８]研究了当初值满足相容性条件时ꎬ证明了在一个有界区域 Ω⊂Ｒ３ 内向列型液晶的可压缩非

等熵模型强解的局部适定性. 文献[９]研究了 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 液晶动力学方程组适定性问题ꎬ并在第三章

研究了可压缩液晶动力学方程组适定性方面的问题.
至于不可压缩方面ꎬ文献[１０]证明了问题(１)—(５)强解的局部适定性ꎬ其中 ｉｎｆ ρ０>０ꎻ并且文献[１１]

和文献[１２]分别证明了具有真空但没有任何相容性条件的不可压缩液晶模型的一个新的正则性准则与

初始密度为正时的三维不可压缩液晶模型的一个新的正则性准则. 文献[１３]研究了 Ｎ 维(Ｎ ＝ ２ꎬ３)不可

压缩向列型液晶流体的流动ꎬ并且当初始密度 ρ０≥０ꎬ得到了解的局部存在性和唯一性ꎻ特别地ꎬ当 ρ０ 有正

的下界并且在二维情况下ꎬ得到了带有小初值的解的全局存在性和唯一性. 文献[１４]研究了不可压缩

Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 双曲模型ꎬ在保证基本能量定律耗散的 Ｌｅｓｌｉｅ 系数约束下ꎬ证明了具有有限初始能量系统

的经典解的局部存在性和唯一性ꎻ在此基础上ꎬ通过对阻尼系数和初始能量极小性的附加假设ꎬ建立了唯

一的全局经典解. 文献[９]研究了 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 液晶动力学方程组适定性问题ꎬ并在第五章利用非

Ｇｉｎｚｂｕｒｇ￣Ｌａｎｄａｕ 逼近不可压缩液晶方程ꎬ证明了二维不可压缩液晶动力学方程组存在整体强解. 文献

[１５]从微观 Ｄｏｉ￣Ｏｎｓａｇｅｒ 理论出发ꎬ给出了宏观 Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 理论的一个严格推导ꎬ在第二章ꎬ证明了

Ｅｒｉｃｋｓｅｎ￣Ｌｅｓｌｉｅ 方程的局部适定性以及小初值解的整体适定性.
本文目的是在真空情形下证明问题(１)—(５)在相容性条件(７)下的强解具有局部适定性.
本文的主要结果如下:
定理 １　 令(７)成立ꎬ０≤ρ０∈Ｗ１ꎬ６ꎬｕ０ꎬ∇ｄ０ꎬｄ̇０∈Ｈ２ 并且 ｄｉｖ ｕ０ ＝ ０ꎬ ｜ ｄ０ ｜ ＝ １ꎬ ｄ０ｄ１ ＝ ０ ｉｎ Ｔ３ꎬ则问题

(１)—(５)有唯一的强解(ρꎬｕꎬｄ)满足

ρ∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＷ１ꎬ６)ꎬρｔ∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ６)ꎬｕ∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＨ２)∩Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ３)ꎬ

ρｕｔ∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＬ２)ꎬｕｔ∈Ｌ２(０ꎬＴꎻＨ１)ꎬ∇ｄꎬｄ̇∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻＨ２) . (８)
对某些 ０<Ｔ≤∞ .
由于强解存在性的证明可以用经典的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得到[１６]ꎬ唯一性的证明由(８)的正则性得到ꎬ所以

我们只需要给出先验估计(８) . 为此ꎬ我们定义:
—２—
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Ｍ( ｔ) ∶＝ １＋ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ

{‖ρ(ꎬｓ)‖Ｗ１ꎬ６＋‖ρｔ(ꎬｓ)‖Ｌ６＋‖ｕ(ꎬｓ)‖Ｈ２＋‖∇ｄ(ꎬｓ)‖Ｈ２＋

‖ｄ̇(ꎬｓ)‖Ｈ２＋‖ ρｕｔ(ꎬｓ)‖Ｌ２}＋‖ｕｔ‖Ｌ２(０ꎬｔꎻＨ１) ＋‖ｕ‖Ｌ２(０ꎬｔꎻＨ３) . (９)
定理 ２　 对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ我们有

Ｍ( ｔ)≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (１０)
从式(１０)和文献[１７－１９]可知:

Ｍ( ｔ)≤Ｃ. (１１)
根据 Ｋａｔｏ￣Ｐｏｎｃｅ 在文献[２０]中的方法ꎬ在接下来的证明中ꎬ我们将使用双线性交换子和先验估计:

‖Ｄｓ( ｆｇ)－ｆＤｓｇ‖Ｌｐ≤Ｃ(‖∇ｆ‖Ｌｐ１‖Ｄｓ－１ｇ‖Ｌｑ１＋‖ｇ‖Ｌｐ２‖Ｄｓ ｆ‖Ｌｑ２)ꎬ (１２)
‖Ｄｓ( ｆｇ)‖Ｌｐ≤Ｃ(‖ｆ‖Ｌｐ１‖Ｄｓｇ‖Ｌｑ１＋‖Ｄｓ ｆ‖Ｌｐ２‖ｇ‖Ｌｑ２)ꎬ (１３)

式中ꎬｓ>０ꎬ １
ｐ
＝ １
ｐ１

＋ １
ｑ１

＝ １
ｐ２

＋ １
ｑ２
.

因此ꎬ我们只需要证明定理 ２.

１　 定理 ２ 的证明

证明　 首先ꎬ由极大值原理及(１)—(２)知:
０≤ρ≤Ｃ０ . (１４)

利用 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ￣Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式:
‖∇ｕ‖Ｌ∞ ≤Ｃ‖∇ｕ‖１ / ２

Ｌ６ ‖ｕ‖１ / ２
Ｗ２ꎬ６ꎬ

我们得到:

∫ｔ
０
‖∇ｕ‖Ｌ∞ ｄｓ≤ ｔ Ｃ(Ｍ) . (１５)

在(２)两端用∇作用ꎬ并乘 ｜∇ρ ｜ ４∇ρꎬ得到:
ｄ
ｄｔ

‖∇ρ‖Ｌ６≤Ｃ‖∇ｕ‖Ｌ∞ ‖∇ρ‖Ｌ６ꎬ

因此ꎬ由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式知:

‖∇ρ‖Ｌ６≤Ｃ‖∇ρ０‖Ｌ６ｅｘｐ ∫ｔ
０
‖∇ｕ‖Ｌ∞ ｄｓ( ) ≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (１６)

很容易证明:

‖ｕ‖Ｈ１ ＝ ｕ０ ＋ ∫ｔ
０
ｕｔｄｓ Ｈ１≤‖ｕ０‖Ｈ１＋ ∫ｔ

０
‖ｕｔ‖Ｈ１ｄｓ≤Ｃ０＋ ｔ Ｃ(Ｍ) . (１７)

在(３)两端用∂ｔ 作用ꎬ并乘 ｕｔꎬ利用(１)和(２)ꎬ我们推出:
１
２

ｄ
ｄｔ ∫ ρ ｜ｕｔ ｜ ２ｄｘ＋ ∫ ｜∇ｕｔ ｜ ２ｄｘ＝ ∫ ｄｉｖ(ρｕ) ｜ｕｔ ｜ ２ｄｘ－ ∫ ρｔｕ∇ｕｕｔｄｘ－

∫ ρｕｔ∇ｕｕｔｄｘ＋ ∫ ∂ｔ(∇ｄ☉∇ｄ):∇ｕｔｄｘ＝ ∶ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｉｉ . (１８)

下面我们证明 Ｉｉ( ｉ＝ １ꎬꎬ４)的有界性:

Ｉ１ ＝ － ∫ ρｕ∇｜ｕｔ ｜ ２ｄｘ≤‖ ρ‖Ｌ∞ ‖ｕ‖Ｌ∞ ‖ ρｕｔ‖Ｌ２‖∇ｕｔ‖Ｌ２≤Ｃ(Ｍ)‖∇ｕｔ‖Ｌ２ꎻ

｜ Ｉ２ ｜≤‖ρｔ‖Ｌ２‖ｕ‖Ｌ６‖∇ｕ‖Ｌ６‖ｕｔ‖Ｌ６≤Ｃ(Ｍ)‖ｕｔ‖Ｌ６≤

Ｃ(Ｍ)(‖ ρｕｔ‖Ｌ２＋‖∇ｕｔ‖Ｌ２)≤Ｃ(Ｍ)＋Ｃ(Ｍ)‖∇ｕｔ‖Ｌ２ꎻ

｜ Ｉ３ ｜≤‖ ρ‖Ｌ∞ ‖ ρｕｔ‖Ｌ２‖∇ｕ‖Ｌ３‖ｕｔ‖Ｌ６≤

Ｃ(Ｍ)‖ｕｔ‖Ｌ６≤Ｃ(Ｍ)(‖ ρｕｔ‖Ｌ２＋‖∇ｕｔ‖Ｌ２)≤Ｃ(Ｍ)＋Ｃ(Ｍ)‖∇ｕｔ‖Ｌ２ꎻ

｜ Ｉ４ ｜≤Ｃ‖∇ｄ‖Ｌ∞ ‖∇ｄｔ‖Ｌ２‖∇ｕｔ‖Ｌ２≤Ｃ(Ｍ)(‖∇ｄ̇‖Ｌ２＋
‖∇(ｕ∇ｄ)‖Ｌ２)‖∇ｕｔ‖Ｌ２≤Ｃ(Ｍ)‖∇ｕｔ‖Ｌ２ .

这里我们利用了 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式:
—３—
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‖ｕｔ‖Ｌ６≤Ｃ‖ ρｕｔ‖Ｌ２＋Ｃ‖∇ｕｔ‖Ｌ２ . (１９)
将上述估计插入(１８)得到:

∫ ρ ｜ｕｔ ｜ ２ｄｘ＋ ∫ｔ
０
∫ ｜∇ｕｔ ｜ ２ｄｘｄｓ≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (２０)

在(３)两端同乘 ｄ̇ꎬ并利用 ｄｄ̇＝ ０ꎬ得到:
１
２

ｄ
ｄｔ ∫ ( ｜ ｄ̇ ｜ ２＋ ｜∇ｄ ｜ ２)ｄｘ＝ － ∫ ｕ∇ｄ̇ｄ̇ｄｘ＋ ∫ ｕ∇ｄΔｄｄｘ＝

∑
ｉꎬ ｊ

ｕｉ∂ｉｄ∂２
ｊ ｄｄｘ＝ － ∑

ｉꎬ ｊ
∂ｊｕｉ∂ｉｄ∂ｊｄｄｘ≤Ｃ‖∇ｕ‖Ｌ∞ ‖∇ｄ‖２

Ｌ２ꎬ

因此ꎬ我们有:

‖ｄ̇‖Ｌ２＋‖∇ｄ‖Ｌ２≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (２１)

在(４)两端用 Δ 作用ꎬ并乘 Δｄ̇ꎬ利用(１２)和(１３)ꎬ得到:
１
２

ｄ
ｄｔ ∫ ( ｜∇Δｄ ｜ ２＋ ｜ Δｄ̇ ｜ ２)ｄｘ＝ － ∫ (Δ(ｕ∇ｄ̇)－ｕ∇Δｄ̇)Δｄ̇ｄｘ－ ∫ (∇Δ(ｕ∇ｄ)－(ｕ∇)∇Δｄ)∇Δｄｄｘ＋

∫ Δｄ̇Δ[ｄ( ｜∇ｄ ｜ ２－ ｜ ｄ̇ ｜ ２)]ｄｘ≤Ｃ(‖∇ｕ‖Ｌ∞ ‖Δｄ̇‖Ｌ２＋‖∇ｄ̇‖Ｌ６‖Δｕ‖Ｌ３)‖Δｄ̇‖Ｌ２＋

Ｃ(‖∇ｕ‖Ｌ∞ ‖∇Δｄ‖Ｌ２＋‖∇ｄ‖Ｌ∞ ‖∇Δｕ‖Ｌ２)‖∇Δｄ‖Ｌ２＋Ｃ‖Δｄ̇‖Ｌ２(‖Δ( ｜∇ｄ ｜ ２－ ｜ ｄ̇ ｜ ２)‖Ｌ２＋

(‖∇ｄ‖２
Ｌ∞ ＋‖ｄ̇‖２

Ｌ∞ )‖Δｄ‖Ｌ２)≤Ｃ‖∇ｕ‖Ｌ∞ ‖Δｄ̇‖２
Ｌ２＋Ｃ‖Δｕ‖Ｌ３‖ｄ̇‖２

Ｈ２＋
Ｃ‖∇ｕ‖Ｌ∞ ‖∇Δｄ‖２

Ｌ２＋Ｃ‖∇Δｕ‖Ｌ２‖ｄ‖２
Ｈ３＋Ｃ(Ｍ)≤Ｃ(Ｍ)(‖∇ｕ‖Ｌ∞ ＋‖Δｕ‖Ｌ３＋‖∇Δｕ‖Ｌ２)ꎬ

因此ꎬ我们有:

‖ｄ‖Ｈ３＋‖ｄ̇‖Ｈ２≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (２２)
方程(２)可以写成:

－Δｕ＋∇π＝ ｆ ∶＝ －ρｕｔ－ρｕ∇ｕ－∇ｄΔｄ. (２３)
由 Ｓｔｏｋｅｓ 方程的 Ｈ２ 理论知:

‖ｕ‖Ｈ２≤Ｃ‖ｆ‖Ｌ２≤Ｃ‖ ρ‖Ｌ∞ ‖ ρｕｔ‖Ｌ２＋Ｃ‖ρ‖Ｌ∞ ‖ｕ‖Ｌ∞ ‖∇ｕ‖Ｌ２＋Ｃ‖∇ｄ‖Ｌ∞ ‖Δｄ‖Ｌ２≤

Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ))(１＋‖ｕ‖Ｌ∞ )≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ))(１＋‖∇ｕ‖１ / ２
Ｌ２ ‖ｕ‖１ / ２

Ｈ２ )ꎬ
因此ꎬ我们得到:

‖ｕ‖Ｈ２≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (２４)
类似的ꎬ我们有:
‖ｕ‖Ｈ３≤Ｃ‖ｆ‖Ｈ１≤Ｃ‖ｆ‖Ｌ２＋Ｃ‖∇ｆ‖Ｌ２≤Ｃ(Ｍ)＋Ｃ‖∇ρ‖Ｌ６‖ｕｔ‖Ｌ３＋Ｃ‖ρ‖Ｌ∞ ‖∇ｕｔ‖Ｌ２＋

Ｃ‖∇ρ‖Ｌ６‖ｕ‖Ｌ６‖∇ｕ‖Ｌ６＋Ｃ‖ρ‖Ｌ∞ ‖∇ｕ‖２
Ｌ４＋Ｃ‖ρ‖Ｌ∞ ‖ｕ‖Ｌ∞ ‖Δｕ‖Ｌ２＋

Ｃ‖Δｄ‖２
Ｌ４＋Ｃ‖∇ｄ‖Ｌ∞ ‖∇Δｄ‖Ｌ２≤Ｃ(Ｍ)＋Ｃ(Ｍ)‖ｕｔ‖Ｈ１ꎬ

因此ꎬ很容易推出:

‖ｕ‖Ｌ２(０ꎬｔꎻＨ３)≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (２５)
最后ꎬ我们得到:

‖ρｔ‖Ｌ６ ＝‖ｕ∇ρ‖Ｌ６≤‖ｕ‖Ｌ∞ ‖∇ρ‖Ｌ６≤Ｃ０(Ｍ０)ｅｘｐ( ｔ Ｃ(Ｍ)) . (２６)
结合(１４)、(１６)、(１７)、(２０)—(２５)和(２６)ꎬ我们推断出(１０)是成立的.
证明完毕.
致谢:感谢樊继山教授对本文的指导与帮助.
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