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亚纯函数正规族的一点注记

胡雅倩ꎬ徐　 焱

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 本文研究了亚纯函数正规定则ꎬ得到下面结果. 设 ｋ≥４ 是正整数ꎬF 为区域 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬ
∀ｆ∈Fꎬａ( ｚ)(≢０ꎬ≢∞)是 Ｄ 内亚纯函数ꎬ且满足当 ａ( ｚ)＝ ０ 时ꎬ ｆ( ｚ)≠∞ꎻ当 ａ( ｚ)＝ ∞时ꎬ ｆ( ｚ)≠０. 若

ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ꎬ
则 F 在 Ｄ 内正规.
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Ｌｅｔ F ｂｅ ａ ｆａｍｉｌｙ ｏｆ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ａ ｄｏｍａｉｎ Ｄꎬｋ≥４ ｂｅ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒꎬａｎｄ ｌｅｔ ａ( ｚ)(≢０ꎬ≢∞ )ｂｅ ａ
ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｎ Ｄ ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｆ( ｚ)≠∞ ｗｈｅｎｅｖｅｒ ａ( ｚ)＝ ０ ａｎｄ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｆ( ｚ)≠０ ｗｈｅｎｅｖｅｒ ａ( ｚ)＝ ∞ . Ｉｆ ｆｏｒ
ａｎｙ ｆ∈Fꎬ

ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ꎬ
ｔｈｅｎ F ｉｓ ｎｏｒｍａｌ ｏｎ Ｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｈａｙｍａｎ’ｓ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅꎬｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬｎｏｒｍａｌ ｆａｍｉｌｙ

１　 引言及主要结果

设 Ｄ 是复平面 Ｃ上的一个区域ꎬF 为 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬ如果 F 中每个函数序列都包含一个子序

列ꎬ它在 Ｄ 的任一紧子集上都按球面距离一致收敛到一个亚纯函数或∞ꎬ则称 F 在 Ｄ 内正规.
１９５９ 年ꎬＨａｙｍａｎ[１]得到

定理 Ａ　 设 ｆ( ｚ)是 Ｃ上亚纯函数ꎬｋ≥５ꎬ ａ(≠０)、ｂ 为有限复数ꎬ若
ｆ′( ｚ)－ａｆｋ( ｚ)≠ ｂꎬ

则 ｆ 是常数.
Ｍｕｅｓ 举例说明当 ｋ＝ ３ꎬ４ 时定理 Ａ 不成立. 根据 Ｂｌｏｃｈ 原理ꎬＨａｙｍａｎ 猜测相应的正规定则可能也是正

确的. １９８５ 年ꎬ李先进[２]证明了

定理 Ｂ　 设 F 为区域 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬｋ≥５ꎬａ(≠０)、ｂ 为有限复数ꎬ若对∀ｆ∈Fꎬ有
ｆ′( ｚ)－ａｆｋ( ｚ)≠ ｂ

则 F 在 Ｄ 内正规.
庞学诚[３]证明了当 ｋ ＝ ４ 时ꎬ定理 Ｂ 也成立. 进一步ꎬ陈怀惠等[４] 证明了当 ｋ ＝ ３ 时ꎬ定理 Ｂ 依然成

立. 当 ｋ＝ ２ 时ꎬ有例子 F＝ １
ｎｚ

:ｎ＝ １ꎬ２ꎬ{ }说明定理 Ｂ 不成立.
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最近杨锦华等[５]将上述正规定则中的常数 ａ(≠０)换成全纯函数 ａ( ｚ)(≢０)ꎬ得到了

定理 Ｃ　 设 ｋ ≥ ４ 是正整数ꎬF 为区域 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬａ( ｚ)(≢０)和 ｂ( ｚ)为区域 Ｄ 内两个全纯

函数. 当 ａ( ｚ)＝ ０ 时ꎬ ｆ( ｚ)≠∞ . 对∀ｆ∈Fꎬ若
ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠ ｂ( ｚ)ꎬ

则 F 在 Ｄ 内正规.
自然地ꎬ想知道定理 Ｃ 中 ａ( ｚ)换成亚纯函数结论是否成立呢? 本文得到了下面的结果.
定理 １　 设 ｋ≥３ 是正整数ꎬF 为区域 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬａ( ｚ)(≢∞ )是 Ｄ 内没有零点的亚纯函

数ꎬ且当 ａ( ｚ)＝ ∞时ꎬ ｆ( ｚ)≠ ０. 对∀ｆ∈Fꎬ若
ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ꎬ

则 F 在 Ｄ 内正规.
注　 下面的例子说明定理 １ 中条件当“ａ( ｚ)＝ ∞时ꎬ ｆ( ｚ)≠ ０”是必须的.

例 １　 设 Ｄ＝{ ｚ: ｜ ｚ ｜ <１}ꎬ ａ( ｚ)＝ １
ｚｋ
ꎬ ｋ ≥ ３.

F＝{ ｆｎ( ｚ): ｆｎ( ｚ)＝ ｎｚ}ꎬｎ ≥ ２.

则 ｆ′ｎ( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋｎ( ｚ)＝ ｎ－ １
ｚｋ
ｎｋｚｋ ＝ｎ－ｎｋ≠０ 而 ｆｎ

１
ｎ

æ

è
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ö

ø
÷ ＝ １ꎬ ｆｎ

１
ｎ
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è
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ø
÷ ＝ ｎ

ｎ
＝ ｎ→∞(ｎ→∞) . 故 F 在 ｚ ＝ ０ 处不等

度连续ꎬ从而 F 在 ｚ＝ ０ 处不正规.
若 F 中零点、极点均为重级ꎬ则定理 １ 中条件“ｋ≥３”可减弱为“ｋ≥２” .
定理 ２　 设 ｋ ≥ ２ 是正整数ꎬF 为区域 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬ族中函数零点极点均为重级ꎬ∀ｆ∈Fꎬ

ａ( ｚ)(≢∞)是 Ｄ 内没有零点的亚纯函数且满足当 ａ( ｚ)＝ ∞时ꎬ ｆ( ｚ)≠０. 若
ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ꎬ

则 F 在 Ｄ 内正规.
因为函数族的正规性是局部性质ꎬ结合定理 １ 和定理 Ｃ 可得:
定理 ３　 设 ｋ≥ ４ 是正整数ꎬF 为区域 Ｄ 内的一族亚纯函数ꎬ∀ｆ∈Fꎬａ( ｚ)(≢０ꎬ≢∞ )是 Ｄ 内亚纯函

数且满足当 ａ( ｚ)＝ ０ 时ꎬ ｆ( ｚ)≠∞ꎻ当 ａ( ｚ)＝ ∞时ꎬ ｆ( ｚ)≠ ０. 若

ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ꎬ
则 F 在 Ｄ 内正规.

２　 定理的证明

为了证明本文的结果ꎬ需要下列引理

引理 １[６ꎬ７] 　 设 φ(≠０)是 Ｄ 内亚纯函数ꎬｋ 为正整数ꎬF 是 Ｄ 内亚纯函数族ꎬ对∀ｆ∈Fꎬ ｆ 零点重数至

少为 ｋ＋１ꎬ极点重数至少为 ２ꎬ若 ｆ(ｋ)( ｚ)≠φ( ｚ)ꎬ则 F 在 Ｄ 内正规.
定理 １ 的证明　 由 ｆ′( ｚ)－ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ꎬ 及当 ａ( ｚ)＝ ∞时ꎬ ｆ( ｚ)≠０ꎬ可以断言:

ｆ′( ｚ)
ｆｋ( ｚ)

－ａ( ｚ)≠０( ｚ∈Ｄ) . (１)

(１)事实上ꎬ对 ｚ０∈ Ｄꎬ当 ｆ( ｚ０)≠ ０ꎬ∞时ꎬ显然有
ｆ′( ｚ)
ｆｋ( ｚ)

－ａ( ｚ)≠０.

(２)当 ｆ( ｚ０)＝ ０ 时ꎬａ( ｚ)≠∞ . 由 ｆ′( ｚ) －ａ( ｚ) ｆｋ( ｚ)≠０ 知ꎬ ｆ′( ｚ０)≠０ꎬ 从而 ｚ０ 是
ｆ′( ｚ)
ｆｋ( ｚ)

的极点ꎬ所以

ｆ′( ｚ０)
ｆｋ( ｚ０)

－ａ( ｚ０)≠０.

(３)当 ｆ(ｚ０)＝ ∞时ꎬ设 ｚ０ 为 ｆ 的 ｌ 重极点ꎬ从而 ｚ０ 为 ｆ′的 ｌ＋１ 重极点. ｚ０ 为 ｆｋ 的 ｋｌ 重极点ꎬ又 ｋｌ－(ｌ＋１)＝

(ｋ－１) ｌ－１≥２ｌ－１>０ꎬ所以 ｚ０是
ｆ′( ｚ)
ｆｋ( ｚ)

的零点ꎬ注意到 ａ( ｚ)≠０ꎬ从而
ｆ′( ｚ０)
ｆｋ( ｚ０)

－ａ( ｚ０)≠０. 再当 ａ( ｚ)＝ ∞ 时ꎬ
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ｆ( ｚ)≠０ꎬ由(１)可得

ｆ′( ｚ)
ｆｋ( ｚ)

≠ａ( ｚ) . (２)

令

G＝ ｇ( ｚ)＝ １
ｆｋ－１

: ｆ∈F{ } ꎬ

∀ｇ∈Gꎬ ｇ′(ｚ)＝ (１－ｋ) ｆ′(ｚ)
ｆｋ(ｚ)

≠(１－ｋ)ａ(ｚ) . 又因为 ｋ－１≥２ꎬ所以 ｇ 的极点重级至少为 ２ꎬ零点重级至少为 ２.

根据引理 １ 可知ꎬG 在 Ｄ 内正规ꎬ从而 F１ ＝{ｆｋ
－１ ｜ ｆ∈F}在 Ｄ 内正规ꎬ故 F 在 Ｄ 内正规.

定理 ２ 的证明　 类似定理 １ 的证明ꎬ可得 ∀ｇ∈Ｇꎬｇ′( ｚ)＝ (１－ｋ) ｆ′( ｚ)
ｆｋ( ｚ)

≠(１－ｋ)ａ( ｚ) . 由 F 中函数零

点、极点均为重级知ꎬｇ 的零点、极点也均为重级. 应用引理 １ꎬ同上可得 F 在 Ｄ 内正规.
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