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[摘要] 　 考虑一类 ｎ×ｎ阶模糊线性系统ꎬ其系数矩阵是精确数矩阵ꎬ右端项为模糊数向量. 本文基于矩阵方程

模型ꎬ提出求解该系统的全局完全正交化方法和全局广义极小残量法ꎬ并给出了收敛性分析. 最后ꎬ数值结果验

证了新方法的稳定性与有效性.
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自 １９６５ 年 Ｚａｄｅｈ 在文[１]中首次提出模糊集概念ꎬ模糊数学作为一门新兴学科迅速发展起来ꎬ现已成

为一个独立的数学分支ꎬ在工程分析、模式识别、自动控制、经济、金融等领域发挥着重要的作用[２－３] . 上述

领域中许多问题最终都可转化为线性方程组ꎬ如平衡态和稳态问题的有限元法ꎬ就产生了一族联立代数线

性方程组. 即使是非线性问题ꎬ我们也希望在某种意义下能够转化为线性问题. 同时ꎬ由于实际问题中往

往含有许多不确定因素ꎬ无法用精确数据来刻画ꎬ常需借助模糊数来描述这种不确定性. 因此ꎬ实际应用

中出现较多的通常是参数全部或部分为模糊数的线性系统ꎬ我们称其为模糊线性系统.
本文考虑一类用处较广的 ｎ×ｎ阶模糊线性系统ꎬ其系数矩阵是精确数矩阵ꎬ右端项为模糊数向量. 文

[４]中首次提出求解该类型系统的一个通用模型ꎬ即利用嵌入方法将原模糊系统转化为 ２ｎ×２ｎ 阶精确线

性系统. 在此基础上ꎬ文[５－９]的作者相继提出了求解这类系统的诸多迭代法ꎬ如 ＪａｃｏｂｉꎬＧａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌꎬ
ＳＯＲꎬＳＳＯＲꎬＲｉｃｈａｒｄｓｏｎꎬＡＯＲꎬＥＭＡꎬＭＳＯＲ 方法等. 由于精确线性系统含有参数ꎬ即是一个符号系统ꎬ因此ꎬ
上述以它为模型建立的算法在处理实际问题时往往需计算两个独立的数值系统ꎬ如文献[９]中的算例ꎬ这
就大大增加了计算成本. 为解决这一问题ꎬ文[１０]依据 ＬＲ－梯形模糊数[１１] 的特点ꎬ将精确线性系统进一
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步转化为不含参数的矩阵方程ꎬ并依据新模型重新建立了 Ｊａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 迭代法. 基于矩阵方程模

型的算法在计算时仅需处理一个数值系统ꎬ计算量约为基于精确线性系统模型的同类型算法的一半.
文[１２]提出的完全正交化方法(ＦＯＭ)和广义极小残量法(ＧＭＲＥＳ)是目前求解线性系统最有效的方

法之一. 文[１３]进行了推广ꎬ建立了求解矩阵方程的全局完全正交化方法(Ｇｌ￣ＦＯＭ)和全局广义极小残量

法(Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ). 本文将它们应用于模糊线性系统的矩阵方程模型ꎬ提出求解该系统的两种新的数值方

法ꎬ并给出收敛性分析. 最后ꎬ数值结果验证了新方法的稳定性与有效性.

１　 预备知识

在这一节里ꎬ我们将给出一些关于模糊线性系统以及矩阵方程模型的概念和结论.
定义 １[４－６] 　 称有序函数对(ｕ( ｒ)ꎬｕ( ｒ))ꎬ０≤ｒ≤１ 为模糊数ꎬ若它满足以下 ３ 个条件:
(１)ｕ( ｒ)是[０ꎬ１]上的有界左连续非减函数ꎻ
(２)ｕ( ｒ)是[０ꎬ１]上的有界左连续非增函数ꎻ
(３)ｕ( ｒ)≤ｕ( ｒ)ꎬ０≤ｒ≤１.
对任给的模糊数 ｘ＝(ｘ( ｒ)ꎬｘ( ｒ))ꎬｙ＝(ｙ( ｒ)ꎬｙ( ｒ))(０≤ｒ≤１)和实数 ｋ有如下运算关系:
(１)ｘ＝ ｙ当且仅当 ｘ( ｒ)＝ ｙ( ｒ)ꎬｘ( ｒ)＝ ｙ( ｒ)ꎻ
(２)ｘ＋ｙ＝(ｘ( ｒ)＋ｙ( ｒ)ꎬｘ( ｒ)＋ｙ( ｒ))ꎻ

(３)ｋｘ＝
(ｋｘ( ｒ)ꎬｋｘ( ｒ))ꎬ ｋ≥０ꎬ
(ｋｘ( ｒ)ꎬｋｘ( ｒ))ꎬ ｋ<０.{

定义 ２[４] 　 考虑 ｎ×ｎ阶线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋􀆺＋ａ１ｎｘｎ ＝ ｙ１
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋􀆺＋ａ２ｎｘｎ ＝ ｙ２
　 　 　 　 ⋮
ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋􀆺＋ａｎｎｘｎ ＝ ｙｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ꎬ

其矩阵形式为

Ａｘ＝ ｙꎬ (１)
系数矩阵 Ａ＝(ａｉｊ)(１≤ｉꎬｊ≤ｎ)是精确数矩阵ꎬ右端是由模糊数 ｙｉ(１≤ｉ≤ｎ)构成的向量ꎬ称系统(１)为 ｎ×ｎ
阶模糊线性系统.

定义 ３[４－６] 　 模糊数向量 ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ) Ｔ(其中 ｘｉ ＝(ｘｉ( ｒ)ꎬｘｉ( ｒ))ꎬ１≤ｉ≤ｎꎬ０≤ｒ≤１)称作模糊线

性系统(１)的解ꎬ如果成立

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＝ ｙｉꎬ　 ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＝ ｙｉꎬ　 (１≤ｉ≤ｎ) .

若令

ｘ^＝(ｘ１( ｒ)ꎬ􀆺ꎬｘｎ( ｒ)ꎬ－ｘ１( ｒ)ꎬ􀆺ꎬ－ｘｎ( ｒ)) Ｔꎬ

ｙ^＝(ｙ１( ｒ)ꎬ􀆺ꎬｙｎ( ｒ)ꎬ－ｙ１( ｒ)ꎬ􀆺ꎬ－ｙｎ( ｒ)) Ｔꎬ
则模糊线性系统(１)等价于 ２ｎ×２ｎ阶精确线性系统

Ｓｘ^＝ ｙ^ꎬ (２)
系数矩阵

Ｓ＝
Ｂ Ｃ
Ｃ Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (３)

矩阵 Ｂ 包含了 Ａ 中的正元ꎬ矩阵 Ｃ 包含了 Ａ 中负元的绝对值ꎬ显然ꎬＡ＝Ｂ－Ｃ. 具体可参考文献[４] .
引理 １[４] 　 矩阵 Ｓ 非奇异当且仅当 Ａ＝Ｂ－Ｃ 和 Ｂ＋Ｃ 都是非奇异的.
注 １　 引理 １ 表明即使(１)的系数矩阵 Ａ 非奇异ꎬＳ 仍有可能奇异.
注 ２　 引理 １ 虽保证了当 Ｂ＋ＣꎬＢ－Ｃ 均非奇异时(２)有唯一解ꎬ但此解未必是模糊数向量.
定义 ４[４－６] 　 设 ｘ ＝ {( ｘｉ( ｒ)ꎬｘｉ( ｒ))ꎬ１≤ ｉ≤ｎ}是由(２)得到的模糊线性系统(１)的唯一解ꎬ如果

(ｘｉ( ｒ) ꎬｘｉ( ｒ))(１≤ｉ≤ｎ)全都是模糊数ꎬ则称 ｘ 为强模糊解ꎻ否则ꎬ称作弱模糊解.
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文献[１０]依据 ＬＲ－梯形模糊数的结构特征:
ｘ＝(ｘ( ｒ)ꎬｘ( ｒ))＝ (ｘ１＋ｘ２ｒꎬｘ３－ｘ４ｒ)ꎬ (４)

对照向量 ｘ^ꎬｙ^ꎬ分别令矩阵

Ｘ＝

ｘ１１ ｘ２１
⋮ ⋮
ｘ１ｎ ｘ２ｎ
－ｘ３１ ｘ４１
⋮ ⋮
－ｘ３ｎ ｘ４ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ　 Ｙ＝

ｙ１１ ｙ２１
⋮ ⋮
ｙ１ｎ ｙ２ｎ
－ｙ３１ ｙ４１
⋮ ⋮
－ｙ３ｎ ｙ４ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

将系统(２)进一步转化为不带参数的矩阵方程

ＳＸ＝Ｙ. (５)
至此ꎬ求解模糊线性系统(１)就转化为求解矩阵方程(５) . 同时ꎬ考虑到 Ｓ 的分块结构ꎬ从优化算法的

角度考虑ꎬ我们将 Ｘ 和 Ｙ 也表示成类似形式. 令

Ｘ１ ＝
ｘ１１ ｘ２１
⋮ ⋮
ｘ１ｎ ｘ２ｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ　 Ｘ２ ＝

－ｘ３１ ｘ４１
⋮ ⋮
－ｘ３ｎ ｘ４ｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

Ｙ１ ＝
ｙ１１ ｙ２１
⋮ ⋮
ｙ１ｎ ｙ２ｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ　 Ｙ２ ＝

－ｙ３１ ｙ４１
⋮ ⋮
－ｙ３ｎ ｙ４ｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

即

Ｘ＝
Ｘ１

Ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｙ＝

Ｙ１

Ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

从而ꎬ矩阵方程(５)等价于

Ｓ
Ｘ１

Ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｙ１

Ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (６)

２　 全局 Ａｒｎｏｌｄｉ 过程

对任给矩阵 Ｖ∈Ｒ２ｎ×２ꎬ定义矩阵 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间 Ｋｋ(ＳꎬＶ)＝ ｓｐａｎ{ＶꎬＳＶꎬ􀆺ꎬＳｋ－１Ｖ}ꎬ本节根据文献[１３]

中算法 ２.２ 建立全局 Ａｒｎｏｌｄｉ 算法ꎬ构建 Ｋｋ(ＳꎬＶ)的一组 Ｆ－正交基. 同时ꎬ考虑到模糊线性系统的矩阵方

程模型(６)的特殊结构ꎬ将算法中的初始矩阵 Ｖ 和基 Ｖ１ꎬ􀆺ꎬＶｋ 均处理成分块形式ꎬ即

Ｖ＝
Ｖ１

Ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｖｉ ＝

Ｖ１
ｉ

Ｖ２
ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｋ) .

算法 １　 全局 Ａｒｎｏｌｄｉ 算法

１.对任给的初始矩阵 Ｖ１ꎬＶ２ꎬ取 Ｖ１
１ ＝

Ｖ１

‖Ｖ１‖２
Ｆ＋‖Ｖ２‖２

Ｆ

ꎬＶ２
１ ＝

Ｖ２

‖Ｖ１‖２
Ｆ＋‖Ｖ２‖２

Ｆ

.

２.ｆｏｒ ｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬｋ
３.　 Ｗ１ ＝ＢＶ１

ｊ ＋ＣＶ２
ｊ ꎬ　 Ｗ２ ＝ＣＶ１

ｊ ＋ＢＶ２
ｊ ꎬ

４.　 ｆｏｒ ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｊ
５.　 　 ｈｉｊ ＝ ｔｒ((Ｗ１) ＴＶ１

ｉ )＋ｔｒ((Ｗ２) ＴＶ２
ｉ )ꎬ

６.　 　 Ｗ１ ＝Ｗ１－ｈｉｊＶ１
ｉ ꎬ　 Ｗ２ ＝Ｗ２－ｈｉｊＶ２

ｉ ꎬ
７.　 ｅｎｄ

８.　 　 ｈ ｊ＋１ꎬｊ ＝ ‖Ｗ１‖２
Ｆ＋‖Ｗ２‖２

Ｆ ꎬ

—５１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４４ 卷第 １ 期(２０２１ 年)

９.　 　 Ｖ１
ｊ＋１ ＝Ｗ１ / ｈ ｊ＋１ꎬｊꎬＶ２

ｊ＋１ ＝Ｗ２ / ｈ ｊ＋１ꎬｊꎬ
１０. ｅｎｄ
由文献[１３]命题 １ 易知ꎬ全局 Ａｒｎｏｌｄｉ 算法生成的一组基 Ｖ１ꎬ􀆺ꎬＶｋ 是 Ｆ－正交的. 接下来ꎬ我们定义

􀭾Ｖ１
ｋ ＝(Ｖ１

１ꎬ􀆺ꎬＶ１
ｋ)ꎬ􀭾Ｖ２

ｋ ＝ (Ｖ２
１ꎬ􀆺ꎬＶ２

ｋ)ꎬ􀭾Ｖｋ ＝ (Ｖ１ꎬ􀆺ꎬＶｋ)分别表示 ｎ×２ｋꎬｎ×２ｋ 和 ２ｎ×２ｋ 阶矩阵ꎬ从而 􀭾Ｖｋ ＝
􀭾Ｖ１
ｋ

􀭾Ｖ２
ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ . 􀭾Ｈｋ 表示(ｋ＋１)×ｋ阶上海森伯格矩阵ꎬ其非零元 ｈｉｊ由算法 １ 定义. Ｈｋ 表示从 􀭾Ｈｋ 中划去最后一行得

到的 ｋ阶方阵. 根据文献[１３]中定义的乘积∗ꎬ有下述结论:
定理 １　 设矩阵 􀭾Ｖ１

ｋꎬ􀭾Ｖ２
ｋꎬ􀭾ＨｋꎬＨｋ 分别如上所定义ꎬ则有下列两组关系式成立

Ｂ􀭾Ｖ１
ｋ＋Ｃ􀭾Ｖ２

ｋ ＝􀭾Ｖ１
ｋ∗Ｈｋ＋Ｚ１

ｋ＋１ꎬ　 Ｃ􀭾Ｖ１
ｋ＋Ｂ􀭾Ｖ２

ｋ ＝􀭾Ｖ２
ｋ∗Ｈｋ＋Ｚ２

ｋ＋１ꎬ (７)
式中ꎬＺ１

ｋ＋１ ＝ｈｋ＋１ꎬｋ(Ｏｎ×２ꎬ􀆺ꎬＯｎ×２ꎬＶ１
ｋ＋１)ꎬＺ２

ｋ＋１ ＝ｈｋ＋１ꎬｋ(Ｏｎ×２ꎬ􀆺ꎬＯｎ×２ꎬＶ２
ｋ＋１) .

Ｂ􀭾Ｖ１
ｋ＋Ｃ􀭾Ｖ２

ｋ ＝􀭾Ｖ１
ｋ＋１∗􀭾ＨｋꎬＣ􀭾Ｖ１

ｋ＋Ｂ􀭾Ｖ２
ｋ ＝􀭾Ｖ２

ｋ＋１∗􀭾Ｈｋ . (８)

证明　 记 Ｚｋ＋１ ＝
Ｚ１
ｋ＋１

Ｚ２
ｋ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ由文献[１３]定理 １ꎬ得到

Ｓ􀭾Ｖｋ ＝􀭾Ｖｋ∗Ｈｋ＋Ｚｋ＋１ꎬ (９)
因为

􀭾Ｖｋ∗Ｈｋ ＝(􀭾Ｖｋ∗Ｈ􀅰ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ􀭾Ｖｋ∗Ｈ􀅰ꎬｋ)ꎬ
其中

􀭾Ｖｋ∗Ｈ􀅰ꎬｊ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ＨｉꎬｊＶｉ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｈｉꎬｊ

Ｖ１
ｉ

Ｖ２
ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

∑
ｋ

ｉ ＝ １
ＨｉꎬｊＶ１

ｉ

∑
ｋ

ｉ ＝ １
ＨｉꎬｊＶ２

ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

􀭾Ｖ１
ｋ∗Ｈ􀅰ꎬｊ

􀭾Ｖ２
ｋ∗Ｈ􀅰ꎬｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ( ｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬｋ) (１０)

所以

􀭾Ｖｋ∗Ｈｋ ＝
􀭾Ｖ１
ｋ∗Ｈ􀅰ꎬ１ 􀆺 􀭾Ｖ１

ｋ∗Ｈ􀅰ꎬｋ

􀭾Ｖ２
ｋ∗Ｈ􀅰ꎬ１ 􀆺 􀭾Ｖ２

ｋ∗Ｈ􀅰ꎬｋ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ＝

􀭾Ｖ１
ｋ∗Ｈｋ

􀭾Ｖ２
ｋ∗Ｈｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ (１１)

结合式(９)和式(１１)ꎬ得到

Ｂ Ｃ
Ｃ Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

􀭾Ｖ１
ｋ

􀭾Ｖ２
ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

􀭾Ｖ１
ｋ∗Ｈｋ

􀭾Ｖ２
ｋ∗Ｈｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

Ｚ１
ｋ＋１

Ｚ２
ｋ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

故式(７)得证. 式(８)类似可证得.

３　 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法

考虑模糊线性系统的矩阵方程模型(５)ꎬ根据文献[１３]中求解一般矩阵方程的 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ
方法的思想ꎬ设 Ｘ０ 表示初始矩阵ꎬ对应残量为 Ｒ０ ＝Ｙ－ＳＸ０ꎬ迭代法在第 ｋ步的近似解 Ｘｋ 具有如下形式:

Ｘｋ ＝Ｘ０＋􀭾Ｖｋ∗ｙｋꎬ (１２)
式中ꎬｙｋ∈Ｒｋ 为待定向量.

在 Ｇｌ￣ＦＯＭ 方法中ꎬ要求第 ｋ步残量 Ｒｋ 满足 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 条件ꎬ即 Ｒｋ⊥ＦＫｋ(ＳꎬＲ０) . 此正交条件表明 ｙｋ 是
线性系统 Ｈｋｙ＝βｅ(ｋ)

１ 的解ꎬ其中 β＝‖Ｒ０‖Ｆꎬｅ(ｋ)
１ ＝(１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０) Ｔ∈Ｒｋ .

在 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法中ꎬ要求 Ｒｋ 满足 Ｒｋ⊥ＦＫｋ(ＳꎬＳＲ０)ꎬ该正交条件可转化为最小二乘问题

‖Ｒｋ‖Ｆ ＝ ｍｉｎ
Ｘ－Ｘ０∈Ｋｋ(ＳꎬＲ０)

‖Ｒ－ＳＸ‖Ｆꎬ (１３)

由于算法 １ 生成的基是 Ｆ－正交的ꎬ为便于实际计算ꎬ(１３)可用一规模较小的最小二乘问题

ｍｉｎ
ｙ∈Ｒｋ

‖βｅ(ｋ＋１)
１ －􀭾Ｈｋｙ‖２ (１４)

替代ꎬ其中 β＝‖Ｒ０‖Ｆꎬｅ(ｋ＋１)
１ ＝(１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０) Ｔ∈Ｒｋ＋１ .

考虑到矩阵方程模型(５)或(６)的特殊结构ꎬ为节省存储空间ꎬ减少计算量ꎬ采用与算法 １ 类似的做

—６１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



顾　 颖ꎬ等:求解一类模糊线性系统的全局 ＦＯＭ 和 ＧＭＲＥＳ 方法

法ꎬ将初始矩阵 Ｘ０ 和第 ｋ步近似 Ｘｋ 也表示成分块形式ꎬ即

Ｘ０ ＝
Ｘ１

０

Ｘ２
０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬＸｋ ＝

Ｘ１
ｋ

Ｘ２
ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

从而ꎬ第 ｋ步残量

Ｒｋ ＝Ｙ－ＳＸｋ ＝
Ｙ１－ＢＸ１

ｋ－ＣＸ２
ｋ

Ｙ２－ＣＸ１
ｋ－ＢＸ２

ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

也具有分块结构ꎬ不妨记为 Ｒｋ ＝
Ｒ１
ｋ

Ｒ２
ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ即 Ｒ１

ｋ ＝Ｙ１－ＢＸ１
ｋ－ＣＸ２

ｋꎬＲ２
ｋ ＝Ｙ２－ＣＸ１

ｋ－ＢＸ２
ｋ . 下面基于模型(６)ꎬ给出求

解模糊线性系统(１)的 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法.
算法 ２　 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法

１.任意给定初始矩阵 Ｘ１
０ꎬＸ２

０ꎬ计算

Ｒ１
０ ＝Ｙ１－ＢＸ１

０－ＣＸ２
０ꎬＲ２

０ ＝Ｙ２－ＣＸ１
０－ＢＸ２

０ꎬβ＝ ‖Ｒ１
０‖２

Ｆ＋‖Ｒ２
０‖２

Ｆ .
２.取 Ｖ１ ＝Ｒ１

０ꎬＶ２ ＝Ｒ２
０ꎬ利用算法 １ꎬ生成 Ｋｋ(ＳꎬＲ０)的一组 Ｆ－正交基

Ｖ１
１

Ｖ２
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ􀆺ꎬ

Ｖ１
ｋ

Ｖ２
ｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

３.根据条件
Ｇｌ－ＦＯＭ Ｈｋｙ＝βｅ(ｋ)

１ ꎬ

Ｇｌ－ＧＭＲＥＳ ｍｉｎ
ｙ∈Ｒｋ

‖βｅ(ｋ＋１)
１ －􀭾Ｈｋｙ‖２{ ꎬ计算 ｙｋ .

４.第 ｋ步近似解 Ｘ１
ｋ ＝Ｘ１

０＋􀭾Ｖ１
ｋ∗ｙｋꎬＸ２

ｋ ＝Ｘ２
０＋􀭾Ｖ２

ｋ∗ｙｋ .
由于在计算过程中需存储矩阵 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间 Ｋｋ(ＳꎬＲ０)的一组基 Ｖ１ꎬ􀆺ꎬＶｋꎬ随着 ｋ的增大ꎬ存储量也

在变大ꎬ计算时便会出现近似解还没达到预设精度ꎬ但 ｋ已不能再增大的情形. 为解决这一问题ꎬＪｂｉｌｏｕ 等

人[１３]采用重启策略ꎬ具体做法是预先给定一个不太大的正整数 ｋꎬ根据算法 ２ 求得近似解 Ｘｋꎬ若该近似解

达不到精度要求ꎬ则以其作为下一次计算的初始值ꎬ即带重启策略的 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法ꎬ记作

Ｇｌ￣ＦＯＭ(ｋ)和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ(ｋ) . 该类方法总的迭代次数为内迭代次数 ｋ与重启次数的乘积.
接下来ꎬ对 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法在第 ｋ步迭代时的残量 Ｒｋ 的上限作出估计.
定理 ２　 Ｇｌ￣ＦＯＭ 方法在第 ｋ步迭代时所得的残量 Ｒｋ 满足以下关系

‖Ｒ１
ｋ‖Ｆ≤ｈｋ＋１ꎬｋ ｜ ｙ(ｋ)

ｋ ｜ ꎬ (１５)
‖Ｒ２

ｋ‖Ｆ≤ｈｋ＋１ꎬｋ ｜ ｙ(ｋ)
ｋ ｜ ꎬ (１６)

式中ꎬｙ(ｋ)
ｋ 表示向量 ｙｋ 的最后一个元素.

证明　 以 Ｒ１
ｋ 为例ꎬ

Ｒ１
ｋ ＝Ｙ１－ＢＸ１

ｋ－ＣＸ２
ｋ ＝Ｙ１－Ｂ(Ｘ１

０＋􀭾Ｖ１
ｋ∗ｙｋ)－Ｃ(Ｘ２

０＋􀭾Ｖ２
ｋ∗ｙｋ)＝ Ｒ１

０－(Ｂ􀭾Ｖ１
ｋ＋Ｃ􀭾Ｖ２

ｋ)∗ｙｋ ＝Ｒ１
０－(􀭾Ｖ１

ｋ∗Ｈｋ＋

Ｚ１
ｋ＋１)∗ｙｋ ＝β(􀭾Ｖ１

ｋ∗ｅ(ｋ)
１ )－􀭾Ｖ１

ｋ∗(Ｈｋｙｋ)－Ｚ１
ｋ＋１∗ｙｋ ＝􀭾Ｖ１

ｋ∗(βｅ(ｋ)
１ －Ｈｋｙｋ)－ｈｋ＋１ꎬｋｙ(ｋ)

ｋ Ｖ１
ｋ＋１ꎬ

在 Ｇｌ￣ＦＯＭ 方法中ꎬ因 ｙｋ 是线性系统 Ｈｋｙ ＝ βｅ(ｋ)
１ 的解ꎬ所以 Ｒ１

ｋ ＝ －ｈｋ＋１ꎬｋ ｙ(ｋ)
ｋ Ｖ１

ｋ＋１ꎬ又因为‖Ｖ１
ｋ＋１‖Ｆ≤

‖Ｖｋ＋１‖Ｆ ＝ １ꎬ故‖Ｒ１
ｋ‖Ｆ≤ｈｋ＋１ꎬｋ ｜ ｙ(ｋ)

ｋ ｜ ꎬ式(１５)得证. 同理可证得式(１６) .
实际求解最小二乘问题(１４)时ꎬ需对上海森伯格矩阵 􀭾Ｈｋ 作 ＱＲ 分解ꎬ即借助 Ｇｉｖｅｎｓ 旋转找到正交矩

阵 􀭾Ｑｋꎬ使得 􀭾Ｑｋ􀭾Ｈｋ ＝􀭾Ｒｋꎬ其中 􀭾Ｒｋ 为上三角矩阵ꎬ详见参考文献[１２] . 此时ꎬ若 β􀭾Ｑｋｅ(ｋ＋１)
１ ＝ (γ１ꎬ􀆺ꎬγｋ＋１) Ｔꎬ则

有如下结论:
定理 ３　 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法在第 ｋ步迭代时所得的残量 Ｒｋ 满足以下关系

‖Ｒ１
ｋ‖Ｆ≤｜ γｋ＋１ ｜ ꎬ‖Ｒ２

ｋ‖Ｆ≤｜ γｋ＋１ ｜ .
证明　 参照文献[１３] .

４　 数值实验

本节ꎬ我们测试了算法的数值结果. 所有程序均用 ＭＡＴＬＡＢ Ｒ２０１６ａ 语言编写ꎬ且在 ｗｉｎ１０ 系统下运行.
—７１—
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考虑两种不同类型的大规模模糊线性系统ꎬ分别就阶数 ｎ 取不同值时进行计算ꎬ用带重启策略的

Ｇｌ￣ＦＯＭ(ｋ)和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ(ｋ)方法求解ꎬ预设 ｋ ＝ １０ꎬ并与文献[１０]中同样基于矩阵方程模型的 Ｊａｃｏｂｉ 和

Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法作比较. 初始矩阵选择零矩阵ꎬ终止准则为
‖Ｒ１

ｋ‖２
Ｆ＋‖Ｒ２

ｋ‖２
Ｆ

‖Ｒ１
０‖２

Ｆ＋‖Ｒ２
０‖２

Ｆ

≤１０－７ꎬ‘Ｔｏｔａｌ’表示迭代

法总的迭代次数ꎬ‘ＣＰＵ’表示运行时间ꎬ‘×’表示达到最大迭代次数时算法仍不收敛.
例 １　 考虑 ｎ×ｎ阶模糊线性系统 Ａｘ＝ ｙꎬ其中

Ａ＝(ａｉｊ)＝

ａｉｊ ＝ １ꎬ ｉ＝ ｊꎬ
ａｉｊ ＝ １ꎬ ｉ＝ｎꎬｊ＝ １ꎬ
ａｉｊ ＝ ０ꎬ ｉ＝ｎꎬｊ＝ ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１

ａｉｊ ＝ － １
ｎ
ꎬ 其它 ｉ≠ｊꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ꎬ　 １≤ｉꎬｊ≤ｎꎬ　 ｙ＝

(１＋ｒꎬ３－ｒ)
(１＋ｒꎬ３－ｒ)

⋮
(１＋ｒꎬ３－ｒ)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

本例中 Ａ 是严格对角占优矩阵ꎬ由文献[１０]定理 ４ 知ꎬＪａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法都收敛. 不难判断

Ｂ＋ＣꎬＢ－Ｃ 均是非奇异矩阵ꎬ由引理 １ 得ꎬＳ 也是非奇异的. 分别就 ｎ 取 １００ꎬ２００ꎬ３００ 的情形进行计算ꎬ数
值结果见表 １.

表 １　 Ｇｌ￣ＦＯＭ(１０)ꎬＧｌ￣ＧＭＲＥＳ(１０)ꎬＪａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法的数值结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｇｌ￣ＦＯＭ(１０)ꎬＧｌ￣ＧＭＲＥＳ(１０)ꎬＪａｃｏｂｉ ａｎｄ Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ
Ｇｌ￣ＦＯＭ(１０)

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ(１０)

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

Ｊａｃｏｂｉ

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

１００ 　 ４４０ ０.０８ ４２０ ０.０８ １ ３０６ ０.２３ １ ２７０ ０.２３
２００ ８９０ ０.２５ ７８０ ０.２２ ２ ６１０ ０.８４ ２ ４９９ ０.８３
３００ １ ２００ ０.８９ ９９０ ０.８１ ３ ９１０ ２.５２ ３ ８１６ ２.５１

　 　 从表 １ 能够看出ꎬ当模糊线性系统阶数相同时ꎬＧｌ￣ＦＯＭ(ｋ)和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ(ｋ)方法所需总的迭代次数

和时间远少于 Ｊａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法ꎬ且随着系统规模增大ꎬ差距越明显.
例 ２　 考虑 ｎ×ｎ阶模糊线性系统 Ａｘ＝ ｙꎬ其中

Ａ＝(ａｉｊ)＝

ａｉｊ ＝ －
１
２
－ ｉ
２ｎ

ꎬ ｉ < ｊꎬ

ａｉｊ ＝ － ａ ｊｉꎬ ｉ > ｊꎬ

ａｉｊ ＝ －∑
ｋ≠ｉ
ａｉｋ ＋ １ ＋ ｉ

ｎ
ꎬ ｉ ＝ ｊꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 １≤ｉꎬｊ≤ｎꎬ　 ｙ＝

(１＋ｒꎬ３－ｒ)
(２＋ｒꎬ４－ｒ)

⋮
(ｎ＋ｒꎬ(ｎ＋２)－ｒ)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

根据 Ａ 的表示ꎬ容易判断 Ｂ＋ＣꎬＢ－Ｃ 均非奇异ꎬ由引理 １ 知ꎬＳ 也是非奇异的. 文献[９]中ꎬ就 ｎ 取

１００ꎬ２００ꎬ３００ 的情形进行了计算ꎬ本文考虑更大规模的情况ꎬ即 ｎ分别取 ３００ꎬ４００ꎬ５００ꎬ数值结果见表 ２.
表 ２　 Ｇｌ￣ＦＯＭ(１０)ꎬＧｌ￣ＧＭＲＥＳ(１０)ꎬＪａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法的数值结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｇｌ￣ＦＯＭ(１０)ꎬＧｌ￣ＧＭＲＥＳ(１０)ꎬＪａｃｏｂｉ ａｎｄ Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ
Ｇｌ￣ＦＯＭ(１０)

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ(１０)

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

Ｊａｃｏｂｉ

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ

Ｔｏｔａｌ ＣＰＵ

３００ ３０ ０.１２ ３０ ０.１１ × × × ×
４００ ４０ ０.１７ ４０ ０.１７ × × × ×
５００ ６０ ０.４２ ５０ ０.３３ × × × ×

　 　 从表 ２ 数据能够看出ꎬ本文的 Ｇｌ￣ＦＯＭ(ｋ)和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ(ｋ)方法花费较少的迭代次数和时间即可达到

预设精度ꎬ但 Ｊａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法对本例无效.

５　 结论

对于 ｎ×ｎ阶系数矩阵是精确数矩阵ꎬ右端项为模糊数向量的模糊线性系统ꎬ本文基于矩阵方程模型

建立了求解该系统的 Ｇｌ￣ＦＯＭ 和 Ｇｌ￣ＧＭＲＥＳ 方法ꎬ并对这两种方法作了收敛性分析. 数值结果验证了新方

法明显优于 Ｊａｃｏｂｉ 和 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 方法[１０] .
—８１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



顾　 颖ꎬ等:求解一类模糊线性系统的全局 ＦＯＭ 和 ＧＭＲＥＳ 方法

[参考文献]

[１]　 ＺＡＤＥＨ Ｌ Ａ. Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ[Ｊ]. Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌꎬ１９６５ꎬ８(３):２８９－２９６.
[２] 李洪兴ꎬ汪培庄. 模糊数学[Ｍ]. 北京:国防工业出版社ꎬ１９９４.
[３] ＢＵＣＫＬＥＹ Ｊ Ｊ. Ｓｏｌｖｉｎｇ ｆｕｚｚｙ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ａｎｄ ｆｉｎａｎｃｅ[Ｊ]. Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ１９９２ꎬ４８(２):２８９－２９６.
[４] ＦＲＩＥＤＭＡＮ ＭꎬＭＩＮＧ ＭꎬＫＡＮＤＥＬ Ａ. Ｆｕｚｚｙ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ]. Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ１９９８ꎬ９６(３):２０１－２０９.
[５] ＡＬＬＡＨＶＩＲＡＮＬＯＯ Ｔ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｆｕｚｚｙ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[ Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ

２００４ꎬ１５５(２):４９３－５０２.
[６] ＡＬＬＡＨＶＩＲＡＮＬＯＯ Ｔ. Ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ ｏｖｅｒ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｕｚｚｙ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ

ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２００５ꎬ１６２(１):１８９－１９６.
[７] ＷＡＮＧ ＫꎬＺＨＥＮＧ Ｂ. Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ ｏｖｅｒｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｆｕｚｚｙ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ[ Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２００６ꎬ１７５(１):８９１－９０１.
[８] ＤＥＨＧＨＡＮ ＭꎬＨＡＳＨＥＭＩ Ｂ. Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｚｚｙ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ[ Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２００６ꎬ

１７５(３):６４５－６７４.
[９] 王世恒ꎬ焦克莹. 模糊线性系统的新迭代方法[Ｊ]. 云南大学学报(自然科学版)ꎬ２０１６ꎬ３８(１):６６－６９.
[１０] 巩增泰ꎬ杨甲荣. 基于 ＬＲ－梯形模糊数的模糊线性系统解问题及其数值计算[Ｊ]. 云南大学学报(自然科学版)ꎬ２０１８ꎬ

４０(５):８３６－８４７.
[１１] ＤＵＢＯＩＳ ＤꎬＰＲＡＤＥ Ｈ.Ｔｈｅ ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｏｆ ａ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒ[Ｊ]. Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ１９８７ꎬ２４(３):２７９－３００.
[１２] ＳＡＡＤ ＹꎬＳＣＨＵＬＴＺ Ｍ Ｈ.ＧＭＲＥＳ:ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｎｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ]. Ｓｏｃｉｅｔｙ

ｉｎｄｕｓｔｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ１９８６ꎬ７(３):８５６－８６９.
[１３] ＪＢＩＬＯＵ ＫꎬＭＥＳＳＡＯＵＤＩ ＡꎬＳＡＤＯＫ Ｈ.Ｇｌｏｂａｌ ＦＯＭ ａｎｄ ＧＭＲＥＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ]. Ａｐｐｌｉｅｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｔｈｅ￣

ｍａｔｉｃｓꎬ１９９９ꎬ３１(２):４９－６３.

[责任编辑:陆炳新]

—９１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


