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有限域上的置换多项式
冯亚芳ꎬ周广良

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００４６)

[摘要] 　 设 Ｆｐｍ为有限域ꎬ其中 ｐ 为素数ꎬｍ 为正整数.如果多项式 ｆ(ｘ)∈Ｆｐｍ[ｘ] 是 Ｆｐｍ→Ｆｐｍ的一个双射ꎬ则我

们称 ｆ(ｘ)是 Ｆｐｍ的一个置换多项式. 本文通过对有限域 Ｆ２ｍ上的形如(ｘｐｋ－ｘ＋δ) ｓ＋Ｌ(ｘ)的置换多项式进行研究ꎬ
得出了一些特征为 ２ 的有限域 Ｆ２ｍ上类似上述形式的置换多项式.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｌｅｔ ｐ ｂｅ ａ ｐｒｉｍｅꎬｍ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒꎬａｎｄ Ｆｐｍ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄ ｗｉｔｈ ｐｍ ｅｌｅｍｅｎｔｓ. Ａ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｆ(ｘ)∈Ｆｐｍ[ｘ]
ｉｓ ｓａｉｄ ｔｏ ｂｅ ａ ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｏｖｅｒ Ｆｐｍ ｉｆ ｉｔ ｉｎｄｕｃｅｓ ａ ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ Ｆｐｍ ｔｏ Ｆｐｍ . Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｄｅｄｉｃａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ

ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｏｒｍ(ｘｐｋ－ｘ＋δ) ｓ＋Ｌ(ｘ)ｏｖｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄ Ｆｐｍ . Ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｓｅｖｅｒａｌ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ｐｏｌ￣
ｙｎｏｍｉａｌｓ ａｓ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ａｂｏｖｅ ｏｖｅｒ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄｓ Ｆ２ｍ .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｅｌｄꎬｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌꎬｔｒａｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

１８６３ 年ꎬＨｅｒｍｉｔｅ 首次研究了 Ｚ / ｐＺ 上的置换多项式ꎬ并且给出了一些判别置换多项式的方法. 其后

Ｄｉｃｋｓｏｎ 将置换多项式的概念推广到了任意的有限域中ꎬ并作了相关的研究. 在他的 «Ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ
ｏｆ Ｎｕｍｂｅｒｓ» 一书中ꎬ整理了 １９２２ 年之前的有关置换多项式的一些结果. ２０ 世纪中期ꎬＣａｒｌｉｔｚ 等人做了一

些新的研究ꎬ他们将 Ｚ / ｐＺ 上单变元的置换多项式推广到了剩余类环以及一般环上的多变元的置换多项

式. 近 １００ 年的时间里ꎬ置换多项式的一些结论已经被广泛地应用于序列、密码理论与密码设计等领域ꎬ见
文献[１－４].

定义 １　 记 Ｋ＝ＦｑꎬＥ＝Ｆｑｎ为有限域ꎬ对于任意的 ｘ∈Ｅꎬ我们定义 ｘ 在 Ｋ 上的迹函数为 ＴｒＥ / Ｋ(ｘ)＝ ｘ＋ｘｑ＋

ｘｑ２＋＋ｘｑｎ－１ . 当 ｑ 为素数时ꎬ我们把迹函数称为绝对迹函数ꎬ用 Ｔｒ(ｘ)来表示.
记 Ｋ＝ＦｑꎬＥ＝Ｆｑｎ迹函数有以下的几条性质:
(１) 对于任意的 αꎬβ∈ＥꎬＴｒＥ / Ｋ(α＋β)＝ Ｔｒ(α)＋Ｔｒ(β) .
(２) 对于任意的 α∈Ｅ 以及 ｃ∈ＫꎬＴｒＥ / Ｋ(ｃα)＝ ｃＴｒ(α) .
(３) 对于任意的 α∈ＫꎬＴｒＥ / Ｋ(α)＝ ｎα.
(４) 对于任意的 α∈ＥꎬＴｒＥ / Ｋ(αｑ)＝ Ｔｒ(α) .
引理 １[５] 　 对于任意的 ｂꎬｃ∈Ｆ２ｍꎬＦ２ｍ上的二次多项式 ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０ 在 Ｆ２ｍ内有解当且仅当 Ｔｒ(ｂ / ａ２)＝ ０.
引理 ２　 设 αꎬｅ 均为正整数ꎬｄ＝(αꎬｅ)ꎬ那么当 ｅ / ｄ 为奇数时(２α＋１ꎬ２ｅ－１)＝ １ꎬ当 ｅ / ｄ 为偶数时(２α＋１ꎬ

２ｅ－１)＝ ２ｄ＋１.
以下为主要结果的证明.
令 ｍ 为偶数ꎬ对于有限域 Ｆ２ｍ上的任意元素 ｘꎬ我们记 ｘ＝ ｘ２ｍ/ ２ .
定理 １　 设 δ∈Ｆ２ｍꎬ其中 ｍ 是一个正偶数ꎬ０≠ａ∈Ｆ２ｍ/ ２且 Ｔｒ(δ / ａ２)＝ １ꎬ那么
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ｆ(ｘ)＝ (ｘ２＋ａｘ＋δ) ２ｍ/ ２－１＋ｘ２ｍ/ ２＋１

是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式.
证明　 只需要证明:对于任意的 ｄ∈Ｆ２ｍꎬ方程 ｆ( ｘ) ＝ ( ｘ２ ＋ａｘ＋δ) ２ｍ/ ２－１ ＋ｘ２ｍ/ ２＋１ ＝ ｄ 在 Ｆ２ｍ中有唯一的

解. 运用记号 ｘ 有

ｘ２＋ａｘ＋δ＝(ｘ２＋ｄ)(ｘ２＋ａｘ＋δ) . (１)
对(１)两侧提升 ２ｍ/ ２次幂ꎬ得到:

ｘ２＋ａｘ＋δ＝(ｘ２＋ｄ)(ｘ２＋ａｘ＋δ) . (２)
假设 Ｔｒ(δ / ａ２)＝ １ꎬ那么由引理 １ 可知 ｘ２ ＋ａｘ＋δ ＝ ０ 在 Ｆ２ｍ 中无解ꎬ也就是说 ｘ２ ＋ａｘ＋δ≠０ꎬ同样地

Ｔｒ(δ / ａ２)＝ Ｔｒ(δ / ａ２)＝ １ꎬｘ２＋ａｘ＋δ≠０ꎬ(１)(２)相乘我们得到(ｘ２＋ｄ)(ｘ２＋ｄ)＝ １ꎬ因此

ｘ２ ＝ １ / (ｘ２＋ｄ)＋ｄꎬ (３)
另一方面ꎬ由(２)可以得到

ｘ２＋ａｘ＝(ｘ２＋ａｘ＋δ) / (ｘ２＋ｄ)＋δ. (４)
(３)与(４)两侧相减可得

ａｘ＝ ｘ
２＋ａｘ＋δ＋１
ｘ２＋ｄ

＋δ＋ｄ. (５)

比较(３)(５)我们有

ａ２ ｄ(ｘ２＋ｄ)＋１
ｘ２＋ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

(ｘ２＋ａｘ＋δ＋１)＋(ｘ２＋ｄ)(δ＋ｄ)
ｘ２＋ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

ꎬ

因此

[ｄ(ｘ２＋ｄ)＋１](ｘ２＋ｄ)＝ [(ｘ２＋ｘ＋δ＋１)＋(ｘ２＋ｄ)(δ＋ｄ)] ２ .
简化可得

(１＋δ２＋ｄ２＋ａｄ)ｘ４＋(ａ２＋ａ２)ｘ２＋(δ２＋１＋δ２ｄ２＋ｄ２ｄ２＋ａ２ｄｄ２＋ａ２ｄ)＝ ０.
由于 Ｔｒ((１＋δ２) /ａ４)＝ Ｔｒ(δ２ /ａ４)＋Ｔｒ(１ /ａ４)ꎬ并且 ａ 是 Ｆ２ｍ/ ２中的元素ꎬ那么 １ / ａ２ 也是 Ｆ２ｍ/ ２中的元素ꎬ对于

任意的 ｃ∈Ｆ２ｍ/ ２ꎬＴｒ(ｃ)＝ ０ꎬ因此 Ｔｒ(１ /ａ４)＝ Ｔｒ(１ / ａ４)＝ Ｔｒ(１ / ａ２)＝ ０ꎬＴｒ(δ２ /ａ４)＝ Ｔｒ(δ / ａ２)＝ １. 因此 １＋δ２＋ｄ２＋
ａｄ≠０ꎬａ 是 Ｆ２ｍ/ ２中的元素ꎬａ２＋ａ２ ＝０. 我们可得(１)有唯一的解ꎬｆ(ｘ)是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式.

定理 ２　 设 δ∈Ｆ２ｍ且 Ｔｒ(δ)＝ １ꎬ其中 ｍ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ那么满足(２ｍ/ ２－２)ｋ≡２ｍ/ ２－１(ｍｏｄ ２ｍ－１)的正整

数 ｋꎬｆ(ｘ)＝ (ｘ２＋ｘ＋δ) ｋ＋ｘ 是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式.
证明　 首先ꎬ同余方程(２ｍ / ２－２)ｋ≡２ｍ/ ２－１(ｍｏｄ ２ｍ－１)有解当且仅当(２ｍ/ ２ －２ꎬ２ｍ－１) ｜ ２ｍ/ ２ －１. 因为

ｍ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ所以 ２ｍ－１ 为奇数. 因此(２ｍ/ ２－２ꎬ２ｍ－１)＝ (２ｍ/ ２－１－１ꎬ２ｍ－１)＝ ２(ｍ/ ２－１ꎬｍ) －１. 上述条件转化成:
２(ｍ/ ２－１ꎬｍ) －１ ｜ ２ｍ/ ２－１. 也即(ｍ / ２－１ꎬｍ) ｜ｍ / ２. 由 ｍ≡０(ｍｏｄ ４)得 ｍ / ２－１ 为奇数ꎬ则(ｍ / ２－１ꎬ２)＝ １ 且(ｍ / ２－
１ꎬｍ / ２)＝ １. 于是(ｍ / ２－１ꎬｍ)＝ １ ｜ｍ / ２. 即上述同余方程有解. 要证明 ｆ(ｘ)是置换多项式ꎬ我们只需要证

明:对于任意的 ｄ∈Ｆ２ｍꎬ方程

ｆ(ｘ)＝ (ｘ２＋ｘ＋δ) ｋ＋ｘ＝ｄ (６)
在 Ｆ２ｍ中有唯一的解. 由于(２ｍ/ ２－２)ｋ≡２ｍ/ ２－１(ｍｏｄ ２ｍ－１)ꎬ因此(６)化成

(ｘ２＋ｘ＋δ) ２ｍ/ ２－１ ＝(ｘ＋ｄ) ２ｍ/ ２－２ . (７)
由于 Ｔｒ(δ)＝ １ꎬ那么 ｘ＝ｄ 不是方程(７)的解. 用 ｘ 代替 ｘｍ/ ２ꎬ那么方程(７)可以写成

(ｘ２＋ｘ＋δ)(ｘ＋ｄ) ２ ＝(ｘ＋ｄ)(ｘ２＋ｘ＋δ) . (８)
对方程(８)两侧都提升 ２ｍ/ ２次幂得

(ｘ２＋ｘ＋δ)(ｘ２＋ｄ２)＝ (ｘ＋ｄ)(ｘ２＋ｘ＋δ) . (９)
把(８)和(９)的两侧相乘ꎬ我们得到

(ｘ＋ｄ)(ｘ＋ｄ)＝ １ꎬ (１０)
因此 ｘ＋ｄ＝ １ / (ｘ＋ｄ)ꎬ我们有

ｘ＝ １ / (ｘ＋ｄ)＋ｄꎬ (１１)
(８)和(１１)相结合得到
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ｘ２＋ １
ｘ＋ｄ

＋ｄ＋δ＝ ｘ
２＋ｘ＋δ
ｘ２＋ｄ２

１
ｘ＋ｄ

＝ ｘ２＋ｘ＋δ
(ｘ＋ｄ) ３ .

因此

ｘ２ ＝ ｘ
２＋ｘ＋δ＋(ｘ＋ｄ) ２＋(ｄ＋δ)(ｘ＋ｄ) ３

(ｘ＋ｄ) ３ ＝ ｘ＋δ＋ｄ
２＋(ｄ＋δ)(ｘ＋ｄ) ３

(ｘ＋ｄ) ３ . (１２)

(１１)与(１２)比较ꎬ可得

ｘ＋δ＋ｄ２＋(ｄ＋δ)(ｘ＋ｄ) ３

(ｘ＋ｄ) ３ ＝(ｄｘ＋ｄｄ＋１) ２

(ｘ＋ｄ) ２ .

简化得

(ｄ＋ｄ２＋δ)(ｘ＋ｄ) ３ ＝(ｄ２＋ｄ＋δ) .
令 ｙ＝ ｘ＋ｄꎬ则

ｙ３ ＝(ｄ＋ｄ２＋δ) ２ｍ/ ２－１ . (１３)
由 ３ ｜ ２ｍ/ ２－１. 令 ω 是 Ｆｑ的三次本原根ꎬ那么(９)的所有根是 ｙｉ ＝(ｄ＋ｄ２＋δ) (２ｍ/ ２－１) / ３ωｉꎬ其中 ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２. 由

于 ｘ 满足(１０)ꎬ那么我们有 ｙｙ＝ １ꎬ假设 ｙ ｊｙ ｊ ＝ １ 并且 ｙ ｊ＋１ｙ ｊ＋１ ＝ １ꎬ对某个 ０≤ｊ≤２ 成立. 那么我们有 ωω＝ １ꎬ也
就是说 ω１＋２ｍ/ ２ ＝ １. 但是 ３⫮１＋２ｍ/ ２ꎬ矛盾. 因此至多存在一个 ｙ 满足(１３)并且 ｙｙ＝ １ꎬ那么也只存在一个 ｘ 满

足(６) .
定理 ３　 设 δ∈Ｆ２ｍ且 Ｔｒ(δ)＝ １ꎬｋ ｜ｍꎬｍ / ｋ 是奇数ꎬ那么对于任意满足 (２ｋ＋１)ｋ′≡１(ｍｏｄ ２ｍ－１) 的正

整数 ｋ′以及 ａ∈Ｆ２ｋꎬ均有 ｆ(ｘ)＝ (ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｋ′＋ｘ 是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式.
证明　 当 ａ＝０ 时显然成立ꎬ下面假设 ａ≠０. 由于 ｇｃｄ(ｋꎬｍ)＝ ｋꎬ并且 ｍ/ ｋ 是奇数ꎬｇｃｄ(２ｋ＋１ꎬ２ｍ－１)＝ １.

那么 ｘ２ｋ＋１是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式. 对于任意的 ｄ∈Ｆ２ｍꎬ我们将证明 ｆ(ｘ)＝ (ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｋ′＋ｘ＝ｄ 在 Ｆ２ｍ中有

唯一的解. 由于 Ｔｒ(δ)＝ １ꎬ对于所有的 ｘ∈Ｆ２ｍꎬ因此 ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ≠０. 方程 ｆ(ｘ)＝ ｄ 等价于

(ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｋ′ ＝ ｘ＋ｄ.
进一步等价于

ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ＝(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１ .
即

ｘ２ｋ＋１＋(ｄ＋ａ)ｘ２ｋ＋(ｄ２ｋ＋ａ)ｘ＋ｄ２ｋ＋１＋δ＝ ０.
因为 ａ∈Ｆ２ｋꎬ所以我们有 ａ２ｋ ＝ａꎬ即 ｘ２ｋ＋１＋(ｄ＋ａ)ｘ２ｋ＋(ｄ＋ａ) ２ｋｘ＋ｄ２ｋ＋１＋δ＝ ０. 公式等价于

ｘ２ｋ＋１＋(ｄ＋ａ)ｘ２ｋ＋(ｄ＋ａ) ２ｋｘ＋(ｄ＋ａ) ２ｋ＋１ ＝ δ＋ｄ２ｋａ＋ａ２ｋｄ＋ａ２ｋ＋１ .
即

(ｘ＋ｄ＋ａ) ２ｋ＋１ ＝ δ＋ｄ２ｋａ＋ａ２ｋｄ＋ａ２ｋ＋１ .
由于 ｘ２ｋ＋１是 Ｆ２ｍ上的置换多项式ꎬ那么存在唯一的 ｘ∈Ｆ２ｍ满足上述方程. 因此 ｆ(ｘ)是 Ｆ２ｍ上的一个置

换多项式.
定理 ４　 设 δ∈Ｆ２ｍ且 Ｔｒ(δ)＝ １ꎬ如果 ｍ 和 ｋ 均为正偶数且 ｍ / ｇｃｄ(ｋꎬｍ)是奇数ꎬ那么对于任意满足

(２ｋ＋１)ｋ′≡２ｍ/ ２－１(ｍｏｄ ２ｍ－１) 的正整数 ｋ′以及任意的 ａ∈Ｆ２ｍ/ ２ꎬ均有 ｆ(ｘ)＝ １ / (ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｋ′＋ｘ 是 Ｆ２ｍ上

的一个置换多项式.
证明　 当 ａ＝ ０ 时显然成立ꎬ下面假设 ａ≠０. 由于 ｍ / ｇｃｄ(ｋꎬｍ)是奇数ꎬｇｃｄ(２ｋ＋１ꎬ２ｍ－１)＝ １. 那么我们

有 ｘ２ｋ＋１是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式. 对于任意的 ｄ∈Ｆ２ｍꎬ我们将证明 ｆ(ｘ)＝ ｄ 在 Ｆ２ｍ中有唯一的解. 由于

Ｔｒ(δ)＝ １ꎬ对于所有的 ｘ∈Ｆ２ｘｍꎬｘ２ｋ＋ｘ＋δ≠０. 方程 ｆ(ｘ)＝ ｄ 等价于 １ / (ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｋ′ ＝ ｘ＋ｄ.
进一步等价于

１ / (ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ２ｍ/ ２－１ ＝(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１ . (１４)

两边同时提升 ２ｍ/ ２＋１ 次幂有(ｘ＋ｄ) (２ｋ＋１)(２
ｍ
２ ＋１) ＝ １. 由 ｇｃｄ(２ｋ＋１ꎬ２ｍ－１)＝ １ 可得(ｘ＋ｄ) ２ｍ/ ２＋１ ＝ １. 于是

可得

ｘ２ｍ/ ２ ＝ １ / (ｘ＋ｄ)＋ｄ２ｍ/ ２ . (１５)
由于 ｘ≠ｄꎬ那么我们由方程(１４)(１５)可得
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ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ＝(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１(ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ２ｍ/ ２ ＝(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１ａ２ｍ/ ２((１ / (ｘ＋ｄ)＋ｄ２ｍ/ ２) ２ｋ＋(１ / (ｘ＋ｄ)＋ｄ２ｍ/ ２)＋(δ / ａ) ２ｍ/ ２)＝

ａ２ｍ/ ２(ｘ＋ｄ＋(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１((δ / ａ) ２ｍ/ ２＋ｄ２ｍ/ ２＋ｋ＋ｄ２ｍ/ ２))＝ ａ２ｍ/ ２(ｘ＋ｄ＋ｘ２ｋ＋

ｄ２ｋ＋(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１((δ / ａ) ２ｍ/ ２＋ｄ２ｍ/ ２＋ｋ＋ｄ２ｍ/ ２)) .
因为 ａ∈Ｆ２ｍ/ ２ꎬ我们有 ａ２ｍ/ ２ ＝ａ. 化简上式可得

(ｘ＋ｄ) ２ｋ＋１ ＝(δ＋ａｄ＋ａｄ２ｋ) / (δ２ｍ/ ２＋ａ２ｍ/ ２ｄ２ｍ/ ２＋ｋ＋ａ２ｍ/ ２ｄ２ｍ/ ２)＝ (δ＋ａｄ＋ａｄ２ｋ) １－２ｍ/ ２ .
对于固定的 δꎬａ 和 ｄꎬｘ２ｋ＋１是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式ꎬ那么方程(１４)有唯一的解. 这就证明了 ｆ(ｘ)是

一个置换多项式.
定理 ５　 设 δꎬａ∈Ｆ２ｍꎬｍꎬｋꎬｓ 均是正整数ꎬ满足 ｇｃｄ(ｍꎬｋ) >１ꎬｓ(２ｋ－１)≡０(ｍｏｄ ２ｍ－１)ꎬ那么 ｆ(ｘ)＝

(ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｓ＋ｘ 是 Ｆ２ｍ上的一个置换多项式.
证明　 当 ａ＝ ０ 时显然成立ꎬ下面假设 ａ≠０. 多项式 ｆ( ｘ)是一个置换多项式ꎬ当且仅当对于任意的

ｄ∈Ｆ２ｍꎬ
(ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｓ＋ｘ＝ｄ (１６)

在 Ｆ２ｍ中有唯一解. 由方程(１４)我们得到

(ａｘ２ｋ＋ａｘ＋δ) ｊ(２ｍ－１)＝ (ｘ＋ｄ) ２ｋ－１ꎬ (１７)
式中ꎬｊ＝( ｓ(２ｋ－１)) / (２ｍ－１)ꎬ当 ａｄ２ｋ＋ａｄ＋δ＝ ０ 时ꎬ方程(１６)和(１７)都有 ｘ ＝ ｄ 的解. 如果 ｘ０≠ｄ 也是方程

(１６)的一个解ꎬ那么 ａｘ２ｋ
０ ＋ａｘ０＋δ≠０ꎬ由方程(１７)我们有(ｘ０＋ｄ) ２ｋ－１ ＝ １. 那么存在某个 ０≠α∈Ｆ２ｍ使得 ｘ０ ＝

ｄ＋αꎬ把它代入方程(１６)ꎬ我们有

(ａ(ｄ＋α) ２ｋ＋ａｄ＋α＋δ) ｓ＋ｘ＝α. (１８)
由 α２ｋ＋α＝ ０ꎬ方程(１８)简化成(ｄ２ｋ＋ｄ＋δ) ｓ＋ｘ＝αꎬ并且

ｘ０ ＝ｄ＋(ｄ２ｋ＋ｄ＋δ) ｓ ＝ｄ. (１９)
这与假设 ｘ０≠ｄ 相矛盾. 因此在这种情况下ꎬ方程(１６)只有解 ｘ０ ＝ ｄ. 当 ｄ２ｋ＋ｄ＋δ≠０ 时ꎬ如果 ｘ０ 是方

程(１６)的一个解ꎬ那么 ｘ０≠ｄꎬ并且ꎬｘ２ｋ
０ ＋ｘ０＋δ≠０. 我们很容易证明 ｘ０ ＝ ｄ＋(ｄ２ｋ＋ｄ＋δ) ｓ [６－１５] . 因此对于任意

给定的 ｄꎬ方程(１６)都有唯一的解ꎬ因此 ｆ(ｘ)是一个置换多项式.
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