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带有不定线性部分的薛定谔方程的多解存在性
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[摘要] 　 本文研究如下薛定谔方程:－Δｕ＝Ｖ( ｜ ｘ ｜ )ｕ＋ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)ꎬｘ∈ＲＮꎬｕ∈Ｈ１(ＲＮ) . 在 Ｖ和 ｆ满足一定的假设下ꎬ
我们得到了该方程的无穷多个径向解的存在性.
[关键词] 　 薛定谔方程ꎬ不定线性部分ꎬ径向解
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许多的文章研究如下薛定谔方程解的存在性和多解性:
－Δｕ＝Ｖ( ｜ ｘ ｜ )ｕ＋ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)ꎬｘ∈ＲＮꎬｕ∈Ｈ１(ＲＮ) . (１)

上述问题是由物理和数学物理中的问题抽象出来的ꎬ参见文[１]及其它的参考文献.
许多的文章考虑(１)的径向解的存在性ꎬ参见文[２－３] . 在文[２－３]中他们获得了下面自治的(１)的

无穷多个球对称解的存在性:－Δｕ＝ ｆ(ｕ) . 近年来ꎬ有许多的文章考虑关于不定的非线性和不定的线性的

椭圆问题.文[４－５]考虑了椭圆问题－Δｕ＝λｕ＋ｈ(ｘ) ｆ(ｕ)在 Ω中的非平凡解的存在性ꎬ其中 Ω是 ＲＮ 中的有

界区域ꎬｈ是变号的. 一般情况下ꎬｈ( ｘ) ｆ(ｕ)称为不定的非线性部分. 在文[６]中ꎬ作者研究了椭圆方程

－Δｕ＝λＶ(ｘ)ｕ＋ｆ(ｘꎬｕ)在 Ω中非平凡解的存在性ꎬ其中 Ω是 ＲＮ 中的无界区域ꎬＶ是变号的ꎬＶ称为不定的

线性部分. 在这篇文章中ꎬ为了得到上述方程的非平凡解的存在性ꎬ作者给出了 λ 和 Ω 的一些假设. 文
[７]得到了上述方程在 Ω＝ＲＮ 中多解的存在性ꎬ其中 ｆ(ｘꎬｕ)＝ ｜ ｕ ｜ ｐ－２ｕꎬＶ和 λ满足一些假设. 特别地ꎬ在文

[８]中ꎬＣｏｓｔａ 和 Ｔｅｈｒａｎｉ 得到了在一定的条件下一类 ＲＮ 中的不定椭圆问题:－Δｕ＝λｈ(ｘ)ｕ＋ａ(ｘ)ｇ(ｕ)的一

个或两个正解的存在性.
这里我们寻找问题(１)的无穷多个径向解的存在性ꎬ其中 Ｖ 在 ＲＮ 中可能变号ꎬｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)关于 ｕ 是奇

的. 我们的方法受到了文[１]的启发. 考虑问题(１)的困难之一是不具有紧性ꎬ即嵌入 Ｈ１(ＲＮ)→Ｌｐ(ＲＮ)

２<ｐ<２∗ ＝ ２Ｎ
Ｎ－２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 不具有紧性ꎬ因为 ＲＮ 是无界区域. 在文 [１] 中 Ｂａｒｔｓｈ 和 Ｗｉｌｌｅｍ 巧妙地选择了空间

Ｈ１(ＲＮ)的子空间 Ｘꎬ使得嵌入 Ｘ→Ｌｐ(ＲＮ)是紧的.利用 Ｆｏｕｎｔａｉｎ 定理([９]ꎬ定理 ３.６)和对称临界点原理

(参见文[１０])ꎬ他们得到了(１)的无穷多个径向和非径向解的存在性. Ｖ( ｘ)在文[１]中有一个负的上

界.但是在我们的文中ꎬＶ(ｘ)在 ＲＮ 中可能变号ꎬ这是考虑问题(１)的另一个困难. 因此ꎬ证明(ＰＳ) ｃ条件比

文[１]更难. 同时ꎬ我们对 Ｖ(ｘ)的分解与文[１]不同.

—９—
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我们的基本假设如下:

(Ａ１)　 Ｖ( ｜ ｘ ｜ )＝ Ｖ＋( ｜ ｘ ｜ ) －Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )ꎬＶ± ＝ｍａｘ{±Ｖ( ｜ ｘ ｜ )ꎬ０}ꎬＶ＋( ｜􀅰｜ )∈ＬＮ/ ２(ＲＮ)∩Ｌγ(ＲＮ) γ>Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｍｅａｓ{ｘ∈ＲＮ:Ｖ＋( ｜ ｘ ｜ )>０}≠０ꎬＶ－( ｜􀅰｜ )∈Ｌ∞(ＲＮ)ꎬ ｌｉｍ
｜ ｘ ｜→∞
Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )＝ ａ>０.

(Ａ２)　 ｆ∈Ｃ(ＲＮ×Ｒ)和对 ２<ｐ<２∗ꎬ２<ｑ<２∗ꎬｔ>０ꎬ∀ｒ>０ꎬ ｜ ｆ( ｒꎬｕ) ｜≤ｔ( ｜ ｕ ｜ ＋ ｜ ｕ ｜ ｐ－１)ꎬ ｌｉｍ
｜ ｕ ｜→∞

ｆ( ｒꎬｕ)
｜ ｕ ｜ ｑ－１

＝ １.

(Ａ３)　 存在 α>２ꎬ使得对任意的 ｒ≥０ 和 ｕ∈ＲꎬαＦ( ｒꎬｕ) ∶＝α ∫ｕ
０
ｆ( ｒꎬｓ)ｄｓ≤ｕｆ( ｒꎬｕ) .

(Ａ４)　 ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)＝ ｏ( ｜ ｕ ｜ )ꎬ ｜ ｕ ｜→０ 一致地在 ＲＮ 中.
(Ａ５)　 ｆ关于 ｕ是奇的ꎬｆ( ｒꎬ－ｕ)＝ －ｆ( ｒꎬｕ)ꎬ对任意的 ｒ≥０ꎬｕ∈Ｒ.
(Ａ６)　 存在 Ｒ>０ꎬ使得 ｉｎｆ

ｘ∈ＲＮꎬ ｜ ｕ ｜≥Ｒ
Ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)>０.

我们的结果如下:
定理 １　 在(Ａ１) ~ (Ａ６)的假设下ꎬ问题(１)有一个无界的解序列±ｕｋꎬｋ∈Ｎꎬ±ｕｋ 是径向对称的.
本文安排如下:在第一部分ꎬ我们将给出一些预备知识. 在第二部分ꎬ我们将证明(ＰＳ) ｃ 条件. 在第三

部分ꎬ我们将用 Ｆｏｕｎｔａｉｎ 定理和对称的临界点原理证明定理 １.
记号　 ｜􀅰｜ ｐ 是 Ｌｐ(ＲＮ)的通常范数.Ｄ(ＲＮ) ∶＝{ｕ∈Ｃ∞(ＲＮ) ｜ ｓｕｐｐ ｕ是 ＲＮ 的紧子集} .

Ｈ１(ＲＮ)是空间 Ｄ(ＲＮ)在范数‖ｕ‖ ∶＝ ∫
ＲＮ
( ｜ ∇ｕ ｜ ２ ＋｜ ｕ ｜ ２)ｄｘ( )

１ / ２
下的完备化. Ｄ１ꎬ２(ＲＮ)是空间

Ｄ(ＲＮ)在范数‖ｕ‖ ∶＝ ∫
ＲＮ
｜ ∇ｕ ｜ ２ｄｘ( )

１ / ２
下的完备化. ⇀(→)代表弱收敛(强收敛) . Ｏ(Ｎ)是 ＲＮ 中的正

交变换群.
Ｈ１
Ｏ(Ｎ)(ＲＮ) ∶＝{ｕ∈Ｈ１(ＲＮ):ｇ(ｕ(ｘ))＝ ｕ(ｇ－１ｘ)＝ ｕ(ｘ)ꎬｇ∈Ｏ(Ｎ)} .

ＢＲ ∶＝ {ｘ:ｘ∈ＲＮꎬ ｜ ｘ ｜ <Ｒ} . ＢｃＲ ∶＝ { ｘ: ｘ∈ＲＮꎬ ｜ ｘ ｜≥Ｒ} .
Ｈ是 Ｈ１(ＲＮ)空间带有范数‖􀅰‖１ꎬ‖􀅰‖１将在引理 １ 中给出. Ｘ＝ＨＯ(Ｎ) ∶＝{ｕ:ｕ∈Ｈꎬｇｕ＝ｕꎬ∀ｇ∈Ｏ(Ｎ)} .

１　 预备知识

下面我们将给出关于空间 Ｈ１(ＲＮ)的 ３ 个引理.
引理 １　 如果假设(Ａ１)成立ꎬ则

(１)内积‹ｕꎬｖ›１ ∶＝ ∫
ＲＮ

(∇ｕ∇ｖ＋Ｖ－ｕｖ)ｄｘ有定义. 因此ꎬ由内积导出的范数‖ｕ‖１ ∶＝ ‹ｕꎬｕ›１ 有定义.

(２)范数‖􀅰‖１等价于范数 ‖ｕ‖＝ ∫
ＲＮ
( ｜ ∇ｕ ｜ ２ ＋ ｕ２)ｄｘ( )

１ / ２
.

证明　 (１)只须证明:对任意 ｕ∈Ｄ(ＲＮ)ꎬ‹ｕꎬｕ› １≥０ꎬ如果‹ｕꎬｕ› １ ＝ ０ꎬ则 ｕ ＝ ０. 事实上ꎬ由 Ｖ－的定义ꎬ

我们有‹ｕꎬｕ› １ ∶＝ ∫
ＲＮ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋Ｖ－ｕ２)ｄｘ≥ ∫
ＲＮ

｜∇ｕ ｜ ２ｄｘ≥０ꎬ若‹ｕꎬｕ› １ ＝ ０ꎬ则 ｕ＝ ０.

(２)由 Ｖ－的定义ꎬ存在 Ｒ>０ꎬ使得 ０< ａ
２
≤Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )≤３ａ

２
ꎬ ｜ ｘ ｜≥Ｒ. 则

ｃ１ ∫
Ｂｃ
Ｒ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋ｕ２)ｄｘ≤ ∫
Ｂｃ
Ｒ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋Ｖ－ｕ２)ｄｘ≤ｃ２ ∫
ＢｃＲ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋ｕ２)ｄｘꎬ

这里 ｃ１ꎬｃ２ 是两个正常数. 另一方面ꎬ对固定的 Ｒ>０ꎬ嵌入 Ｈ１
０(ＢＲ)→Ｌ２(ＢＲ)是紧的. 所以存在两个正

常数 ｃ３ꎬｃ４ꎬ使得

ｃ３ ∫
ＲＮ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋ｕ２)ｄｘ≤ ∫
ＲＮ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋Ｖ－ｕ２)ｄｘ≤ｃ４ ∫
ＲＮ

( ｜∇ｕ ｜ ２＋ｕ２)ｄｘ.

即范数‖􀅰‖１等价于范数‖􀅰‖.
引理 ２　 若 ｈ∈ＬＮ/ ２(ＲＮ)ꎬｕｎ⇀ｕ在 Ｈ１(ＲＮ)中ꎬ则

(１)存在子列{ｕｎ}ꎬ为了方便仍记为{ｕｎ}ꎬ使得 ∫
ＲＮ
ｈｕ２ｎｄｘ→ ∫

ＲＮ
ｈｕ２ｄｘ.

—０１—
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(２)对 ϕ∈Ｈ１(ＲＮ)ꎬ‹Ｔ(ｕｎ)ꎬϕ› ＝ ∫
ＲＮ
ｈｕｎϕｄｘ→ ∫

ＲＮ
ｈｕϕｄｘ.

证明　 (１)因为 ｕｎ⇀ｕ在 Ｈ１(ＲＮ)中(其实只要 ｕｎ⇀ｕ在 Ｄ１ꎬ２(ＲＮ)中)ꎬ又 Ｈ１(ＲＮ)→Ｌ２∗(ＲＮ)是连续的ꎬ

所以存在{ｕｎ}的子列ꎬ为了方便仍记为{ｕｎ}ꎬ使得 ｕ２ｎ⇀ｕ２ 在 Ｌ
２∗
２ (ＲＮ)中. 由 ｈ∈ＬＮ/ ２(ＲＮ)＝ Ｌ(２∗ / ２)′(ＲＮ)ꎬ这里

１ / (２∗ / ２)＋１ / (２∗ / ２)′＝１ꎬ我们有 ∫
ＲＮ
ｈｕ２ｎｄｘ→ ∫

ＲＮ
ｈｕ２ｄｘ.

(２)我们断言:对任意 ε>０ 和 ψ∈Ｈ１(ＲＮ)ꎬ存在 Ｒ>０ꎬ使得 ｓｕｐ
‖ϕ‖１≤１∫Ｂｃ

Ｒ

ｈψϕｄｘ≤ε‖ψ‖１ . 事实上ꎬ由

Ｈöｌｄｅｒ’ｓ 不等式ꎬ

ｓｕｐ
‖ϕ‖１≤１∫Ｂｃ

Ｒ

ｈψϕｄｘ≤ｃ５ ｓｕｐ
‖ϕ‖１≤１ ∫Ｂｃ

Ｒ

ｈＮ/ ２ｄｘ( )
２ / Ｎ

􀅰 ∫
Ｂｃ
Ｒ

ψ２∗ｄｘ( )
１ / ２∗

􀅰‖ϕ‖１≤ε‖ψ‖１ . (２)

其中 ｃ５ 为正常数. 接着ꎬ由 ｕｎ⇀ｕ在 Ｈ１(ＲＮ)中ꎬ我们有

‖Ｔ(ｕｎ)－Ｔ(ｕ)‖Ｈ１(ＲＮ)≤ ｓｕｐ
‖ϕ‖１≤１ ∫Ｂｃ

Ｒ

ｈ(ｕｎ － ｕ)ϕｄｘ ＋ ｓｕｐ
‖ϕ‖１≤１ ∫ＢＲｈ(ｕｎ － ｕ)ϕｄｘ .

由(２)和对固定 Ｒꎬｕｎ→ｕ在 Ｌ２(对任意的有界区域)中. 对任意 ε>０ꎬ我们得到‖Ｔ(ｕｎ)－Ｔ(ｕ)‖Ｈ－１(ＲＮ) <
εꎬ即 Ｔ(ｕｎ)→Ｔ(ｕ)在 Ｈ

－１(ＲＮ)中.
引理 ３　 在假设(Ａ１)下ꎬ特征值问题:－Δｕ＋Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )ｕ＝μＶ＋( ｜ ｘ ｜ )ｕꎬｕ∈Ｘ 存在一列特征值:０<μ１<μ２≤

μ３≤􀆺≤μｎ≤􀆺ꎬ这列特征值趋向无穷ꎬ每一特征值是有限重ꎬ第一特征值是单重的且有正的特征函数. 特
征函数序列组成空间 Ｘ的一个正交基.

证明　 我们只给出证明的概要. 对任意 ｕ∈Ｘꎬ由 Ｒｉｅｓｚ 表示定理和 Ｘ是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间知:存在唯一

ω∈Ｘꎬ使得－Δω＋Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )ω＝Ｖ＋( ｜ ｘ ｜ )ｕ. 由假设(Ａ１)和引理 ２ꎬ我们知道算子( －Δ＋Ｖ－) －１Ｖ＋:Ｘ→Ｘꎬｕ ｜→ω
是正的紧算子. 则由 Ｈｉｌｂｅｒｔ￣Ｓｃｈｍｉｄｔ 定理ꎬ我们得到了所要的结论.

２　 (ＰＳ) ｃ 条件

首先ꎬ我们定义与问题(１)对应的泛函:

Ｉ(ｕ) ∶＝ １
２ ∫ＲＮ ( ｜∇ｕ ｜ ２＋Ｖ－ ｜ ｕ ｜ ２)ｄｘ－ １

２ ∫ＲＮ Ｖ＋ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ－ ∫
ＲＮ
Ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)ｄｘꎬｕ∈Ｘ.

在假设(Ａ１)ꎬ(Ａ２)下ꎬ可以证明:Ｉ∈Ｃ１(ＸꎬＲ)ꎬ参见[９ꎬ引理 ３.１０]ꎬ而且

‹ Ｉ′(ｕ)ꎬϕ› ＝ ∫
ＲＮ

(∇ｕ∇ϕ＋Ｖ－ｕϕ)ｄｘ－ ∫
ＲＮ
Ｖ＋ｕϕｄｘ－ ∫

ＲＮ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ)ϕｄｘꎬ∀ϕ∈Ｘ.

引理 ４　 在假设(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ(Ａ５)ꎬ任意序列{ｕｎ}⊂Ｘ满足 Ｉ(ｕｎ)→ｃꎬＩ′(ｕｎ)→０ 在 Ｘ中ꎬ则该序

列在 Ｘ中有界.
证明　 我们将用反证法来证明: ｜∇ｕｎ ｜ ２ 是有界的. 事实上ꎬ假设 ｜∇ｕｎ ｜ ２ ＝ ｔｎ→∞ꎬ令 ｖｎ ＝ｕｎ / ｔｎ . 则我们

有: ｜∇ｖｎ ｜ ２ ＝ １. 由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理ꎬ存在 ｖ∈Ｄ１ꎬ２(ＲＮ)ꎬ使得对有界区域 Ω⊂ＲＮ(有必要取子列)ꎬ
ｖｎ⇀ｖ在 Ｄ１ꎬ２(ＲＮ)中ꎬｖｎ→ｖ在 Ｌｔ(Ω)中ꎬ１≤ｔ<２∗ꎬ

ｖｎ→ｖ ａ.ｅ. ＲＮꎬ ｜ ｖｎ(ｘ) ｜≤ωｔ(ｘ)ꎬ对某一 ωｔ(ｘ)∈Ｌｔ(Ω) .
(３)

由{ｕｎ}的定义ꎬ我们得到

Ｉ(ｕｎ)＝
１
２ ∫ＲＮ ( ｜∇ｕｎ ｜ ２＋Ｖ

－ ｜ ｕｎ ｜ ２)ｄｘ－
１
２ ∫ＲＮ Ｖ＋ ｜ ｕｎ ｜ ２ｄｘ－ ∫

ＲＮ
Ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)ｄｘ. (４)

‹ Ｉ(ｕｎ)ꎬϕ› ＝ ∫
ＲＮ

(∇ｕｎ∇ϕ＋Ｖ
－ｕｎϕ)ｄｘ－ ∫

ＲＮ
Ｖ＋ｕｎϕｄｘ－ ∫

ＲＮ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)ϕｄｘꎬ∀ϕ∈Ｘ. (５)

在(５)式中除以 ｔｎ ＝ ｜∇ｕｎ ｜ ２ꎬ我们有

∫
ＲＮ

(∇ｖｎ∇ϕ＋Ｖ
－ｖｎϕ)ｄｘ－ ∫

ＲＮ
Ｖ＋ｖｎϕｄｘ－ ∫

ＲＮ

ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)
ｔｎ

ϕｄｘ.→０. (６)

∫
ＲＮ

ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)
ｔｎ

ϕｄｘ＝ ∫
ＲＮ

ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｔｎｖｎ)
ｔｎ

ϕｄｘ＝ ｔｑ－２ｎ ∫
ＲＮ

｜ ｖｎ ｜ ｑ
－２ｖｎ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｔｎｖｎ)
｜ ｔｎｖｎ ｜ ｑ

－２ ｔｎｖｎ
ϕｄｘ. (７)

—１１—
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在集合{ｘꎻｖ(ｘ)≠０}中ꎬ我们有:｜ ｔｎｖｎ ｜→＋∞ . 由假设(Ａ２)ꎬ(Ａ５)ꎬ我们得到 ｜ ｖｎ ｜ ｑ
－２ｖｎ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｔｎｖｎ)
｜ ｔｎｖｎ ｜ ｑ

－２ｔｎｖｎ
ϕ(ｘ)→

｜ ｖ ｜ ｑ－２ｖϕ. 在集合{ｘꎻｖ(ｘ)＝ ０}中ꎬｖｎ→０. 由假设(Ａ２)ꎬ我们有 ｜ ｖｎ ｜ ｑ
－２ｖｎ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｔｎｖｎ)
｜ ｔｎｖｎ ｜ ｑ

－２ｔｎｖｎ
ϕ(ｘ)→０.假定 ϕ∈Ｄ(ＲＮ)ꎬ

Ω＝ｓｕｐｐ(ϕ)ꎬ由假设(Ａ２)和(３)ꎬ得 ｜ ｖｎ ｜ ｑ
－２ｖｎ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｔｎｖｎ)
｜ ｔｎｖｎ ｜ ｑ

－２ｔｎｖｎ
ϕ(ｘ) ｜≤ｃ６(１＋ ｜ωｑ－１ ｜ ｑ

－１)∈Ｌ１(Ω) . ｃ６ 为正常数. 故

∫
ＲＮ

｜ ｖｎ ｜ ｑ
－２ｖｎ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｔｎｖｎ)
｜ ｔｎｖｎ ｜ ｑ

－２ ｔｎｖｎ
ϕｄｘ→ ∫

ＲＮ
｜ ｖ ｜ ｑ－２ｖϕｄｘ.

在(６)中ꎬ令 ｎ→∞ꎬ由(７)ꎬ我们知道 ∫
ＲＮ

｜ ｖ ｜ ｑ－２ｖϕｄｘ＝ ０.由于 ϕ是任意的ꎬ则 ｖ＝ ０ ａ.ｅ. 在 ＲＮ 中.

在(５)中ꎬ令 ϕ＝ｕｎꎬ得

‹ Ｉ′(ｕｎ)ꎬｕｎ› ＝ ∫
ＲＮ

(∇ｕｎ∇ｕｎ＋Ｖ
－ｕｎｕｎ)ｄｘ－ ∫

ＲＮ
Ｖ＋ｕｎｕｎｄｘ－ ∫

ＲＮ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)ｕｎｄｘ.

在上式中除以 ｔ２ｎꎬ我们有

∫
ＲＮ

( ｜∇ｖｎ ｜ ２＋Ｖ
－ ｜ ｖｎ ｜ ２)ｄｘ－ ∫

ＲＮ
Ｖ＋ ｜ ｖｎ ｜ ２ｄｘ－

１
ｔ２ｎ
∫
ＲＮ
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)ｕｎｄｘ→０. (８)

在(４)中除以 ｔ２ｎꎬ得
１
２ ∫ＲＮ ( ｜∇ｖｎ ｜ ２＋Ｖ

－ ｜ ｖｎ ｜ ２)ｄｘ－
１
２ ∫ＲＮ Ｖ＋ ｜ ｖｎ ｜ ２ｄｘ－

１
ｔ２ｎ
∫
ＲＮ
Ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)ｄｘ→０. (９)

(９)－(８)× １
α
ꎬ由引理 ２ 和 ｖｎ⇀ｖ在 Ｄ１ꎬ２(ＲＮ)ꎬ我们得到

１
２
－ １
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｖｎ‖２

１－
１
ｔ２ｎ
∫
ＲＮ

(Ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)－
１
α
ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)ｕｎ)ｄｘ→０.

由(Ａ３)和‖ｖｎ‖２
１≥１ꎬ我们得到一个矛盾. 因此ꎬ ｜∇ｕｎ ｜ ２ 是有界的.

由 ｕｎ 的定义ꎬｃ＋１＋‖ｕｎ‖１≥Ｉ(ｕｎ) －
１
α
‹ Ｉ′(ｕｎ)ꎬｕｎ›≥

１
２
－ １
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕｎ‖２

１－Ｍꎬ其中 Ｍ 是正的常数. 所以

{ｕｎ}在 Ｘ中有界.
引理 ５　 在假设(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ(Ａ４)下ꎬ任何序列{ｕｎ}⊂Ｘ 满足:Ｉ(ｕｎ)→ｃꎬＩ‘(ｕｎ)→０ 在 Ｘ 中ꎬ则

该序列有收敛子列.
证明　 由引理 ４ꎬ我们知道{ｕｎ}在 Ｘ中有界. 如有必要取子列ꎬ假设 ｕｎ⇀ｕ在 Ｘ中. 由 Ｉ 和‖􀅰‖１的定

义ꎬ我们得到‖ｕｎ－ｕ‖２
１ ＝‹ Ｉ′(ｕｎ)－Ｉ′(ｕ)ꎬｕｎ－ｕ›＋ ∫

ＲＮ
Ｖ＋(ｕｎ－ｕ) ２ｄｘ＋ ∫

ＲＮ
( ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ)－ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ))(ｕｎ－ｕ)ｄｘ.

如有必要取子列ꎬ由引理 ２ꎬ我们有 ∫
ＲＮ
Ｖ＋(ｕｎ －ｕ) ２ｄｘ→０. 与[９ꎬＬｅｍａｍ ３.１１]的证明类似ꎬ我们能够证明

∫
ＲＮ
( ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕｎ) － ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ))(ｕｎ － ｕ)ｄｘ→ ０. 因此ꎬｕｎ→ｕ在 Ｘ中.

３　 定理 １ 的证明

在这一部分ꎬ我们将利用 Ｆｏｕｎｔａｉｎ 定理和对称的临界点原理证明定理 １.
定理 １ 的证明　 由对称的临界点原理ꎬＩ ｜ Ｘ 的临界点是问题(１)的解. 所以我们将寻找泛函 Ｉ在空间 Ｘ

的临界点. 由假设(Ａ５)ꎬ令 Ｇ ＝ Ｚ / ２ꎬＩ(ｕ)对 Ｇ 是不变映射. 下面ꎬ我们将证明 Ｆｏｕｎｔａｉｎ 定理的 ４ 个假设

成立.
(１)首先ꎬ令 Ｘ ｉ ∶＝ ｓｐａｎ{ϕｉ} ＝ＲϕｉꎬＹｋ ∶＝􀱇ｋ

ｉ＝０Ｘ ｉꎬＺｋ ∶＝􀱇∞
ｉ＝ｋＸ ｉꎬ 由(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ(Ａ６)ꎬ我们得到 Ｃ( ｜ ｕ ｜ α－

｜ ｕ ｜ ２)≤Ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ其中 Ｃ是正的常数. 因此ꎬＩ(ｕ)≤ １
２
‖ｕ‖２

１－
１
２ ∫ＲＮ Ｖ＋ｕ２ｄｘ－Ｃ ｜ ｕ ｜ αα＋Ｃ ｜ ｕ ｜ ２２ . 因为在有限维

空间 Ｙｋ 所有的范数都等价ꎬＦｏｕｎｔａｉｎ 定理的假设(Ｂ１)对充分大的 ρｋ>０ 成立.

—２１—
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(２)我们定义 βｋ ＝ ｓｕｐ
ｕ∈Ｚｋꎬ‖ｕ‖１＝１

｜ｕ ｜ ｐ . 与[９ꎬＬｅｍｍａ ３.８]的证明类似ꎬ我们可以证明 βｋ→０ꎬｋ→∞ . 由 (Ａ２)ꎬ

(Ａ４)ꎬ我们有 ｜Ｆ( ｜ ｘ ｜ ꎬｕ) ｜≤ｄ ｜ｕ ｜ ２

６
＋ｔ ｜ｕ ｜ ｐꎬ其中 ｄ 是正的常数ꎬ使得‖ｕ‖２

１≥ｄ｜ｕ ｜ ２２ . 在 Ｚｋ 中ꎬ我们有

Ｉ(ｕ)≥ １
２
‖ｕ‖２

１－
１
２ ∫ＲＮ Ｖ＋ｕ２ｄｘ－

ｄ ｜ｕ ｜ ２２
６

－ｔ ｜ｕ ｜ ｐｐ≥
１
６
‖ｕ‖２

１－ｔβｐｋ‖ｕ‖ｐ
１ .

其中 ｋ充分大ꎬ使得 １－ １
μｋ－１

≥ ２
３
ꎬ 这里 μｋ 是引理 ３ 中的特征值. 取 ｒｋ ＝ (３ｔｐβｐｋ)

１
２－ｐ和‖ｕ‖１ ＝ ｒｋꎬ则 Ｉ(ｕ)≥

１
６
－ １
３ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (３ｔｐβｐｋ)

２
２－ｐ . 当 ｋ→∞ꎬＦｏｕｎｔａｉｎ 定理的假设(Ｂ２)成立.

(３)由引理 ５ꎬＦｏｕｎｔａｉｎ 定理的假设(Ｂ３)成立. 由 ＧꎬＸꎬＸ ｉ 的定义ꎬＦｏｕｎｔａｉｎ 定理的假设(Ｂ４)也成立. 因
此ꎬ由 Ｆｏｕｎｔａｉｎ 定理ꎬ(１)有无界的解序列 ｕｋꎬｋ∈Ｎꎬ－ｕｋ 也是 (１)的解ꎬ因为 Ｉ是偶的. 定理证毕.

推论 １　 在假设(Ａ′１)Ｖ( ｜ ｘ ｜ ) ＝ Ｖ＋( ｜ ｘ ｜ ) －Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )ꎬＶ± ＝ ｍａｘ{ ±Ｖ( ｜ ｘ ｜ )ꎬ０}ꎬＶ( ｜􀅰｜ ) ＋ ∈ＬＮ/ ２(ＲＮ)∩

Ｌα(ＲＮ) α>Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｍｅａｓ{ｘ∈ＲＮ:Ｖ＋( ｜ ｘ ｜ )>０}≠０ꎬ∃Ｒ>０ꎬ ｉｎｆ

｜ ｘ ｜≥Ｒ
Ｖ－( ｜ ｘ ｜ )＝ ａ>０ 和(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ(Ａ４)ꎬ(Ａ５)ꎬ(Ａ６)

下ꎬ(１)有无界的解序列±ｕｋꎬｋ∈Ｎꎬ±ｕｋ 是径向对称的.

证明　 令‖ｕ‖２
１ ＝ ∫

ＲＮ
( ｜∇ｕ ｜ ２＋ｕ２)ｄｘꎬ和 Ｘ＝{ｕ ｜ ｕ∈Ｈ１

Ｏ(Ｎ)(ＲＮ)ꎬ‖ｕ‖２
１<∞ }ꎬ与定理 １ 的证明类似ꎬ我

们可以得到所要的结论.
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