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基于量子计数的贝叶斯二元分类算法

陆春悦ꎬ郭躬德ꎬ林　 崧

(福建师范大学计算机与网络空间安全学院ꎬ福建 福州 ３５０１１７)

[摘要] 　 贝叶斯分类算法是一种基于概率统计理论的有监督学习算法ꎬ常被用于分类问题中. 本文将量子计数

与经典贝叶斯分类算法相结合ꎬ提出一种新的量子贝叶斯分类算法. 通过量子随机访问存储器制备所需的量子

态ꎬ使用 ｏｒａｃｌｅ进行相位翻转并构造与之所对应的操作算子ꎬ在操作算子的本征态空间上重新描述量子态ꎬ借助

辅助粒子进行相位估计ꎬ投影测量后即可高效地计算出贝叶斯分类所需的数据ꎬ实现量子贝叶斯分类算法. 该算

法在低维特征空间中与经典算法相比有着指数级加速.
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量子计算利用量子并行、量子纠缠等特性解决一些计算任务ꎬ展现出了比经典计算更为优越的计算能

力[１] . １９９４年ꎬＳｈｏｒ[２]提出用于大数分解的 Ｓｈｏｒ 算法ꎬ与经典算法相比ꎬ实现了指数级加速. １９９７ 年ꎬ

Ｇｒｏｖｅｒ[３]提出了针对非结构化数据库的量子搜索算法ꎬ时间复杂度为 Ｏ Ｎ ꎬ达到了二次加速. 受这些量子

算法的启发ꎬ人们对量子机器学习进行研究ꎬ提出了一系列高效的量子机器学习算法ꎬ如量子 Ｋ 近邻算

法[４－５]、量子决策树[６]、量子支持向量机[７－８]、量子关联规则[９－１０]等.
贝叶斯分类算法是一种常见的机器学习算法ꎬ它利用贝叶斯定理与联合概率模型进行分类预测ꎬ被广

泛应用于文本分类. Ｓｈａｏ[１１]在 ２０２０年提出了基于块编码的量子贝叶斯分类算法(简记为 Ｓｈａｏ 算法). 该
算法将块编码与贝叶斯分类相结合ꎬ实现了指数级加速. 然而ꎬ该算法仅仅适用于厄米矩阵. 本文针对这

一问题进行研究ꎬ提出了一种基于量子计数的贝叶斯二元分类算法. 该算法通过量子计数与相位估计ꎬ快
速得到能够反映待分类数据属于第 ｋ类别概率的相关值ꎬ获取待分类数据所属类别. 本文所提算法在低维

特征空间中与经典算法相比有着指数级加速ꎬ也可应用于更为普遍的数据集.
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１　 背景知识

１.１　 朴素贝叶斯分类算法

朴素贝叶斯分类算法是在特征条件独立假设和贝叶斯定理的基础上得出的一种分类算法ꎬ它利用贝

叶斯公式可以得到待分类数据属于不同类别的概率[１２－１４] . 在该问题中ꎬ本文假设存在一个由 Ｎ 个有类标

签的数据(ｘｉꎬｙｉ)( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ)构成的数据集 Ｔꎬ这里ꎬｘＴｉ ＝ (ｘ(１)ｉ ꎬｘ(２)ｉ ꎬ􀆺ꎬｘ(Ｍ)ｉ ) Ｔ 表示有 Ｍ 个属性的向

量ꎬｙｉ 表示 ｘｉ 的类别ꎬ其中 ｙｉ∈ｃｋꎬｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫ. 更多地ꎬｘ( ｊ)ｉ ∈{ａ ｊｌ} ｓ ｊｌ＝１表示 ｘｉ 的第 ｊ个属性ꎬ其中 ｓ ｊ 表示第

ｊ个属性种类. 贝叶斯分类的目的是判断新测试样本数据 􀭹ｘ 所属的类别 􀭴ｙꎬ在该模型下ꎬ算法是先计算出新

数据 􀭹ｘ 属于类别 ｃｋ 的概率 Ｐ(ｃｋ ｜ 􀭹ｘ)ꎬ然后判断出其最大可能属于的类别.
根据贝叶斯定理和联合概率分布ꎬＰ(ｃｋ ｜ 􀭹ｘ)可以表述为:

Ｐ(ｃｋ ｜ 􀭹ｘ)＝
Ｐ(Ｘ＝􀭹ｘꎬＹ＝ ｃｋ)

Ｐ(􀭹ｘ)
＝
Ｐ(ｙｉ ＝ ｃｋ)∏

Ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ(ｘ( ｊ)ｉ ＝ 􀭹ｘ ｊ ｜ ｙｉ ＝ ｃｋ)

Ｐ(􀭹ｘ)
. (１)

通过式(１)ꎬ容易发现对于待分类数据 􀭹ｘꎬ仅需要通过比较 Ｐ(􀭹ｘꎬｙｉ ＝ ｃｋ)就可得到 􀭹ｘ 所属类别ꎬ

􀭴ｙ＝ａｒｇ ｍａｘ
ｃｋ
Ｐ(Ｙ ｉ ＝ ｃｋ)∏

Ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ(Ｘ( ｊ)ｉ ＝􀭹ｘ ｊ ｜Ｙ ｉ ＝ ｃｋ) . (２)

因此ꎬ贝叶斯分类过程要求计算概率ꎬ

Ｐ(Ｙ ｉ ＝ ｃｋ)＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｉ(ｙｉ ＝ ｃｋ)

Ｎ
ꎬｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺Ｋꎬ (３)

式中ꎬ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｉ(ｙｉ ＝ ｃｋ)表示在数据集 Ｔ中 ｙｉ ＝ ｃｋ 的个数. 此外ꎬ还需计算ꎬ

Ｐ(Ｘ＝􀭹ｘ ｜Ｙ ｉ ＝ ｃｋ)＝ ∏
Ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ(Ｘ( ｊ)ｉ ＝􀭹ｘ ｊ ｜Ｙ ｉ ＝ ｃｋ) . (４)

显然ꎬ后者是算法的主要步骤. 这样ꎬ经典贝叶斯分类算法所需的时间复杂度为 Ｏ(ＮＭ２＋Ｍ２) . 因此ꎬ
如何高效地执行该步骤ꎬ是提高整个算法效率的关键. 在第 ２ 节中ꎬ本文为该步骤设计了相应的量子算

法. 与经典贝叶斯二元分类算法相比ꎬ该量子算法能够指数级地降低时间复杂度.
１.２　 量子计数

量子计数是相位估计在 Ｇｒｏｖｅｒ迭代算子 Ｇ上的应用[１５] . 它通过估计 Ｇ的特征值ꎬ来估计一个未知 Ｑ

元搜索问题中解的个数 ｜ψ１› ＝
∑ ｆ(ｑ) ＝ １

｜ ｑ›

Ｄ
. 主要思路如下:在一个 Ｑ元的无序数据库中ꎬ计算出问题解

的个数 Ｄ. 搜索问题空间由量子态 ｜ψ›来表示ꎬ

｜ψ› ＝ Ｄ
Ｑ
∑ ｆ(ｑ) ＝ １

｜ ｑ›

Ｄ
＋ Ｑ－Ｄ

Ｑ
∑ ｆ(ｑ) ＝ ０

｜ ｑ›

Ｑ － Ｄ
＝ｓｉｎ(θ) ｜ψ１›＋ｃｏｓ(θ) ｜ψ０›ꎬ (５)

式中ꎬ ｜ψ１› ＝
∑ ｆ(ｑ) ＝ １

｜ ｑ›

Ｄ
表示搜索问题解的和ꎬｆ(ｑ)＝ １ 表示 ｜ ｑ›对应的量子态是问题的一个解ꎻ ｜ ψ０› ＝

∑ ｆ(ｑ) ＝ ０
｜ ｑ›

Ｑ － Ｄ
代表非问题解的和. 由于 ｓｉｎ２θ＝ Ｄ

Ｑ
ꎬ且我们已经知道问题空间的规模为 Ｑꎬ所以可以利用 θ

来估计解的个数 Ｄ.
更多地ꎬ此无序搜索问题中的 Ｇｒｏｖｅｒ 迭代算子 Ｇ ＝(Ｉ－２ ｜ψ›‹ψ ｜ )(Ｉ－２ ｜ψ１›‹ψ１ ｜ )拥有本征值 λ± ＝ ｅ±２ｉθ

(ｉ ＝ －１)及相对应的本征态 ｜ψ±› ＝
｜ψ０›∓ｉ ｜ψ１›

２
. 那么ꎬ在 Ｇ算子的本征态空间上重新描述 ｜ψ›ꎬ可得:

—８１１—
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｜ψ› ＝
ｅｉθ ｜ψ＋›＋ｅ－ｉθ ｜ψ－›

２
. (６)

进一步ꎬ对 Ｇ算子进行相位估计可得整个系统空间量子态为:

｜φ› ＝
ｅｉθ ｜ ２θ› ｜ψ＋›＋ｅ－ｉθ ｜ ２π－２θ› ｜ψ－›

２
. (７)

然后ꎬ在计算机上对寄存器 ｜ ２θ›进行测量ꎬ可以获得 θ的估计值ꎬ从而得到问题的解的个数 Ｄ.

２　 基于量子计数的贝叶斯二元分类算法

本节所提出的量子贝叶斯二元分类算法ꎬ主要分为 ４个步骤:制备量子初态ꎻ量子计数ꎻ量子测量得到

相关概率ꎻ通过后续简单的计算ꎬ确定测试样本的类别. 整个量子算法电路图如图 １所示.

图 １　 量子贝叶斯二元分类算法的整体量子电路图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｑｕａｎｔｕｍ ｃｉｒｃｕｉｔ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｑｕａｎｔｕｍ Ｂａｙｅｓｉａｎ ｂｉｎａｒｙ ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

步骤 １:制备量子初态

考虑 Ｍ维向量ꎬ将该经典数据映射到量子态ꎬ需要 ｌｏｇ２Ｍ 个量子比特来存储该数据. 这里ꎬ利用量子

随机访问存储器[１６](ｑｕａｎｔｕｍ ｒａｎｄｏｍ ａｃｃｅｓｓ ｍｅｍｏｒｙꎬＱＲＡＭ)来并行访问数据ꎬ并以相干量子叠加方式进行

内存访问. 假设 Ｒ是一个地址寄存器ꎬ它包含叠加的地址(为叠加地址的振幅)ꎬＱＲＡＭ将返回 １ 个属于该

地址寄存器的叠加量子态. 如式(８)所示:

∑ α
ϕα ｜α› Ｒ→∑ α

ϕα ｜α› Ｒ ｜Ｄα› ｄｒ . (８)

本算法需要 Ｏ(ｌｏｇ ＭＮ)次操作来访问数据ꎬＮ为训练数据样本数ꎬ如式(９)、(１０)所示:
１
ＭＮ
｜ ｉ› ｜ ｊ› ｜ ０›

ＱＲＡＭ
→
１
ＭＮ
｜ ｉ› ｜ ｊ› ｜ ｘ( ｊ)ｉ ›

逆 ＱＲＡＭ
→
１
ＭＮ
｜ ０› ｜ ０› ｜ ｘ( ｊ)ｉ ›→

１
ＭＮ
｜ ｘ( ｊ)ｉ ›ꎬ (９)

｜ ０› ｜ ０›
Ｈ⊗ｍ
→
１
Ｎ
∑
２ｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ ｉ› ｜ ０›

ＱＲＡＭ
→
１
Ｎ
∑
２ｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ ｉ› ｜ ｙｉ›

Ｈ
→
１
Ｎ
∑
２ｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ ０› ｜ ｙｉ›→｜ ｙｉ› . (１０)

图 ２　 量子黑盒电路图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｑｕａｎｔｕｍ ｏｒａｃｌｅ ｃｉｒｃｕｉｔ ｄｉａｇｒａｍ

步骤 ２:量子计数

量子计数是该算法的核心步骤ꎬ目的在于计

算数据库的 Ｎ个数据中包括事件(􀭹ｘ( ｊ)ꎬｃｋ)的个

数. 通过测量得到我们所需要的概率[１７]ꎬ如图 ２
所示ꎬ具体计算步骤如式(１１)所示:

｜ ｉ› ｜ ｊ› ｜ ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｙｉ› ｜􀭹ｘ ｊ› ｜ ｃｋ›
｜ ０›－ ｜ １›
２

→

｜ ｉ› ｜ ｊ› ｜ ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｙｉ› ｜􀭹ｘ ｊ􀱇ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｃｋ􀱇ｙｉ›
｜ ０›－ ｜ １›
２

→

｜ ｉ› ｜ ｊ› ｜ ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｙｉ› ｜􀭹ｘ ｊ􀱇ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｃｋ􀱇ｙｉ›
｜ １›－ ｜ ０›
２

｜ ｉ› ｜ ｊ› ｜ ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｙｉ› ｜􀭹ｘ ｊ􀱇ｘ( ｊ)ｉ › ｜ ｃｋ􀱇ｙｉ›
｜ ０›－ ｜ １›
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

. (１１)
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此时ꎬ便实现了类似于 Ｇｒｏｖｅｒ的黑盒操作.

Ｏ ｜ ｉ› ＝
｜ ｉ›ꎬ ｘ( ｊ)ｉ ≠􀭹ｘ( ｊ)ꎬ　 ｙｉ≠ｃｋꎬ
－ ｜ ｉ›ꎬ ｘ( ｊ)ｉ ＝􀭹ｘ( ｊ)ꎬ　 ｙｉ ＝ ｃｋ .{ (１２)

构造与之对应的 Ｇｋｊ算子ꎬ
Ｇｋｊ ＝(２ ｜ χＮ›‹χＮ ｜ －ＩＮ)Ｏꎬ (１３)

式中ꎬ ｜ χＮ› ＝
∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ ｉ›

Ｎ
ꎬＩＮ 是 Ｎ×Ｎ的单位矩阵.

Ｇｋｊ算子拥有 ２个本征值 λ± ＝ｅ±２ｉθ(ｉ ＝ －１ )及相对应的本征态 ｜ψ±› ＝
｜ψ０›∓ｉ ｜ψ１›

２
.

那么ꎬ在 Ｇｋｊ算子的本征态空间上重新描述 ｜ψ›ꎬ可得:

｜ψ› ＝
ｅｉθｋｊ ｜ψ＋›＋ｅ－ｉθ

ｋｊ ｜ψ－›

２
. (１４)

然后借助辅助粒子进行相位估计[３]ꎬ可得:

｜ ０› ｜ψ０›
相位估计

→
∑
Ｍ

ｊ ＝ １
∑
Ｋ

ｋ ＝ １
(ｅｉθｋｊ ｜ 􀭴θｋｊ› ｜ ψ ＋› ＋ ｅ －ｉθ

ｋｊ ｜ π － 􀭴θｋｊ› ｜ ψ －›) ｜ 􀭹ｘ ｊ› ｜ ｃｋ›

２ＭＫ
. (１５)

步骤 ３:投影测量

对第 ２量子寄存器和第 ３量子寄存器进行投影测量ꎬ当测量结果为 ｜ 􀭹ｘ ｊ›和 ｜ ｃｋ›时ꎬ第 １ 量子寄存器就

塌缩到 ｜ 􀭴θｋｊ› . 然后ꎬ通过对该量子的测量ꎬ即可获得􀭴θｋｊ的信息. 显然ꎬ获得该测量结果的概率为
１
２ＭＫ
. 由于ꎬ

算法共有 Ｍ个属性和 ２个类别ꎬ因此ꎬ进行 Ｏ(２Ｍ)次上述操作ꎬ就可获得所需信息. 为了进一步提高算法

效率ꎬ可采用幅度放大技术[１８]ꎬ将操作次数减少到 Ｏ( Ｍ ) .
步骤 ４:计算类别

通过测量􀭴θｋｊ得到 Ｐ(􀭹ｘ( ｊ)ꎬｃｋ)ꎬ从而得到 Ｐ(Ｙ＝ ｃｋ)∏
Ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ(Ｘ ｊ ＝ｘ( ｊ) ｜Ｙ＝ ｃｋ) . 进行对比即可得到待分类数

据所属类别.

表 １　 复杂度分析

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ

算法流程 时间复杂度

步骤 １ Ｏ(ｌｏｇ ＭＮ)

步骤 ２ Ｏ(ｌｏｇ Ｎ)

步骤 ３ Ｏ( Ｍ )
步骤 ４ Ｏ(１)

总计 Ｏ[Ｍ(ｌｏｇ ＭＮ＋ Ｍ )]

３　 复杂度分析

这一节中ꎬ对上述量子算法的时间复杂度进行简要分析. 各步骤的时间复杂度如表 １所示.
步骤 １ꎬ利用 ＱＲＡＭ访问经典数据ꎬ制备初态ꎬ此步骤运行时间复杂度为 Ｏ(ｌｏｇ ＭＮ) . 步骤 ２ꎬ利用黑盒

ｏｒａｃｌｅ实现目标态的振幅翻转ꎬ对 Ｇｋｊ算子进行相位估计ꎬ由文献[３]可知ꎬ其时间复杂度为 Ｏ(ｌｏｇ Ｎ) . 步骤 ３ꎬ

通过投影测量ꎬ成功估计特定􀭴θｋｊ的概率为 １ / (２ＭＫ) . 结合幅度放大技术ꎬ只需重复进行 Ｏ( ２Ｍ)次操作即可

得到􀭴θｋｊꎬ其时间复杂度为 Ｏ( Ｍ) . 步骤 ４ꎬ在计算所得的数值中进行对比即可找出最大数值代表的类别ꎬ时

间复杂度为 Ｏ(１) . 综上所述ꎬ该算法的时间复杂度为 Ｏ[Ｍ(ｌｏｇ ＭＮ＋ Ｍ)] .
相对经典贝叶斯二元分类算法的时间复杂度 Ｏ(ＮＭ２＋Ｍ２)而言ꎬ显然ꎬ本文所提算法取得了量子指数级

加速的效果. 与时间复杂度为 Ｏ
􀭴ｋ２Ｍ２.５(ｌｏｇ２Ｍ＋ｌｏｇ Ｎ)

ε３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 的 Ｓｈａｏ 算法[１１]

进行对比ꎬ本文所提算法在时间复杂度上也略优于 Ｓｈａｏ 算法. 此外ꎬ
Ｓｈａｏ算法利用厄米矩阵块编码技术来实现量子加速的目的ꎬ这就要求

数据矩阵满足厄米条件ꎬ大大限制了该算法的适用范围. 本文所提算法

可以应用于任意数据矩阵ꎬ具有更高的普适性. 综上ꎬ本文所提算法可

实现量子指数级加速ꎬ且可应用的数据集更为广泛.

—０２１—
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４　 结论

本文将量子力学理论融入机器学习中ꎬ提出了一种量子贝叶斯分类算法ꎬ运用量子计数方法高效地估计

出所需数据ꎬ并设计了相应的量子电路图. 分析表明所提的量子贝叶斯算法的时间复杂度为 Ｏ[Ｍ(ｌｏｇ ＭＮ＋

Ｍ)]ꎬ当数据样本维数较低(Ｍ≤Ｎ)时ꎬ获得指数级加速. 该算法与仅可应用于厄米矩阵的 Ｓｈａｏ算法相比ꎬ
可适用于更为广泛的数据集.
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