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[摘要] 　 本文首先建立一类含不可微非线性项从无穷远处发出的单侧全局区间分歧定理. 我们将研究下列问

题结点解的存在性

ｘ(４)＝ ａ( ｔ)Ｆ(ｘ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{

其中ꎬ非线性项 Ｆ＝ ｆ＋ｇꎬ　 ｆꎬｇ∈Ｃ(Ｒ)ꎬ ｜ ｆ( ｓ) / ｓ ｜≤Ｍ１ꎬ０< ｜ ｓ ｜≤１ꎬＭ１ 是一个正的常数ꎻ ｜ ｆ( ｓ) / ｓ ｜ ≤Ｍ２ꎬＣ< ｜ ｓ ｜ ꎬＣ是

充分大的正常数ꎬＭ２ 是一个正的常数ꎻ对于 ｓ≠０ꎬ成立 ｓｇ( ｓ) >０ꎻ存在 ｇ０ꎬｇ∞ ∈(０ꎬ∞ )使得 ｇ０ ＝ ｌｉｍ ｜ ｓ ｜→０ｇ( ｓ) / ｓꎬ
ｇ∞ ＝ ｌｉｍ ｜ ｓ ｜→∞ ｇ( ｓ) / ｓ. 应用上述结果ꎬ研究一类非线性四阶边值问题结点解的存在性.
[关键词] 　 四阶边值问题ꎬ单侧全局区间分歧ꎬ结点解
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ｘ(４)＝ ａ( ｔ)Ｆ(ｘ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍ Ｆ ｈａｓ ｔｈｅ ｆｏｒｍ Ｆ＝ ｆ＋ｇꎬｗｈｅｒｅ ｆꎬｇ∈Ｃ(Ｒ)ꎬｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ: ｜ ｆ( ｓ) / ｓ ｜ ≤Ｍ１ꎬ０< ｜ ｓ ｜ ≤
１ꎬｗｈｅｒｅ Ｍ１ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔꎻ ｜ ｆ( ｓ) / ｓ ｜≤Ｍ２ꎬＣ< ｜ ｓ ｜ ꎬｆｏｒ ｓｏｍｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｃ ｌａｒｇｅ ｅｎｏｕｇｈꎬｗｈｅｒｅ Ｍ２ ｉｓ ａ ｐｏｓｉ￣
ｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔꎻｓｇ( ｓ)>０ ｆｏｒ ｓ≠０ꎻＴｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔ ｇ０ꎬｇ∞ ∈(０ꎬ∞ ) ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｇ０ ＝ ｌｉｍ ｜ ｓ ｜→０ｇ( ｓ) / ｓꎬｇ∞ ＝ ｌｉｍ ｜ ｓ ｜→∞ ｇ( ｓ) / ｓ. Ｂｙ
ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｒｅｓｕｌｔꎬｗｅ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｄａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓꎬｇｌｏｂａｌ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎꎬｎｏｄａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

下列四阶边值问题表示两端简单支撑梁的方程

ｘ(４)＝ ａ( ｔ)Ｆ(ｘ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{ (１)

２０１２ 年ꎬ代国伟[１]建立了与问题(１)对应的下列线性特征值问题的谱理论

—１—
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ｘ(４)＝ λａ( ｔ)(ｘ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{ (２)

随后ꎬ代国伟等[２]建立了问题(１)的单侧全局分歧结果. 然而ꎬ上述问题都是非线性项在零处和无穷

远处满足渐进线性增长条件.
Ｂｅｒｅｓｔｙｃｋｉ[３]研究了一类非线性项在零处和无穷远处满足非渐进线性增长条件的二阶问题的区间分

歧问题. Ｓｃｈｍｉｔｔ 和 Ｓｍｉｔｈ[４]部分地提升了[３]的研究结果. 最近ꎬ马如云等[５] 研究了一类非线性项在零处

和无穷远处满足非渐进线性增长条件的二阶问题的区间分歧问题ꎬ提升了[３]的研究结果. 随后ꎬ代国伟

等[６－７]研究了与[３]和[５]相似的问题.
文献[８]研究了下列问题

ｘ(４)＝ λａ( ｔ)ｘ＋Ｆ( ｔꎬｘꎬｘ′ꎬλ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{ (３)

其中ꎬ非线性项 Ｆ＝ ｆ＋ｇꎬｆꎬｇ∈Ｃ([０ꎬ１]×Ｒ３)且满足下列条件:
(Ｈ１)　 ａ∈Ｃ([０ꎬ１]ꎬ(０ꎬ∞ ))在[０ꎬ１]的任何子区间上都有 ａ( ｔ)≠０ 成立.
(Ｈ２)　 对任何 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ０< ｜ ｘ ｜≤１ꎬ ｜ ｓ ｜≤１ 以及 λ∈Ｒꎬ都有 ｜ ｆ( ｔꎬｘꎬｓꎬλ) / ｘ ｜≤Ｍ１ 成立ꎬ其中 Ｍ１是一

个正常数.
(Ｈ３)　 在(ｘꎬｓ)＝ (０ꎬ０)附近ꎬ对于 ｔ∈[０ꎬ１]和 λ 在有界集上取值时ꎬｇ( ｔꎬｘꎬｓꎬλ)＝ ｏ( ｜ ｘ ｜ ＋ ｜ ｓ ｜ )一致

成立.
当满足条件(Ｈ１)－(Ｈ３)时ꎬ作者[８]获得了问题(３)从零点发出的单侧全局分歧定理如下:
定理 １[８] 　 令(Ｈ１)ꎬ(Ｈ２)ꎬ(Ｈ３)成立. 设 ｄ１ ＝Ｍ１ / ａ０ꎬ其中 ａ０ ＝ｍｉｎｔ∈[０ꎬ１]ａ( ｔ)ꎬ令 Ｉ０ｋ ＝[λｋ－ｄ１ꎬλｋ＋ｄ１]ꎬ对

每个 ｋ∈Ｎ. Ｌ＋ｋ∪(Ｉ０ｋ×{０})的连通分支 Ｄ＋
ｋ 包含 Ｉ０ｋ ×{０}是无界的并且属于 Φ＋

ｋ∪( Ｉ０ｋ ×{０})ꎬ同时 Ｌ－ｋ∪( Ｉ０ｋ ×
{０}) 的连通分支 Ｄ－

ｋ 包含 Ｉ０ｋ×{０}是无界的并且属于 Φ－
ｋ∪(Ｉ０ｋ×{０}) .

１　 预备知识

令 Ｙ＝Ｃ[０ꎬ１]ꎬ其上范数为‖ｘ‖∞ ＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１]

｜ ｘ( ｔ) ｜ .令 Ｅ ＝ {ｘ∈Ｃ３[０ꎬ１] ｜ ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝

０}ꎬ其上范数为

‖ｘ‖＝ｍａｘ{‖ｘ‖∞ ꎬ‖ｘ′‖∞ ꎬ‖ｘ″‖∞ ꎬ‖ｘ‴‖∞ } .
定义线性算子 Ｌ:Ｄ(Ｌ)⊂Ｅ→Ｙ

Ｌｘ＝ ｘ(４)ꎬｘ∈Ｄ(Ｌ)ꎬ
其中 Ｄ(Ｌ)＝ {ｘ∈Ｃ４[０ꎬ１] ｜ ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０} . 则 Ｌ 是闭算子且 Ｌ－１:Ｙ→Ｅ是全连续算子. 令
Ｉ＝(０ꎬ１) .

接下来ꎬ从文献[１ꎬ２]中引述下列预备知识.
定义 １[２] 　 令 ｕ∈Ｅ和 ｔ∗∈Ｉ使得 ｕ( ｔ∗)＝ ｕ″( ｔ∗)＝ ０ 成立. 若 ｕ′( ｔ∗)≠０ 或 ｕ‴( ｔ∗)≠０ꎬ则称 ｔ∗是一

个推广的简单零点. 否则ꎬ称 ｔ∗是一个推广的加倍零点. 假如 ｕ 不存在一个推广的加倍零点ꎬ则称 ｕ 是一

个结点解.
用 Ｓ＋ｋ 记为 Ｅ 中在(０ꎬ１)上有 ｋ－１ 推广的简单零点ꎬ并且在 ｔ＝ ０ 附近为正的函数的集合ꎬ令 Ｓ－ｋ ＝ －Ｓ＋ｋ ꎬ

和 Ｓｋ ＝Ｓ
＋
ｋ∪Ｓ

－
ｋ 两个集合是 Ｅ中不相交的开集. 令 Φνｋ ＝Ｒ×Ｓνｋꎬν∈{＋ꎬ－}和 Φｋ ＝Ｒ×Ｓｋ 伴随着乘积拓扑.

当 ａ 满足(Ｈ１)ꎬ下列引理成立:
引理 １[１－２] 　 令(Ｈ１)成立. 则
(１)问题(２)存在一个无穷正特征值序列

０<λ１<λ２<􀆺<λｋ→＋∞ꎬｋ→＋∞ .
(２)每个特征值是简单的. 每个特征值 λｋ(ａ) 对应着唯一一个特征函数 ψｋꎬ并且其在(０ꎬ１)中有 ｋ－１

个推广的简单零点且在 ０ 附近是正的.
引理 ２[２] 　 若 (λꎬｘ) 是(３)在满足假设(Ｈ２)和(Ｈ３)的非平凡解且 ｘ存在一个推广的加倍零点ꎬ则 ｘ≡０.
注 １　 由引理 ２ꎬ当满足条件(Ｈ２)和(Ｈ３)时ꎬ假如 (λꎬｘ)是问题(３)的一个非平凡解ꎬ则 ｘ∈∪∞

ｋ＝１Ｓνｋ .

—２—
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２　 无穷远处单侧全局区间分歧

在空间 Ｒ×Ｅ中增加无穷远点{(λꎬ∞ ) ｜ λ∈Ｒ} .假设问题(３)的非线性项 Ｆ 满足 Ｆ ＝ ｆ＋ｇꎬ其中 ｆꎬｇ∈
Ｃ([０ꎬ１]×Ｒ３)ꎬ且满足下列条件:

(Ｈ４)　 对任何 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬＣ< ｜ ｘ ｜ ꎬＣ< ｜ ｓ ｜以及任意 λ∈Ｒꎬ都有 ｜ ｆ( ｔꎬｘꎬｓꎬλ) / ｘ ｜≤Ｍ２ 成立ꎬ其中 Ｍ２是一

个正常数.
(Ｈ５)　 在(ｘꎬｓ)＝ (∞ ꎬ∞ )附近ꎬ对于 ｔ∈[０ꎬ１]和 λ 在有界集上取值时ꎬｇ( ｔꎬｘꎬｓꎬλ)＝ ｏ( ｜ ｘ ｜ ＋ ｜ ｓ ｜ )一

致成立.
当满足条件(Ｈ４)和(Ｈ５)时ꎬＪ 记为问题(３)在 Ｒ×Ｅ中非平凡解的闭包ꎬ对于 ｕ∈Ｓνｋ和 Ｊｋ ＝Ｊ＋

ｋ∪Ｊ－
ｋ ꎬ

Ｊνｋ 记为问题(３)在 Ｊ 中的子集.
定理 ２　 令(Ｈ１)ꎬ(Ｈ４)ꎬ(Ｈ５)成立. 设 ｄ２ ＝Ｍ２ / ａ０ꎬ其中 ａ０ ＝ｍｉｎｔ∈[０ꎬ１]ａ( ｔ)ꎬ对每个 ｋ∈Ｎꎬ令 Ｉ∞ｋ ＝[λｋ－

ｄ２ꎬλｋ＋ｄ２] . 对每个 ν∈{＋ꎬ－}ꎬ存在 Ｊνｋ∪( Ｉ∞ｋ ×{∞ })的包含 Ｉ∞ｋ ×{∞ }的无界连续分支 Ｄνｋ . 进而ꎬ若 Λ⊂Ｒ
是一个区间ꎬ使得 Λ∩(∪∞

ｋ＝１Ｉ∞ｋ )＝ Ｉ∞ｋ 且 Ｍ 是 Ｉ∞ｋ ×{∞ }的一个领域ꎬＭ 在 Ｒ 上的投影属于 Λ 且在 Ｅ 上的

投影远离 ０ 并且有界ꎬ则要么成立

１ｏ Ｄνｋ－Ｍ 在 Ｒ×Ｅ上有界并且 Ｄνｋ－Ｍ 经过 Ｔ＝{(λꎬ０) ｜λ∈Ｒ} .
要么成立

２ｏ Ｄνｋ－Ｍ 是无界的.
假如 ２ｏ 成立且 Ｄνｋ－Ｍ 在 Ｒ 上存在一个有界投影ꎬ则对于一些 ｊ≠ｋꎬＤνｋ－Ｍ 经过 Ｉ∞ｊ ×{∞ } . 进而ꎬ存在

Ｉ∞ｊ ×{∞ }的一个邻域 Ｎ⊂Ｍ 使得对于 ν∈{＋.－}ꎬ成立(Ｄνｋ∩Ｎ)⊂Φνｋ∪( Ｉ∞ｋ ×{∞ }) .
证明　 相似于[９ꎬ定理 １.６]的证明ꎬ但是为了方便ꎬ给出一个大概的框架.
假设 (λꎬｘ)∈Ｊ 且 ‖ｘ‖≠０ꎬ用 ‖ｘ‖２ 除以(３)两边且令 ｙ＝ ｘ /‖ｘ‖２ꎬ则

ｙ(４)( ｔ)＝ λａ( ｔ)ｙ( ｔ)＋Ｆ( ｔꎬｘꎬｘ′ꎬλ)
‖ｘ‖２ ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ

ｙ(０)＝ ｙ(１)＝ ｙ″(０)＝ ｙ″(１)＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

定义

􀭴ｆ( ｔꎬｙꎬｙ′ꎬλ)＝
‖ｙ‖２ ｆ( ｔꎬ ｙ

‖ｙ‖２ꎬ
ｙ′

‖ｙ‖２ꎬλ)ꎬ ｙ≠０ꎬ

０ꎬ ｙ＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï

和

􀭹ｇ( ｔꎬｙꎬｙ′ꎬλ)＝
‖ｙ‖ｇ( ｔꎬ ｙ

‖ｙ‖２ꎬ
ｙ′

‖ｙ‖２ꎬλ)ꎬ ｙ≠０ꎬ

０ꎬ ｙ＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï

显然ꎬ(４)等价于

ｙ(４)( ｔ)＝ λａ( ｔ)ｙ( ｔ)＋􀭴ｆ( ｔꎬｙꎬｙ′ꎬλ)＋􀭹ｇ( ｔꎬｙꎬｙ′ꎬλ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｙ(０)＝ ｙ(１)＝ ｙ″(０)＝ ｙ″(１)＝ ０ꎬ{ (５)

显然ꎬ(λꎬ０) 是(５)的一个解. 通过简单计算ꎬ由(Ｈ４)ꎬ(Ｈ５)可得

(Ｈ６)　 对任何 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ０< ｜ ｙ ｜≤１ꎬ ｜ ｙ′ ｜≤１ 以及 λ∈Ｒꎬ都有 ｜􀭴ｆ( ｔꎬｙꎬｙ′ꎬλ) / ｙ ｜ ≤Ｍ２ 成立ꎬ其中 Ｍ２是

一个正常数.
(Ｈ７)　 在(ｙꎬｙ′)＝ (０ꎬ０)附近ꎬ对于 ｔ∈[０ꎬ１]和 λ在有界集上取值时ꎬ􀭹ｇ( ｔꎬｙꎬｙ′ꎬλ)＝ ｏ( ｜ ｙ ｜ ＋ ｜ ｙ′ ｜ )一

致成立.
现在ꎬ将定理 １ 用到问题(５)ꎬ可知 Ｌ＋ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０})和 Ｌ

－
ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０})存在两个 分别包括 Ｉ０ｋ×{０}的无界

连续统 Ｃ＋
ｋꎬ０和 Ｃ

－
ｋꎬ０使得 Ｃ＋

ｋꎬ０⊂Φ
＋
ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０})和 Ｃ

－
ｋꎬ０⊂Φ

－
ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０}) .

对于每个 ν∈{＋.－}ꎬ在映射 ｙ→
ｙ

‖ｙ‖２ ＝ ｘ.Ｃ
ν
ｋꎬ０→Ｄνｋ满足(３) .显然ꎬＤνｋ 满足定理的结论.

—３—
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南京师大学报(自然科学版) 第 ４５ 卷第 １ 期(２０２２ 年)

最后ꎬ可以证明存在 Ｉ∞ｋ ×{∞}的一个邻域 Ｎ⊂Ｍ 使得(Ｄνｋ∩Ｎ)⊂Φνｋ∪(Ｉ∞ｋ ×{∞ })ꎬν∈{＋.－} . 接下来ꎬ
仅仅证明 ν＝＋ꎬ因为 ν＝－ 的情况相似可得. 显然ꎬ逆映射 ｙ→ｙ /‖ｙ‖２ ＝ ｘ. 映 Ｉ０ｋ×{０} 到 Ｉ∞ｋ ×{∞ } . 令 Ｏ 是

Ｉ０ｋ×{０}的一个无界邻域.则 (Ｃ＋
ｋꎬ０∩(Ｏ ＼(Ｉ０ｋ×{０})))⊂Φ

＋
ｋ ꎬ其中 Ｃ＋

ｋꎬ０是包括 Ｉ０ｋ×{０}且包含在 Φ＋
ｋ∪(Ｉ∞ｋ ×{∞ })

中的无界子连续统.同时ꎬ通过逆映射 ｙ→ｙ /‖ｙ‖２ ＝ ｘꎬＣ＋
ｋꎬ０∩(Ｏ ＼ ( Ｉ０ｋ ×{０}))变为 Ｉ∞ｋ ×{∞ }的一个去心领域

Ｎ０ . 显然ꎬ(λꎬｙ)∈Ｃ＋
ｋꎬ０∩(Ｏ ＼ ( Ｉ０ｋ ×{０}))显示存在一个常数 ｃ０ 使得 ０<‖ｙ‖≤ｃ０ . 进而ꎬ(λꎬｘ)∈Ｎ０ 说明

１ / ｃ０≤‖ｘ‖<＋∞ .取 Ｎ:＝Ｎ０∪(Ｉ∞ｋ ×{∞})ꎬ则有(Ｄ＋
ｋ∩Ｎ)⊂(Φ＋

ｋ∪(Ｉ∞ｋ ×{∞})) .

３　 应用

在这部分ꎬ通过定理 １ꎬ定理 ２ꎬ可得下列问题结点解的存在性

ｘ(４)＝ ａ( ｔ)Ｆ(ｘ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{ (６)

其中 ａ满足(Ｈ１) . 假设非线性项 Ｆ满足 Ｆ＝ ｆ＋ｇꎬ其中 ｆꎬｇ∈Ｃ(Ｒ)且满足:
(Ａ１) ｜ ｆ( ｓ) / ｓ ｜≤Ｍ１ꎬ０< ｜ ｓ ｜≤１ꎬ其中 Ｍ１是一个正常数.
(Ａ２)对一些充分大的正常数 Ｃꎬ成立 ｜ ｆ( ｓ) / ｓ ｜≤Ｍ２ꎬＣ< ｜ ｓ ｜ ꎬ其中 Ｍ２是一个正常数.
(Ａ３)对于 ｓ≠０ꎬ成立 ｓｇ( ｓ)>０.
(Ａ４)存在 ｇ０ꎬｇ∞ ∈(０ꎬ∞ ) 使得

ｇ０ ＝ ｌｉｍ
｜ ｓ ｜→０

ｇ( ｓ)
ｓ

ꎬｇ∞ ＝ ｌｉｍ
｜ ｓ ｜→∞

ｇ( ｓ)
ｓ
.

以下是本文主要结果:
定理 ３　 令 ａ０ ＝ｍｉｎｔ∈[０ꎬ１]ａ( ｔ)ꎬａ０ ＝ｍａｘｔ∈[０ꎬ１] ａ( ｔ) .假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一

些 ｋ∈Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０>Ｍ１ａ０ 和 ｇ∞ ａ０>Ｍ１ａ０ 成立ꎬ要么成立

ｇ∞ ＋
Ｍ２ａ０

ａ０
<λｋ<ｇ０－

Ｍ１ａ０

ａ０
ꎬ (７)

要么成立

ｇ０＋
Ｍ１ａ０

ａ０
<λｋ<ｇ∞ －

Ｍ２ａ０

ａ０
. (８)

则问题(６)存在两个解 ｘ＋ｋ ꎬｘ
－
ｋ ꎬ使得 ｘ＋ｋ 在(０ꎬ１)中存在 ｋ－１ 推广的简单零点且在 ｔ ＝ ０ 附近为正ꎬ并且

ｘ－ｋ在(０ꎬ１)中存在 ｋ－１ 推广的简单零点且在 ｔ＝ ０ 附近为负.
定理 ４　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一些 ｋ∈Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０ >Ｍ１ａ０ 并且 ｇ∞ ａ０≤

Ｍ２ａ０ 成立ꎬ对于

ｇ∞ ＋
Ｍ２ａ０

ａ０
<λｋ<ｇ０－

Ｍ１ａ０

ａ０
ꎬ

定理 ３ 的结论是有效的.
定理 ５　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一些 ｋ∈Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０≤Ｍ１ａ０ 并且 ｇ∞ ａ０ >

Ｍ２ａ０ 成立ꎬ对于

ｇ０＋
Ｍ１ａ０

ａ０
<λｋ<ｇ∞ －

Ｍ２ａ０

ａ０
ꎬ

定理 ３ 的结论是有效的.
注 ２　 由(Ａ４)ꎬ可得存在一个正常数 Ｍ３ꎬ对所有 ｓ≠０ꎬ使得 ｇ( ｓ) / ｓ≥Ｍ３ 成立.
注 ３　 假如 Ｍｉ≡０( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ则定理 ４ 和 ５ 的情况不会发生ꎬ并且定理 ３ 等价于[２ꎬ定理 ４.１](当权函

数为 ｇ( ｔ)>０) .
为了证明定理 ３ꎬ需要下列结果.
引理 ３　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一些 ｋ∈Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０ >Ｍ１ａ０ 和 ｇ∞ ａ０ >Ｍ２ａ０

成立ꎬ要么(７)成立ꎬ要么(８)成立ꎬ则
—４—
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(１)分别存在 Ｌ＋ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０})和 Ｌ
－
ｋ∪( Ｉ０ｋ ×{０})的两个不同的无界连通分支 Ｄ＋

ｋꎬ０和 Ｄ
－
ｋꎬ０分别满足 Ｉ０ｋ ×

{０}⊆Ｄ＋
ｋꎬ０和 Ｉ０ｋ×{０}⊆Ｄ

－
ｋꎬ０ꎬ并且 Ｄ＋

ｋꎬ０⊆Φ
＋
ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０}) 和 Ｄ－

ｋꎬ０⊆Φ
－
ｋ∪( Ｉ０ｋ×{０}) .

(２)分别存在Ｊ＋
ｋ∪(Ｉ∞ｋ ×{∞})和Ｊ－

ｋ∪(Ｉ∞ｋ ×{∞})的两个不同的无界连通分支 Ｄ＋
ｋꎬ∞ 和 Ｄ－

ｋꎬ∞ ꎬ并且它们满

足定理 ２ 的条件. 进而ꎬ存在 Ｉ∞ｋ ×{∞ }的一个邻域 Ｎ⊂Ｍ 使得对于 ν∈{＋.－}ꎬ成立(Ｄνｋꎬ∞ ∩Ｎ)⊂(Φνｋ∪
( Ｉ∞ｋ ×{∞ })) .

证明　 首先ꎬ研究下列问题的分歧现象

ｘ(４)＝ λａ( ｔ)ｇ(ｘ)＋ａ( ｔ) ｆ(ｘ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ(１)＝ ｘ″(０)＝ ｘ″(１)＝ ０ꎬ{ (９)

其中 λ>０ 是一个参数.
(１)显然ꎬ由条件(Ａ１)可得

ａ( ｔ) ｆ( ｓ)
ｓ

≤Ｍ１ａ０ꎬ０< ｜ ｓ ｜≤１. (１０)

令 ζ∈Ｃ(ＲꎬＲ) 使得

ｇ(ｘ)＝ ｇ０ｘ＋ζ(ｘ)ꎬ (１１)
其中 ｌｉｍ

｜ ｘ ｜→０
ζ(ｘ) / ｘ＝ ０. 令 􀭰ζ(ｘ)＝ ｍａｘ

０≤｜ ｓ ｜≤ｘ
｜ ζ( ｓ) ｜ ꎬ其中 􀭰ζ(ｘ)是非减的且

ｌｉｍ
ｘ→０＋

􀭰ζ(ｘ)
ｘ

＝ ０.

进而可得

｜ ζ(ｘ) ｜
‖ｘ‖

≤
􀭰ζ( ｜ ｘ ｜ )
‖ｘ‖

≤
􀭰ζ(‖ｘ‖∞ )

‖ｘ‖
≤ζ(‖ｘ‖)

‖ｘ‖
ꎬ‖ｘ‖→０. (１２)

因此ꎬ由(９)ꎬ(１０)ꎬ(１１)和(１２)可知条件(Ｈ２)和(Ｈ３)成立. 进而ꎬ令 ｄ１ ＝Ｍ１ａ０ / ｇ０ａ０

和 Ｉ０ｋ ＝
λｋ
ｇ０

－ｄ１ꎬ
λｋ
ｇ０

＋ｄ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú . 由定理 １ꎬ可得结论.

(２)显然ꎬ由条件(Ａ２)可得

ａ( ｔ) ｆ( ｓ)
ｓ

≤Ｍ２ａ０ꎬＣ< ｜ ｓ ｜ . (１３)

令 ξ∈Ｃ(ＲꎬＲ) 使得

ｇ(ｘ)＝ ｇ０ｘ＋ξ(ｘ)ꎬ (１４)
其中 ｌｉｍ

｜ ｘ ｜→＋∞
ξ(ｘ) / ｘ＝ ０. 􀭰ξ(ｘ)＝ ｍａｘ

０≤｜ ｓ ｜≤ｘ
｜ ξ( ｓ) ｜ ꎬ则 􀭰ξ(ｘ)是非减的且

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

􀭰ξ(ｘ)
ｘ

＝ ０. (１５)

进而ꎬ由(１５)可得

｜ ξ(ｘ) ｜
‖ｘ‖

≤
􀭰ξ( ｜ ｘ ｜ )
‖ｘ‖

≤
􀭰ξ(‖ｘ‖∞ )

‖ｘ‖
≤

􀭰ξ(‖ｘ‖)
‖ｘ‖

ꎬ‖ｘ‖→＋∞ . (１６)

因此ꎬ由(１３)ꎬ(１４)和(１６)可知条件(Ｈ４)和(Ｈ５)成立. 进而ꎬ令 ｄ２ ＝Ｍ２ａ０ / ｇ∞ ａ０ 和 Ｉ∞ｋ ＝
λｋ
ｇ∞

－ｄ２ꎬ
λｋ
ｇ∞

＋ｄ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

由定理 ２ꎬ可得下列结果.
引理 ４　 Ｄνｋꎬ０和 Ｄνｋꎬ∞(ν＝{＋ꎬ－})可由引理 ３ 获得ꎬ则 Ｄ＋

ｋꎬ０ ＝Ｄ
＋
ｋꎬ∞ 和 Ｄ－

ｋꎬ０ ＝Ｄ
－
ｋꎬ∞ .

证明　 仅证 Ｄ＋
ｋꎬ０ ＝Ｄ

＋
ｋꎬ∞ ꎬ因为 Ｄ－

ｋꎬ０ ＝Ｄ
－
ｋꎬ∞ 的证明是相似的.

(１)下列将证明定理 ２ 中的 １Ｏ发生.
可以证明 Ｔ的一些点(λ∗ꎬ０)经过 Ｄ＋

ｋꎬ∞ . 事实上ꎬ假如上述结论成立ꎬ可以获得 λ∗∈Ｉ０ｋ . 反设 λ∗∉Ｉ０ｋꎬ
因此对一些 ｊ≠ｋꎬ成立 λ∗∈Ｉ０ｊ . 因此(Ｄ＋

ｋꎬ∞ ∩Ｎ)⊂Ｄ＋
ｋꎬ∞ ⊂Ｄ＋

ｊꎬ∞ ⊂(Φ＋
ｊ ∪( Ｉ∞ｊ ×{０}))ꎬ记 (Ｄ＋

ｋꎬ∞ ∩Ｎ)∩(Ｒ×
{０})＝ ϕꎬ与 (Ｄ＋

ｋꎬ∞ ∩Ｎ)⊂(Φ＋
ｋ∪( Ｉ∞ｋ ×{∞ })) 矛盾. 因此 λ∗∈Ｉ０ｋꎬ进而 Ｄ＋

ｋꎬ０ ＝Ｄ
＋
ｋꎬ∞ .

—５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４５ 卷第 １ 期(２０２２ 年)

　 　 (２)下列证明定理 ２ 的 ２Ｏ 不发生.
反设定理 ２ 的 ２Ｏ发生ꎬ则可以推出矛盾. 分如下两步来证明.
第一步　 下面证明 Ｄ＋

ｋꎬ∞ －Ｍ 在 Ｒ 上存在一个有界投影.
首先ꎬ证明 Ｄ＋

ｋꎬ∞ ⊂Φ＋
ｋ . 假如 (Ｄ＋

ｋꎬ∞ －(Ｄ＋
ｋꎬ∞ ∩Ｎ))⊄Φ＋

ｋ ꎬ则 存在(μꎬｘ)∈(Ｄ＋
ｋꎬ∞ －(Ｄ＋

ｋꎬ∞ ∩Ｎ))∩(Ｒ×∂Ｓｋ) .
因为 ｘ∈∂Ｓｋꎬ通过引理 ２ꎬ可得 ｘ≡０ꎬ换言之定理 ２ 中的 １Ｏ发生ꎬ产生矛盾.

相反ꎬ假设

(μｎꎬｙｎ)∈Ｄ
＋
ｋꎬ∞ －Ｍ 使得 ｌｉｍ

ｎ→∞
μｎ ＝∞ .

进而

ｙ(４)ｎ( ｔ)＝ μｎａ( ｔ)ｇ(ｙｎ)＋ａ( ｔ) ｆ(ｙｎ) .
令

０＝ (０ꎬｎ)< (１ꎬｎ)< (２ꎬｎ)􀆺< (ｋ－１ꎬｎ)< (ｋꎬｎ)＝ １ꎬ
记为 ｙｎ 在(０ꎬ１)中的推广的简单零点. 则ꎬ若有必要ꎬ选择如下的一个子序列ꎬ

ｌｉｍ
ｎ→∞
 ( ｌꎬｎ)＝ ( ｌꎬ∞ )ꎬｌ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ} .

可以断言存在 ｌ０∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ} . 使得

 ( ｌ０ꎬ∞ )< ( ｌ０＋１ꎬ∞ ) .
否则ꎬ下式成立

１＝ ∑
ｋ－１

ｌ ＝ ０
( ( ｌ＋１ꎬｎ)－ ( ｌꎬｎ))→ ∑

ｋ－１

ｌ ＝ ０
( ( ｌ＋１ꎬ∞ )－ ( ｌꎬ∞ ))＝ ０.

产生矛盾.
令 (αꎬβ)⊂( ( ｌ０ꎬ∞ )ꎬ ( ｌ０＋１ꎬ∞ ))ꎬ其中 α<β.对所有充分大的 ｎꎬ成立 (αꎬβ)⊂( ( ｌ０ꎬｎ)ꎬ ( ｌ０＋１ꎬ

ｎ)) . 因此 ｙｎ在(αꎬβ)中不会变号.由注 ２ꎬ(Ａ１)和(Ａ２)ꎬ可得 ｌｉｍ
ｎ→∞

μｎ
ｇ(ｙｎ( ｔ))
ｙｎ( ｔ)

＋
ｆ(ｙｎ( ｔ))
ｙｎ( ｔ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ∞ 对任何 ｔ∈

(αꎬβ) .由[１０ꎬ引理 ４]的证明(也可以参考[１０ꎬ第 ４３ 页]的最后一段的注释)ꎬ可知对所有充分大的 ｎꎬｙｎ
在(αꎬβ)中一定变号ꎬ与 ｙｎ在(αꎬβ)中不变号相矛盾.

第二步　 可以证明对一些 ｊ≠ｋꎬＤ＋
ｋꎬ∞ －Ｍ 经过 Ｉ∞ｊ ×{∞ } 是不可能的.

反设 Ｄ＋
ｋꎬ∞ －Ｍ 经过 Ｉ∞ｊ ×{∞ } 对一些 ｊ≠ｋ. 因此存在 Ｉ∞ｊ ×{∞ }的一个邻域 􀭾Ｎ⊂􀮈Ｍ 使得 (Ｄ＋

ｋꎬ∞ －Ｍ)∩
(􀭾Ｎ ＼( Ｉ∞ｊ ×{∞ }))⊂Φ＋

ｊ ꎬ其中 􀮈Ｍ 是满足定理 ２ 假设的 Ｉ∞ｊ ×{∞ } 的一个邻域ꎬ与 Ｄ＋
ｋꎬ∞ ⊂Φ＋

ｋ矛盾.
定理 ３ 的证明:
由引理 ３ 和引理 ４ꎬ为了简单起见ꎬ可以记为 Ｄ＋

ｋ ＝Ｄ
＋
ｋꎬ０ ＝Ｄ

＋
ｋꎬ∞ 和 Ｄ－

ｋ ＝Ｄ
－
ｋꎬ０ ＝Ｄ

－
ｋꎬ∞ .

显然ꎬ问题(８)形如 (１ꎬｘ) 的解将产生问题(５)的一个解 ｘ.
此时ꎬｄ１<１ꎬｄ２<１. 由(６)ꎬ可得

λｋ
ｇ０

＋ｄ１<１ꎬ
λｋ
ｇ∞

－ｄ２>１ꎬ (１７)

由(７)ꎬ可得

λｋ
ｇ０

＋ｄ１<１ꎬ
λｋ
ｇ∞

－ｄ２>１ꎬ (１８)

由 Ｉ０ｋ ＝
λｋ
ｇ０

－ｄ１ꎬ
λｋ
ｇ０

＋ｄ１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 和 Ｉ

∞
ｋ ＝

λｋ
ｇ∞

－ｄ２ꎬ
λｋ
ｇ∞

＋ｄ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ进而 Ｒ×Ｅ的子集 Ｉ０ｋ×Ｅ 和 Ｉ∞ｋ ×Ｅ可以被超平面{１}×Ｅ

分离.进而ꎬＤ＋
ｋ和 Ｄ

－
ｋ 在 Ｒ×Ｅ中穿过超平面 {１}×Ｅ.

定理 ４ 的证明　 类似于定理 ３ 的证明. 此时ꎬ由 ｄ１<１ꎬｄ２≥１ꎬ可知(１７)成立. 由 ｄ２≥１ꎬ可知(１８)不可

能成立.
定理 ５ 的证明　 类似于定理 ３ 的证明.
此时ꎬｄ１≥１ꎬｄ２<１ꎬ进而(１８)成立. 由 ｄ１≥１ꎬ可知(１７)不可能成立.
注 ４　 如果 ｄ１≥１ꎬｄ２≥１ꎬ则(１７)和(１８)是不可能成立ꎬ进而 Ｒ×Ｅ 中的子集 Ｉ０ｋ×Ｅ 和 Ｉ∞ｋ ×Ｅ 不可能被

—６—
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超平面{１}×Ｅ分离. 此种情况下ꎬ不能找到一个适合的 ｒ 区间ꎬ使得问题(５)的结点解存在.在这种情况

下ꎬ进一步研究结点解的存在性是一个有趣的问题.
通过应用与定理 ３ꎬ４ 和 ５ 相似的方法ꎬ可以获得如下[１１ꎬ定理 ３.１]的推广结果.
定理 ６　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一些 ｋ∈Ｎ 和 ｊ∈{０}∪Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０>Ｍ１ａ０ 和

ｇ∞ ａ０>Ｍ１ａ０ 成立ꎬ要么成立

ｇ∞ ＋
Ｍ２ａ０

ａ０
<λｋ<λｋ＋１􀆺<λｋ＋ｊ<ｇ０－

Ｍ１ａ０

ａ０
ꎬ (１９)

要么成立

ｇ０＋
Ｍ１ａ０

ａ０
<λｋ<λｋ＋１􀆺<λｋ＋ｊ<ｇ∞ －

Ｍ２ａ０

ａ０
. (２０)

对于 ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ｊꎬ则问题(５)存在 ２( ｊ＋１)个解 ｘ＋ｋ＋ｉꎬｘ
－
ｋ＋ｉꎬ使得在(０ꎬ１)中存在 ｋ＋ｉ－１ 个推广的简单零点

且 ｘ＋ｋ＋ｉ在 ｔ＝ ０ 附近为正ꎬ并且 ｘ－ｋ＋ｉ在(０ꎬ１)中存在 ｋ＋ｉ－１ 个推广的简单零点且在 ｔ＝ ０ 附近为负.
定理 ７　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一些 ｋ∈Ｎ 和 ｊ∈{０}∪Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０>Ｍ１ａ０ 并

且 ｇ∞ ａ０≤Ｍ２ａ０ 成立ꎬ对于

ｇ∞ ＋
Ｍ２ａ０

ａ０
<λｋ<λｋ＋１􀆺<λｋ＋ｊ<ｇ０－

Ｍ１ａ０

ａ０
ꎬ

则定理 ６ 的结论成立.
定理 ８　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ａ１)ꎬ(Ａ２)ꎬ(Ａ３)ꎬ和(Ａ４)成立. 对一些 ｋ∈Ｎ 和 ｊ∈{０}∪Ｎꎬ假设 ｇ０ａ０≤Ｍ１ａ０

并且 ｇ∞ ａ０>Ｍ２ａ０ 成立ꎬ对于

ｇ０＋
Ｍ１ａ０

ａ０
<λｋ<λｋ＋１􀆺<λｋ＋ｊ<ｇ∞ －

Ｍ２ａ０

ａ０
ꎬ

则定理 ６ 的结论成立.
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