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[摘要] 　 设 Ａ(ｎ)表示 ｎ次分圆多项式的所有系数绝对值的最大值. 本文在 ５<ｑ<ｒ 为素数且满足 ｒ≡±３(ｍｏｄ ５ｑ)
的条件下ꎬ证明了 ２≤Ａ(５ｑｒ)≤３.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｌｅｔ Ａ(ｎ)ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｓｔ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎ￣ｔｈ ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Φｎ(ｘ). Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒꎬ ｆｏｒ ｏｄｄ ｐｒｉｍｅｓ ５<ｑ<ｒ ｗｉｔｈ ｒ≡±３(ｍｏｄ ５ｑ)ꎬｗｅ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ２≤Ａ(５ｑｒ)≤３.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌꎬｔｅｒｎａｒｙ ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌꎬｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

ｎ次分圆多项式 Φｎ(ｘ)是以所有的 ｎ次本原单位根为单零点的首一整系数多项式ꎬ令符号 ａ(ｎꎬｊ)表
示 Φｎ(ｘ)中 ｘ ｊ 的系数ꎬ即

Φｎ(ｘ)＝ ∏
１≤ｋ≤ｎ
(ｋꎬｎ) ＝ １

(ｘ－ｅ
２πｉｋ
ｎ )＝ ∑

φ(ｎ)

ｊ ＝ ０
ａ(ｎꎬｊ)ｘ ｊꎬ

其中 φ为欧拉函数. 利用数学归纳法可证 Φｎ(ｘ)为有理数域上的不可约多项式. 由于 ｎ是满足 Φｎ(ｘ) ｜ ｘｎ－１
的最小正整数ꎬ我们称 Φｎ(ｘ)为 ｎ次分圆多项式.

令 Ａ(ｎ)表示分圆多项式 Φｎ(ｘ)所有系数绝对值的最大值ꎬ并称 Ａ(ｎ)为 Φｎ(ｘ)的高度. 如果 Ａ(ｎ)＝
１ꎬ那么我们称分圆多项式 Φｎ(ｘ)为平坦的. 为了研究 Ａ(ｎ)ꎬ根据分圆多项式的性质ꎬ我们只需考虑 ｎ 为

无平方因子的奇素数的情形. 对于无平方因子的奇素数 ｎꎬ我们称 ｎ 的互异素因子个数为分圆多项式

Φｎ(ｘ)的阶. 事实上ꎬ一阶和二阶分圆多项式都是平坦的. 很久之前ꎬ人们就已经发现并不是所有的分圆多

项式都是平坦的ꎬ比如 ａ(１０５ꎬ７)＝ －２ꎬ因而三阶分圆多项式 Φ１０５(ｘ)就是非平坦分圆多项式.
三阶分圆多项式中既有平坦的也有非平坦的ꎬ其系数性质相比一阶和二阶分圆多项式变得相对复杂

起来ꎬ关于它的高度问题的研究是一项非常有意义的课题ꎬ但是完全决定三阶分圆多项式的高度具有很大

的困难. 因此目前大多数相关方面的研究都是在某些特定条件之下进行的. 接下来我们考虑关于 Φｐｑｒ(ｘ)
在如下情形方面的研究:设 ｐ<ｑ<ｒ 为奇素数且满足 ｒ≡±ω(ｍｏｄ ｐｑ)ꎬ其中 ω为整数.

２００７ 年ꎬＫａｐｌａｎ[１]在条件 ｒ≡±１(ｍｏｄ ｐｑ)之下证明了如下结果:
Ａ(ｐｑｒ)＝ １.

２０１２ 年ꎬ黄立君[２]和 Ｅｌｄｅｒ[３]独立地在条件 ｒ≡±２(ｍｏｄ ｐｑ)之下证明了如下结果:

—２１—





张　 彬ꎬ等:一类三阶分圆多项式的高度

Ａ(ｐｑｒ)＝
１ 若 ｑ≡１(ｍｏｄ ｐ)ꎬ
２ 其他.{

结合 Ｅｌｄｅｒ[３]中的结果ꎬ我们可得

命题 １　 设 ｐ<ｑ<ｒ 为满足 ｐ≡１(ｍｏｄ ３)ꎬｑ≡１(ｍｏｄ ３ｐ) 且 ｒ≡±３(ｍｏｄ ｐｑ) 的奇素数ꎬ则 Ａ(ｐｑｒ)＝ １.
２０１７ 年ꎬ作者在文[４]中研究了满足条件 ｒ≡±３(ｍｏｄ ５ｑ)的三阶分圆多项式的性质ꎬ首次在不固定素数 ｐ

的条件下ꎬ给出了一类无穷多的高度为 ３ 的三阶分圆多项式 Φｐｑｒ(ｘ) . 本文中ꎬ在 ｐ＝５ 且 ｒ≡±３(ｍｏｄ ５ｑ)的条

件下进一步讨论三阶分圆多项式的系数问题并证明如下结果:
定理 １　 设 ５<ｑ<ｒ为满足 ｒ≡±３(ｍｏｄ ５ｑ)的素数ꎬ则 ２≤Ａ(５ｑｒ)≤３.

１　 引理

在本部分ꎬ我们给出证明定理 １ 过程中需要的几个引理.
引理 １[１] 　 设 ｐ<ｑ<ｒ 为奇素数ꎬ则对于任意满足 ｓ>ｑ 且 ｓ≡±ｒ(ｍｏｄ ｐｑ)的素数 ｓꎬ我们有 Ａ( ｐｑｒ) ＝

Ａ(ｐｑｓ) .　
引理 ２[３ꎬ５] 　 设 ｐ<ｑ<ｒ为奇素数ꎬω为满足 ｒ≡ω(ｍｏｄ ｐｑ)的整数ꎬ则 Ａ(ｐｑｒ)≤｜ω ｜ .
引理 ３[１] 　 设 ｐ<ｑ<ｒ为奇素数. 令 ｎ为非负整数ꎬ ｆ( ｉ)为满足 ０≤ｆ( ｉ)≤ｐｑ－１ 且

ｒｆ( ｉ)＋ｉ≡ｎ(ｍｏｄ ｐｑ)ꎬ
的唯一整数. 我们有

(１) ∑
ｐ－１

ｉ ＝ ０
ａ(ｐｑꎬ ｆ( ｉ))＝ ∑

ｐ－１

ｉ ＝ ０
ａ(ｐｑꎬ ｆ(ｑ＋ｉ)) .

(２)设 ａ∗(ｐｑꎬｉ)＝
ａ(ｐｑꎬｉ) 若 ｒｉ≤ｎꎻ
０ 其他.{

则 ａ(ｐｑｒꎬｎ)＝ ∑
ｐ－１

ｉ ＝ ０
ａ∗(ｐｑꎬ ｆ( ｉ))－ ∑

ｐ－１

ｉ ＝ ０
ａ∗(ｐｑꎬ ｆ(ｑ＋ｉ)) .

引理 ３ 是一个十分重要的结果. 它把三阶分圆多项式的系数的计算问题转化为二阶分圆多项式的系

数计算问题. 目前二阶分圆多项式已经被国内外学者广泛研究ꎬ给出了相关的比较完整的结果. 特别地ꎬ
关于其系数的取值问题ꎬ我们有如下的结果:

引理 ４[６] 　 设 ｐ<ｑ为奇素数. 令 ｓ和 ｔ为满足如下条件的正整数:
ｐｑ＋１＝ ｐｓ＋ｑｔ.

则 ａ(ｐｑꎬｊ)＝
１ 若 ｊ＝ｕｐ＋ｖｑ且 ０≤ｕ≤ｓ－１ꎬ０≤ｖ≤ｔ－１ꎻ
－１ 若 ｊ＝ｕｐ＋ｖｑ＋１ 且 ０≤ｕ≤ｑ－ｓ－１ꎬ０≤ｖ≤ｐ－ｔ－１ꎻ
０ 其他.

ì

î

í

ïï

ïï

２　 定理 １ 的证明

利用引理 １ 可知ꎬ为了证明在

ｒ≡±３(ｍｏｄ ５ｑ)
条件下有 ２≤Ａ(５ｑｒ)≤３ꎬ我们只需要考虑情形:

ｒ≡３(ｍｏｄ ５ｑ) .
一方面ꎬ在引理 ２ 中取 ω＝ ３ꎬ可得 Ａ(５ｑｒ)≤３.
另一方面ꎬ为了证明 Ａ(５ｑｒ)≥２ꎬ根据函数 Ａ(ｎ)的定义ꎬ我们只需要在分圆多项式 Φ５ｑｒ(ｘ)中找到一

个大于 １ 或者小于－１ 的系数. 为实现这个目的ꎬ我们将利用引理 ３ 来证明如下命题:
命题 ２　 设 ５<ｑ<ｒ为满足 ｒ≡３(ｍｏｄ ５ｑ)的素数.

(１)若 ｑ≡１(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬ４ｑｒ
＋２ｒ
３

＋ｑæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ꎻ

(２)若 ｑ≡２(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ(５ｑｒꎬｑｒ＋３)＝ ２ꎻ

(３)若 ｑ≡４(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬｑｒ
－ｒ
３

＋２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －２ꎻ
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(４)若 ｑ≡７(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬｑｒ
－ｒ
３

＋２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －２ꎻ

(５)若 ｑ≡８(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬｑｒ
＋７ｒ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ꎻ

(６)若 ｑ≡１１(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬｑｒ
＋４ｒ
３

＋３æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ꎻ

(７)若 ｑ≡１３(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬｑｒ
＋１７ｒ
３

＋３æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ꎻ

(８)若 ｑ≡１４(ｍｏｄ １５)ꎬ则 ａ ５ｑｒꎬｑｒ
＋１６ｒ
３

＋４æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２.

证明　 (１)设 ｎ＝ ４ｑｒ＋２ｒ
３

＋ｑ. 将 ｎ的值代入同余式 ｒｆ( ｉ)＋ｉ≡ｎ(ｍｏｄ ５ｑ)并结合条件 ０≤ｆ( ｉ)≤５ｑ－１ 可

得 ｆ(０)＝ １０ｑ＋２
３

ꎬ ｆ(１)＝ ５ｑ＋１
３

ꎬ ｆ(２)＝ ０ꎬ ｆ(３)＝ １０ｑ－１
３

ꎬ ｆ(４)＝ ５ｑ－４
３

ꎬ ｆ(ｑ)＝ ４ｑ＋２
３

ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ １４ｑ＋１
３

ꎬ ｆ(ｑ＋

２)＝ ３ｑꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ ４ｑ－１
３

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １４ｑ－２
３
.

因此当 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ３ꎬ４ꎬｑ＋１ꎬｑ＋２ꎬｑ＋４}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)>ｎꎻ当 ｋ∈{２ꎬｑꎬｑ＋３}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)≤ｎ. 故

ａ∗(５ｑꎬ ｆ( ｉ))＝
ａ(５ｑꎬ ｆ( ｉ)) 若 ｋ∈{２ꎬｑꎬｑ＋３}ꎻ
０ 若 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ３ꎬ４ꎬｑ＋１ꎬｑ＋２ꎬｑ＋４} .{

那么借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(２))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３)) .

特别地ꎬ注意到 ｆ(２)＝ ０ꎬ ｆ(ｑ)＝ ｑ
－１
１５

５＋ｑ＋１.因而由引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(２))＝ １ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ))＝ －１. 代

入上式可得

ａ(５ｑｒ)＝ ２－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３)) .
再次利用引理 ４ 可知 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))的取值只可能为－１ꎬ０ 或者 １. 注意到此时 ｑ≡１(ｍｏｄ ５)ꎬ结合等

式 ５ｑ＋１＝ ５ｓ＋ｑｔ可得 ｓ＝ ４ｑ＋１
５

和 ｔ＝ １. 若 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))＝ １ꎬ则必有

ｆ(ｑ＋３)＝ ５ｕꎬ

其中 ０≤ｕ≤４ｑ－４
５
. 代入 ｆ(ｑ＋３)的值可得 １５ｕ＝４ｑ－１ꎬ此与条件 ｑ≡１(ｍｏｄ １５)矛盾. 故 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))≠１.

若 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))＝ －１ꎬ则必有

ｆ(ｑ＋３)＝ ５ｕ＋ｖｑ＋１ꎬ

其中 ０≤ｕ≤ｑ
－６
５

且 ０≤ｖ≤３. 由 ０<ｆ(ｑ＋３)<２ｑ得 ｖ＝ ０ 或者 １. 当 ｖ＝ ０ 时ꎬ可得 ｕ＝ ４ｑ－４
１５

ꎬ此与 ０≤ｕ≤ｑ
－６
５

矛

盾ꎻ当 ｖ＝ １ 时ꎬ可得 １５ｕ＝ ３ｑ－４ꎬ此与条件 ｑ≡１(ｍｏｄ １５)矛盾. 故 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))≠－１. 从而 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋
３))＝ ０ꎬ故 ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ ２.

(２)设 ｎ＝ｑｒ＋３. 利用同余式 ｒｆ( ｉ)＋ｉ≡ｎ(ｍｏｄ ５ｑ)并结合条件 ０≤ｆ( ｉ)≤５ｑ－１ 可得 ｆ(０)＝ ｑ＋１ꎬ ｆ(１)＝
１３ｑ＋２

３
ꎬ ｆ(２)＝ ８ｑ＋１

３
ꎬ ｆ(３)＝ ｑꎬ ｆ(４)＝ １３ｑ－１

３
ꎬ ｆ(ｑ)＝ ４ｑ＋１ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ２ｑ＋２

３
ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ ７ｑ＋１

３
ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ ４ｑꎬ

ｆ(ｑ＋４)＝ ２ｑ－１
３
.由此得当 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ꎬｑꎬｑ＋２ꎬｑ＋３}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)>ｎꎻ当 ｋ∈{３ꎬｑ＋１ꎬｑ＋４}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)≤ｎ.

那么借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(３))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋４)) .

注意到 ｆ(３)＝ ｑ且 ｆ(ｑ＋４)＝ ２ｑ－４
１５

５＋１.因而由引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(３))＝ １ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋４))＝ －１.
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代入上式可得

ａ(５ｑｒ)＝ ２－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１)) .
若 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))＝ １ꎬ则必有

ｆ(ｑ＋１)＝ ５ｕ＋ｖｑ.
由 ０<ｆ(ｑ＋３)<ｑ得 ｖ＝ ０ꎬ进而有 ２ｑ＋２＝ １５ｕꎬ此与条件 ｑ≡２(ｍｏｄ １５)矛盾. 故 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))≠１. 若

ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))＝ －１ꎬ则必有 ｆ(ｑ＋３)＝ ５ｕ＋ｖｑ＋１. 由 ０<ｆ(ｑ＋３)<ｑ 得 ｖ＝ ０. 从而 １５ｕ ＝ ２ｑ－２ꎬ此也与条件 ｑ≡
２(ｍｏｄ １５)矛盾. 所以 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋３))＝ ０ꎬ故 ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ ２.

(３)设 ｎ＝ｑｒ
－ｒ
３

＋２. 借助引理 ３ 中同余式并结合条件 ０≤ｆ(ｉ)≤５ｑ－１ 可得 ｆ(０)＝ １１ｑ＋１
３

ꎬ ｆ(１)＝ ２ｑꎬ ｆ(２)＝

ｑ－１
３

ꎬ ｆ(３)＝ １１ｑ－１
３

ꎬ ｆ(４)＝ ２ｑ－１ꎻ ｆ(ｑ)＝ ５ｑ＋１
３

ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ０ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ １０ｑ－１
３

ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ ５ｑ－２
３

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ ５ｑ－１.

故当 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ３ꎬ４ꎬｑꎬｑ＋２ꎬｑ＋３ꎬｑ＋４}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)>ｎꎻ当 ｋ∈{２ꎬｑ＋１}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)≤ｎ.
借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(２))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１)) .

因为 ｆ(２)＝ ｑ
－４
１５

５＋１ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ０ꎬ所以由引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(２))＝ －１ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１))＝ １. 代入

上式可得 ａ(５ｑｒ)＝ －２.

(４)设 ｎ＝ ｑｒ
－ｒ
３

＋２. 同理可得 ｆ(０)＝ ２ｑꎬ ｆ(１)＝ ｑ
－１
３

ꎬ ｆ(２)＝ １１ｑ－２
３

ꎬ ｆ(３)＝ ２ｑ－１ꎬ ｆ(４)＝ ｑ
－４
３

ꎻ ｆ(ｑ)＝ ０ꎬ

ｆ(ｑ＋１)＝ １０ｑ－１
３

ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ ５ｑ－２
３

ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ ５ｑ－１ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １０ｑ－４
３
. 由此即得当 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ꎬｑꎬｑ＋２ꎬｑ＋３}

时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)>ｎꎻ当 ｋ∈{１ꎬ４ꎬｑ}时ꎬ有 ｒｆ(ｋ)≤ｎ.
那么借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(１))＋ａ(５ｑꎬ ｆ(４))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ)) .

注意到 ｆ(４)＝ ｑ
－７
１５

５＋１ꎬ ｆ(ｑ)＝ ０. 因而由引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(４))＝ －１ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ))＝ １. 代入上

式可得

ａ(５ｑｒ)＝ －２＋ａ(５ｑꎬ ｆ(１)) .

由条件 ｑ≡７(ｍｏｄ １５)可知 ｆ(１)＝ ｑ
－１
３

不可表为 ５ｕ 或者 ５ｕ＋１ 的形式ꎬ所以 ａ(５ｑꎬ ｆ(１))≠±１. 进而

ａ(５ｑꎬ ｆ(１))＝ ０ꎬ由此即知 ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ －２.

(５)设 ｎ＝ ｑｒ
－ｒ
３
. 借助引理 ３ 可得 ｆ(０)＝ ｑ

＋７
３

ꎬ ｆ(１)＝ ２ｑ＋２ꎬ ｆ(２)＝ １１ｑ＋５
３

ꎬ ｆ(３)＝ ｑ
＋４
３

ꎬ ｆ(４)＝ ２ｑ＋１ꎻ

ｆ(ｑ)＝ １０ｑ＋７
３

ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ２ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ ５ｑ＋５
３

ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ １０ｑ＋４
３

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １. 故

ａ∗(５ｑꎬ ｆ( ｉ))＝
ａ(５ｑꎬ ｆ( ｉ)) 若 ｋ∈{０ꎬ３ꎬｑ＋１ꎬｑ＋４}ꎻ
０ 若 ｋ∈{１ꎬ２ꎬ４ꎬｑꎬｑ＋２ꎬｑ＋３} .{

借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(０))＋ａ(５ｑꎬ ｆ(３))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋４)) .

由于 ｆ(０)＝ ｑ
＋７
１５

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １ꎬ因而由引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(０))＝ １ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋４))＝ －１. 代入上式

可得

ａ(５ｑｒ)＝ ２＋ａ(５ｑꎬ ｆ(３))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１)) .

由条件 ｑ≡８(ｍｏｄ １５)可知 ｆ(３)＝ ｑ
－１
３

不可表为 ５ｕ 或者 ５ｕ＋１ 的形式ꎬ所以 ａ(５ｑꎬ ｆ(３))≠±１. 进而

ａ(５ｑꎬ ｆ(１))＝ ０ꎻ同理可知 ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１))＝ ０. 因此 ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ ２.
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(６)设 ｎ＝ｑｒ
＋４ｒ
３

＋３. 仿上可得 ｆ(０)＝ ｑ
＋７
３

ꎬ ｆ(１)＝ ２ｑ＋２ꎬ ｆ(２)＝ １１ｑ＋５
３

ꎬ ｆ(３)＝ ｑ
＋４
３

ꎬ ｆ(４)＝ ２ｑ＋１ꎻ ｆ(ｑ)＝

１０ｑ＋７
３

ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ２ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ ５ｑ＋５
３

ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ １０ｑ＋４
３

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １. 故

ａ∗(５ｑꎬ ｆ( ｉ))＝
ａ(５ｑꎬ ｆ( ｉ)) 若 ｋ∈{３ꎬｑ＋１ꎬｑ＋４}ꎻ
０ 若 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ꎬｑꎬｑ＋２ꎬｑ＋３} .{

借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(３))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋４)) .

由于 ｆ(３)＝ ｑ
＋４
１５

５ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ２ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １ꎬ因而由引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(３))＝ １ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋１))＝ ０ꎬ

ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋４))＝ －１. 代入上式可得 ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ ２.

(７)设 ｎ ＝ ｑｒ
＋１７ｒ
３

＋３. 仿上可得 ｆ(０) ＝ ｑ＋２０
３

ꎬ ｆ(１) ＝ １１ｑ＋１９
３

ꎬ ｆ(２) ＝ ２ｑ＋６ꎬ ｆ(３) ＝ ｑ＋１７
３

ꎬ ｆ(４) ＝

１１ｑ＋１６
３

ꎻ ｆ(ｑ)＝ １０ｑ＋２０
３

ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ５ｑ＋１９
３

ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ ６ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ １０ｑ＋１７
３

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ ５ｑ＋１６
３
. 因此有

ａ∗(５ｑꎬ ｆ( ｉ))＝
ａ(５ｑꎬ ｆ( ｉ)) 若 ｋ∈{３ꎬｑ＋２}ꎻ
０ 若 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ꎬｑꎬｑ＋１ꎬｑ＋３ꎬｑ＋４} .{

借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(３))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋２)) .

由于 ｆ(３)＝ ｑ
＋１７
１５

５ 和 ｆ(ｑ＋２)＝ ５＋１ꎬ利用引理 ４ 可推知 ａ(５ｑꎬ ｆ(３))＝ １ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋２))＝ －１ꎬ因而

ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ ２.

(８)设 ｎ＝ ｑｒ
＋１６ｒ
３

＋４. 仿上可得 ｆ(０) ＝ １１ｑ＋２０
３

ꎬ ｆ(１) ＝ ｑ＋１９
３

ꎬ ｆ(２) ＝ ２ｑ＋６ꎬ ｆ(３) ＝ １１ｑ＋１７
３

ꎬ ｆ(４) ＝

ｑ＋１６
３

ꎻ ｆ(ｑ)＝ ５ｑ＋２０
３

ꎬ ｆ(ｑ＋１)＝ ５ｑ＋１９
３

ꎬ ｆ(ｑ＋２)＝ ６ꎬ ｆ(ｑ＋３)＝ ５ｑ＋１７
３

ꎬ ｆ(ｑ＋４)＝ １０ｑ＋１６
３
. 因此有

ａ∗(５ｑꎬ ｆ( ｉ))＝
ａ(５ｑꎬ ｆ( ｉ)) 若 ｋ∈{４ꎬｑ＋２}ꎻ
０ 若 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬｑꎬｑ＋１ꎬｑ＋３ꎬｑ＋４} .{

借助引理 ３ 得

ａ(５ｑｒ)＝ ａ(５ｑꎬ ｆ(４))－ａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋２)) .

因为 ｆ(４)＝ ｑ
＋１６
１５

５ 和 ｆ(ｑ＋２)＝ ５＋１ꎬ所以利用引理 ４ 可得 ａ(５ｑꎬ ｆ(３))＝ １ꎬａ(５ｑꎬ ｆ(ｑ＋２))＝ －１. 从

而得到 ａ(５ｑｒꎬｎ)＝ ２.
这样便完成了命题 ２ 的证明ꎬ从而定理 １ 成立.
致谢:本文作者诚挚地感谢纪春岗教授的指导! 并对审稿专家的建议致以衷心的谢意!
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