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[摘要] 　 研究了需求关于销售价格线性敏感且随机的零售商最优订购与定价问题. 考虑到不同销售价格下单

位商品的缺货损失对零售商来说是不同的ꎬ给出了机会缺货损失的概念. 接着建立了随机需求下的平衡机会损

失与实际利润的最优订购与定价模型ꎬ得到了最大化净收益目标下进货量与销售价格的函数关系ꎬ并利用该函

数将原模型转化为只含一个决策变量的模型. 通过极值存在性的分析给出了零售商最大期望利润为正的必要条

件ꎬ并进一步给出了需求随机项的概率密度函数可导时利润函数极大值存在的充分条件. 通过所能获得的最大

利润ꎬ可分析零售商是否值得进行此次的订购与销售. 最后给出一个算例ꎬ对文中所获得的结论做一些补充.
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关于订购与定价问题的研究由来已久ꎬ其中影响决策的一个关键性因素是顾客需求量的表达. 一般

来说ꎬ需求与时间和价格相关ꎬ其中需求与时间的关系主要有线性、二次型、指数型和斜坡型[１]ꎬ而需求与

价格的关系常被表达为线性函数[２] . 除了季节性商品外ꎬ需求与未来时间的关系往往无法较准确地表达ꎬ
因此已有文献更多地关注需求与价格之间的关系.
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当需求关于价格确定性表达时ꎬ缺货一般不会发生ꎬ此时单纯考虑收益最大化目标下的最优订购与定

价缺乏理论深度与应用价值ꎬ研究往往结合实际问题通过增加约束条件ꎬ改变目标等进行ꎬ如根据商品的

可替代性和价格敏感性进行差异化定价[３]ꎬ考虑多阶段补货以降低库存成本[４]ꎬ具有价格调整成本的多

阶段订购与动态定价[５]等. 当需求的概率分布未知时ꎬ虽然建立了自适应定价策略和建立在该定价水平

上的基于乘法更新的随机订货决策[６]ꎬ然而该策略的理论意义大于其应用价值.
概率分布已知的随机需求下的零售商最优订购与定价问题ꎬ其基本设定是一个零售商面对价格敏感

且随机的需求同时确定订购量和销售价格以最大化期望收益[７] . 近些年来ꎬ对该问题的研究取得了许多

有意义的成果. 冯颖等[８]设定需求率为价格的线性函数乘以随机项ꎬ在此基础上研究了易变质产品的订

购与定价决策问题. Ｙａｎｇ 等[９]对最大化期望利润和期望收益双目标下的订购和定价问题进行了深入探

讨ꎬ给出了最优订购量和定价的唯一表达. 刘树人等[１０]考虑了拍卖式采购下的零售商订购与定价问题ꎬ涉
及供应商之间的竞争博弈ꎬ以及零售商权衡采购与需求的决策. Ｚｈａｎｇ 等[１１] 综合考虑了订购成本、运输成

本、税率和缺货损失等因素ꎬ对全球供应链管理中具有随机需求的定价与订购问题进行了详细研究. 最

近ꎬ张爱凤等[１２]和 Ｍｏｄａｋ 等[１３]将随机需求应用到双渠道定价问题中ꎬ探究了需求分布对渠道利润以及供

应商决策的影响. 曹裕等[１４]研究零售商促销努力下存在随机需求的非瞬时变质产品批量订货定价策略ꎬ
并给出了求解零售商最优补货周期和局部最优定价策略的算法.

在随机需求模型中ꎬ缺货损失对决策变量的确定起着关键性影响[１５] . Ｓｈｉ 等[１６－１７] 关于随机需求的订

购与定价的已有文献中ꎬ大多将单位缺货损失设定为常数ꎬ此时缺货损失仅与缺货数量相关. 然而ꎬ另外

一些学者认为缺货损失与当前销售价格有关ꎬ如 Ｓｃｈｗｅｉｔｚｅｒ 等[１８] 和 Ｘｕ 等[１９]ꎬ本文采纳他们的设定ꎬ即认

为缺货损失是一种机会成本ꎬ与销售价格和期望缺货数量有关. 降低销售价格虽然能提高销量ꎬ减少单位

缺货损失ꎬ但是单位商品的利润也随之降低. 因此ꎬ研究销售价格与销量之间的关系ꎬ以及寻找平衡机会

缺货损失与实际损失的最优销售价格ꎬ具有理论意义与应用价值. 类似周品等[２０]的考虑ꎬ本文深入探讨了

在随机需求下价格和产量之间的关系. 另外ꎬ还给出销售周期结束未售完产品剩余价值的概念来表达过

度订购的损失ꎬ并认为该价值低于商品的进价ꎬ类似于传统报童模型中的设定.

１　 符号描述与假设

本文考虑在一个有限销售周期内ꎬ零售商销售单一品种商品. 为了建立模型进行讨论ꎬ给出相关符号

定义:
(１)ｐ 为销售价格ꎬ在销售周期开始前一旦确定ꎬ期间不发生改变. 销售周期开始前的订购数量为 ｑ.
(２)ａ 为销售期内市场潜在需求量(ａ 为大于零的常数)ꎬλ 为期望需求量关于价格的敏感系数.
(３)ε 是期望需求量的随机项ꎬ在区间[－ｕꎬｖ]上变动ꎬ其中 ｕꎬｖ>０. ｆ(ε)和 Ｆ(ε)分别为 ε 的概率密度

函数和概率分布函数ꎬ本文认为密度函数 ｆ(ε)在区间[－ｕꎬｖ]内连续且恒正.
(４)Ｄ(ｐ)为价格 ｐ 时整个销售期的期望需求量ꎬＤ(ｐ)＝ ａ－λｐ＋ε.
(５)单位产品的批发价为 ｃ(ｃ>０)ꎬ销售周期结束未售完的产品剩余价值为 ｄ(０ ≤ ｄ<ｃ) .
(６)对零售商来说ꎬ当销售价为 ｐ 时ꎬ单位商品缺货的机会损失为 ｐ－ｃ. 虽然机会损失并不是实际损

失ꎬ但却影响零售商的决策ꎬ当销售价设定较高时ꎬ零售商将尽可能减少缺货数量以降低机会损失的总

额. 事实上ꎬ在预售产品的多阶段定价中ꎬ机会损失将更显著地影响决策.
为了方便讨论ꎬ作出几点假设和说明:
(１)本文只考虑一次订购且订购成本为一常数ꎬ不影响决策变量的确定ꎬ因此模型中不加入订购成本

这一参数.
(２)本文不考虑每次订购到商品到货这段时间ꎬ即假定订购提前期为零ꎬ因此开始订购的时点也就是

再次持有库存进行销售的时点.
接下来讨论零售商销售价格的取值范围. 零售商的定价显然不能低于批发价 ｃꎬ要不然就没有订购与

销售的必要. 再考虑到期望需求量的变化区间ꎬ得到零售价的取值范围为

ｃ≤ｐ≤ａ＋ｖ
λ

.
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考虑零售商订货量的取值范围ꎬ该范围与销售价格相关. 分析期望需求量函数可知ꎬ对任意的产量 ｑ<
ａ－λｐ－ｕꎬ此时不存在过度订购损失ꎬ然而缺货损失必然大于产量为 ａ－λｐ－ｕ 时的缺货损失. 同样地ꎬ对任

意的产量 ｑ>ａ－λｐ＋ｖꎬ此时不存在缺货损失ꎬ然而过度订购损失必然大于产量为 ａ－λｐ＋ｖ 时的过度订购损

失ꎬ因此零售商合理产量 ｑ 的取值范围为

ａ－λｐ－ｕ≤ｑ≤ａ－λｐ＋ｖ.

２　 模型与求解分析

零售商定价较高时将导致期望需求量减少ꎬ单位商品的缺货损失较高. 而销售价格定得较低时ꎬ虽然

增加了期望需求量ꎬ减少了单位缺货成本ꎬ却使得单位商品的利润减少. 因此ꎬ平衡机会损失ꎬ期望需求量

和利润之间的关系ꎬ找到最优的销售价和订购量ꎬ对零售商来说十分重要.
在一次订购的前提下ꎬ零售商以期望净收益最大化为目标ꎬ确定最优产量及最优定价的模型如下ꎻ

ｍａｘＺ＝ ∫ｑ－(ａ－λｐ)
－ｕ

{(ｐ－ｃ)Ｄｐ－(ｃ－ｄ)[ｑ－(ａ－λｐ)－ε]} ｆ(ε)ｄε＋

∫ｖ
ｑ－(ａ－λｐ)

{(ｐ－ｃ)ｑ－(ｐ－ｃ)[ε－ｑ＋(ａ－λｐ)]} ｆ(ε)ｄεꎬ

ｓ.ｔ. ｃ≤ｐ≤ａ＋ｖ
λ

ꎬ

ａ－λｐ－ｕ≤ｑ≤ａ－λｐ＋ｖ. (１)
在考虑约束(即假设模型有解)的情况下ꎬ对模型(１)中目标函数进行分析. 利用 Ｄ(ｐ)的表达式和分

布函数 Ｆ(ε)将模型(１)中目标函数转化为

ｍａｘＺ＝[(ｐ－ｄ)(ａ－λｐ)－(ｃ－ｄ)ｑ]Ｆ(ｑ－(ａ－λｐ))＋(ｐ－ｄ) ∫ｑ－(ａ－λｐ)
－ｕ

εｆ(ε)ｄε＋

(ｐ－ｃ)(２ｑ－ａ＋λｐ)[１－Ｆ(ｑ－(ａ－λｐ))]－(ｐ－ｃ) ∫ｖ
ｑ－(ａ－λｐ)

εｆ(ε)ｄε. (２)

为了探索订购量和销售价格的关系ꎬ给出变量代换 ｘ＝ ｑ－(ａ－λｐ)ꎬｘ 可以看作 ｑ 的函数ꎬ此时 ｐ 当作常

数. 从而目标式(２)可进一步改写为

ｍａｘＺ＝[(ｐ－ｄ)(ａ－λｐ)－(ｃ－ｄ)(ａ－λｐ＋ｘ)]Ｆ(ｘ)＋(ｐ－ｄ) ∫ｘ
－ｕ
εｆ(ε)ｄε＋

(ｐ－ｃ)(ａ－λｐ＋２ｘ)[１－Ｆ(ｘ)]－(ｐ－ｃ) ∫ｖ
ｘ
εｆ(ε)ｄε. (３)

对目标式(３)中函数 Ｚ 关于 ｘ 求导得到

∂Ｚ
∂ｘ

＝ －(ｃ－ｄ)Ｆ(ｘ)＋[(ｐ－ｄ)(ａ－λｐ)－(ｃ－ｄ)(ａ－λｐ＋ｘ)] ｆ(ｘ)＋(ｐ－ｄ)ｘｆ(ｘ)＋

２(ｐ－ｃ)[１－Ｆ(ｘ)]－(ｐ－ｃ)(ａ－λｐ＋２ｘ) ｆ(ｘ)＋(ｐ－ｃ)ｘｆ(ｘ) .
合并同类项并令导数为零得到

∂Ｚ
∂ｘ

＝(ｃ＋ｄ－２ｐ)Ｆ(ｘ)＋２(ｐ－ｃ)＝ ０. (４)

对于方程(４)ꎬ有如下结论:
定理 １　 对任意满足模型(１)中约束条件的 ｐꎬ方程(４)有且仅有唯一解.
证明　 在方程(４)中ꎬ由 ｄ<ｃ ≤ ｐ 得到

ｃ＋ｄ－２ｐ<２ｃ－２ｐ<０.
因此方程(４)可改写为

Ｆ(ｘ)＝ ２(ｐ－ｃ)
２ｐ－ｃ－ｄ

ꎬ (５)

继而有

２(ｐ－ｃ)
２ｐ－ｃ－ｄ

<２(ｐ
－ｃ)

２ｐ－２ｃ
＝ １.

—１１—
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又由于 ｘ∈[－ｕꎬｖ]ꎬ因此由密度函数 ｆ(ε)>０ 恒成立的假设可知 ｆ(ｘ)>０ꎬ从而 Ｆ(ｘ)连续且严格递增. 再根

据连续函数介值定理可知ꎬ方程(５)有且仅有一个解.
事实上ꎬ方程(４)具有唯一解ꎬ意味着对于任意一个价格 ｐꎬ都存在唯一的订购量 ｑ.
记方程(５)的解为 ｘ∗ꎬ对 Ｚ 求二阶导数得到

∂２Ｚ
∂ｘ２ ＝(ｃ＋ｄ－２ｐ) ｆ(ｘ)<０ꎬ

即 ｘ＝ ｘ∗时 Ｚ 取得唯一极大值ꎬ对于只有唯一极值点的连续函数 Ｚ 来说其极大值即为最大值. 也就是说ꎬ
要最大化期望净收益ꎬ零售商的产量和定价要满足下列关系:

ｑ－(ａ－λｐ)＝ ｘ∗ . (６)
由定理 １ 可知ꎬｘ∗是 ｐ 的一个映射ꎬ再由表达式(６)可知ꎬｑ 是 ｐ 的函数. 记 ｑ ＝ ｑ(ｐ)ꎬ将 ｘ∗的表达式

(６)代入方程(５)中ꎬ根据隐函数求导法两边对 ｐ 求导ꎬ得到:

(ｑ′(ｐ)＋λ) ｆ(ｑ－ａ＋λｐ)＝ ２ｃ－２ｄ
(２ｐ－ｃ－ｄ) ２ .

由于 ｆ(ｘ∗)>０ꎬ从而有

ｑ′(ｐ)＝ ２ｃ－２ｄ
(２ｐ－ｃ－ｄ) ２ ｆ(ｑ－ａ＋λｐ)

－λ. (７)

另外ꎬ由于 Ｆ(ｘ)为单调递增函数ꎬ因此其反函数存在ꎬ根据方程(５)得到 ｘ∗的表达式:

ｘ∗ ＝Ｆ－１( ２ｐ－２ｃ
２ｐ－ｃ－ｄ

) . (８)

当 ｘ∗的表达式为显性时ꎬ将简化表达形式和求解过程ꎬ接下来的讨论以及算例中将说明这一点.
由于 ｘ∗∈[－ｕꎬｖ]ꎬ因此此时 ｑ 必然满足模型(１)中关于 ｑ 的约束. 进一步地ꎬ将 ｘ∗的表达式(６)代入

目标式(３)中ꎬ合并同类项ꎬ并加入约束条件ꎬ模型(１)转化为如下只含一个变量 ｐ 的模型:

ｍａｘＺ＝(ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)(ｃ＋ｄ－２ｐ)Ｆ(ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)＋(ｐ－ｄ) ∫ｑ(ｐ) －ａ＋λｐ
－ｕ

εｆ(ε)ｄε－

(ｐ－ｃ) ∫ｖ
ｑ(ｐ) －ａ＋λｐ

εｆ(ε)ｄε＋(ｐ－ｃ)(２ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ) .

ｓ.ｔ. ｃ≤ｐ≤ａ＋ｖ
λ

. (９)

分析模型(９)的解. 容易判断ꎬ上述模型中关于 ｐ 的函数 Ｚ 可导. 当 ｐ＝ ｃ 时售价和进价的差价为零ꎬ当
ｐ＝(ａ＋ｖ) / λ 时ꎬ期望需求为零ꎬ这两种情况下零售商无法获得正的净收益. 因此ꎬ只有当模型的最优解位

于约束条件的区间内时ꎬ零售商的净收益才可能为正数. 对于闭区间可导函数来说ꎬ若最大值位于区间

内ꎬ则该最值同时也是极大值.
因此ꎬ我们得到如下结论:
命题 １　 零售商最大期望利润为正的必要条件为下列方程有解:

∂Ｚ
∂ｐ

＝[(ｑ′(ｐ)＋λ)(ｃ＋ｄ－２ｐ)－２(ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)]Ｆ(ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)＋(２ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)＋

(２ｑ′(ｐ)＋λ)(ｐ－ｃ)＋ ∫ｑ(ｐ) －ａ＋λｐ
－ｕ

εｆ(ε)ｄε－ ∫ｖ
ｑ(ｐ) －ａ＋λｐ

εｆ(ε)ｄε＝ ０ꎬ (１０)

式中ꎬｑ 关于 ｐ 的一阶导数由表达式(７)给出.
进一步分析方程(１０)的解是否一定存在. 事实上ꎬ当 ｕ 和 ｖ 的值很大(接近 ａ)且 ε 的分布集中在两端

时ꎬ不管销售价定为何值ꎬ总会产生很大的缺货损失或过度订购损失ꎬ此时方程(１０)的解不一定存在. 在

这种情况下ꎬ零售商没有进行订购和销售的必要.
当方程(１０)有解时ꎬ代入模型(９)的目标函数中ꎬ使其最大者即为最优定价ꎬ再根据方程

Ｆ(ｑ－ａ＋λｐ)＝ ２(ｐ－ｃ)
２ｐ－ｃ－ｄ

得到最优订购量 ｑ.
—２１—
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方程(１０)的解只是 Ｚ 的极值点ꎬ因此所得到的也可能包括极小值点. 当 ｆ(ε)可导时ꎬ进一步考虑获

得极大值点的充分条件. 根据表达式(７)再次求导得到 ｑ(ｐ)关于 ｐ 的二阶导数:

ｑ″(ｐ)＝ (２ｄ－２ｃ)[４ｆ(ｑ－ａ＋λｐ)＋(２ｐ－ｃ－ｄ)(ｑ′(ｐ)＋λ) ｆ′(ｑ－ａ＋λｐ)]
(２ｐ－ｃ－ｄ) ３ ｆ２(ｑ－ａ＋λｐ)

. (１１)

同样地ꎬ将 Ｚ 对 ｐ 求二阶导数得到

∂２Ｚ
∂ｐ２ ＝[(ｃ＋ｄ－２ｐ)ｑ″(ｐ)－４(ｑ′(ｐ)＋λ)]Ｆ(ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)＋４ｑ′(ｐ)＋２λ＋

２(ｐ－ｃ)ｑ″(ｐ)＋(ｑ′(ｐ)＋λ) ２(ｃ＋ｄ－２ｐ) ｆ(ｑ(ｐ)－ａ＋λｐ)ꎬ (１２)
式中ꎬｑ(ｐ)关于 ｐ 的二阶导数由表达式(１１)给出. 当方程(１０)的解使 Ｚ 关于 ｐ 的二阶导数(１２)为正数

时ꎬＺ 取得极小值.
进一步地ꎬ当方程(１０)具有唯一解且使得表达式(１２)为正时ꎬ此时意味着零售商具有唯一的最优定

价和订购量决策.

３　 算例分析

本节给出一个算例ꎬ考虑如下参数:市场潜在需求 ａ ＝ ２ ０００ꎬ商品单位批发价 ｃ ＝ ２０ꎬ销售周期结束单

位商品剩余价值 ｄ＝ １０ꎬ价格敏感系数 λ ＝ ２０ꎬ[ －ｕꎬｖ] ＝ [ －２００ꎬ２００] . 另外ꎬε 的概率密度函数 ｆ(ε) ＝
１ / ４００ꎬ对应的概率分布函数为:

Ｆ(ε)＝ ∫ε
－２００

１
４００

ｄｘ＝ε
＋２００
４００

.

容易验证ꎬ上述参数设定满足前文中关于概率密度和产品剩余价值的假设.
令 ｘ＝ ｑ－２ ０００＋２０ｐꎬ根据方程(１５)有

∂Ｚ
∂ｘ

＝(３０－２ｐ)Ｆ(ｘ)＋２(ｐ－２０)＝ ０.

解之得到

ｑ－２ ０００＋２０ｐ＝ ｘ∗ ＝ ４００ｐ－１０ ０００
２ｐ－３０

.

从而得到

ｑ＝
－４０ｐ２＋５ ０００ｐ－７０ ０００

２ｐ－３０
和

ｑ′(ｐ)＝
－８０ｐ２＋２ ４００ｐ－１０ ０００

(２ｐ－３０) ２ .

对应的方程(１０)为
５ ４００ｐ－４０ｐ２－８０ ０００

２ｐ－３０
＋４ ０００ｐ２－８０ｐ３－５０ ０００ｐ＋４０ ０００

(２ｐ－３０) ２ ＋１６０ ０００－８ ０００ｐ
(２ｐ－３０) ２ ＝ １ ６００ｐ２－５６ ０００ｐ＋４８０ ０００

(２ｐ－３０) ２ .

解得模型唯一的可行解 ｐ＝ ６０ꎬｑ＝ ９５６ꎬ结果已四舍五入处理.
检验所获得的解为 Ｚ 的极大值. ｑ(ｐ)关于 ｐ 的二阶导数为

ｑ″(ｐ)＝
－６４ ０００ｐ＋９６０ ０００

(２ｐ－３０) ４ .

再由表达式(１２)得到 Ｚ 关于 ｐ 的二阶导数如下:
∂２Ｚ
∂ｐ２ ＝

－３２０ｐ２＋９ ６００ｐ－４０ ０００
(２ｐ－３０) ２ ＋－１２８ ０００ｐ２＋４ １６０ ０００ｐ－３３ ６００ ０００

(２ｐ－３０) ４ ＋４０.

将 ｐ＝ ６０ 代入容易得到 Ｚ 关于 ｐ 的二阶导数小于零ꎬ即此时为 Ｚ 的极大值. 对于具有唯一极值点的连

续函数来说ꎬ极大值即为其最大值.
相应地ꎬ根据模型(１)中的目标式ꎬ得到零售商的期望收益为 ｍａｘＺ＝ ３０ ２２２. 也就是说ꎬ零售商能够通

—３１—
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过订购与定价决策获得利润.

４　 结论

本文对需求关于价格线性敏感且随机的零售商最优订购与定价问题进行了深入探讨ꎬ根据差价给出

了单位商品机会损失的概念ꎬ得到了最优订购量和最优价格的唯一关系式ꎬ并给出零售商可获得利润的必

要条件ꎬ并进一步给出了需求随机项的概率密度函数可导时利润函数极大值存在的充分条件.
事实上ꎬ当随机需求下涉及动态定价或差异化定价时ꎬ考虑到机会损失ꎬ为了最大化期望收益ꎬ零售商

倾向于使缺货发生在销售价格较低的阶段从而减少缺货损失.
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