
第 ４５ 卷第 ４ 期

２０２２ 年 １２ 月

南京师大学报(自然科学版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＮＡＮＪＩＮＧ ＮＯＲＭＡＬ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)

Ｖｏｌ􀆰 ４５ Ｎｏ􀆰 ４
Ｄｅｃꎬ２０２２

　 收稿日期:２０２２－０１－２１.
　 基金项目:国家社会科学基金项目(２１ＢＴＪ０４４) .
　 通讯作者:于正ꎬ副研究员ꎬ研究方向:教育管理. Ｅ￣ｍａｉｌ:３３０２２＠ ｎｊｎｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

ｄｏｉ:１０.３９６９ / ｊ.ｉｓｓｎ.１００１－４６１６.２０２２.０４.００１

基于方向性多重假设检验和信息熵的

函数型数据聚类新方法

杜秀丽ꎬ姜晓虎ꎬ孙晨瞳ꎬ于　 正

(南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 近年来ꎬ针对函数型数据的聚类分析得到了一定程度的发展. 但当数据属于无限维空间时ꎬ会给聚类

带来一定的难度. 传统聚类方法的局限性在函数型数据的聚类过程中日益凸显. 因此ꎬ本文提出了一种针对函

数型数据的新聚类方法ꎬ能够更好地适应数据的特点ꎬ实现较好的聚类效果. 首先基于错误发现率的方向性多重

假设检验和信息熵的理论ꎬ提出了新的平行度统计量ꎬ用以描述函数型曲线的形态差异. 在此基础上提出了新接

近度的计算公式ꎬ最终改进了凝聚式层次聚类算法. 新的聚类方法被应用到 ４ 个不同类型的函数型数据集中ꎬ并
与现有的其它方法的聚类结果进行分析和比较ꎬ证明了改进后的凝聚式层次聚类方法的有效性.
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近些年ꎬ函数型数据分析得到快速发展ꎬ而对其进行聚类分析ꎬ能够帮助我们更好地发现其中的潜在

规律.到目前为止ꎬ统计学家提出许多函数型数据的聚类方法. 大致分为 ４ 类. 最简单的一类是原始数据聚

类法ꎬ即在时间点上直接使用函数型数据的离散化形式. 此时ꎬ不必构建数据的函数形式. 但由于离散化

数据的规模通常比较大ꎬ所以需要使用高维数据的聚类分析技术ꎬ比如 ｋ￣ｍｅａｎ 聚类算法和层次聚类

等[１－４] . 第二种为两阶段聚类方法. 第一阶段称为降维ꎬ就是用有限维基函数(比如 Ｂ 样条) [５]或函数型主

成分分析[６－７]等逼近函数型曲线ꎻ第二阶段是对降维之后的多元变量应用经典的聚类分析方法实现聚
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类. 第三种为非参数方法ꎬ也是大家熟悉的聚类分析方法. 通常先计算数据点之间的欧式距离或其他方式

定义的距离ꎬ再使用常规的非参数聚类方法[２ꎬ８] . 第四种是基于模型的聚类方法. 这类方法假设数据来自

于潜在概率分布的混合. Ｊａｃｑｕｅｓ 和 Ｐｒｅｄａ 于 ２０１３ 年提出了基于主成分的函数型数据模型聚类方法ꎬ称之

为 ｆｕｎｃｌｕｓｔ 方法[７]ꎻ另一种基于模型的函数型聚类方法ꎬ是使用基展开系数进行的ꎬＪａｍｅｓ 和 Ｓｕｇａｒ 称之为

ｆｃｌｕｓｔ 方法[５] .
此外ꎬ在聚类分析中常见的一个问题是聚类数量的选择. 主要是使用常见的贝叶斯信息准则(ＢＩＣ)ꎬ

赤池信息量准则(ＡＩＣ)等[６ꎬ９－１０] .
函数型非参数聚类方法通常是基于距离、导数距离或者它们的综合进行聚类分析的ꎬ因为避免了估计

参数的过程ꎬ所以便于实现ꎬ但仍存在着一些局限. Ｚａｍｂｏｍ 和 Ｃｏｌｌａｚｏｓ[４]在文章中讨论了基于距离聚类的

不足之处ꎬ并提出了一种基于距离和平行度的新 ｋ￣ｍｅａｎｓ 方法ꎬ但该方法的聚类效果过于依赖初始类中心

的选择. 本文受此启发ꎬ综合了原始数据聚类方法和基于模型的聚类方法ꎬ提出一种函数型数据聚类的新

方法. 该方法基于函数型数据样本间的差异提出了模型ꎬ并假定函数型差异曲线服从高斯过程ꎬ通过多重

网格算法搜寻最优参数解ꎬ最终得到平行性差异的统计量. 另外ꎬ直接计算样本间的欧式距离. 最终结合

平行度和距离差异的两类信息ꎬ通过改进的凝聚式层次聚类算法ꎬ对函数型数据进行聚类分析.

１　 基于方向性多重假设检验和信息熵的函数型数据聚类分析

对于函数型数据来说ꎬ往往需要比较两条曲线在不同时间点上的差异ꎬ或者在一副图像中识别明显不

同于其它位置的区域. 但在实际应用中除了考虑差异大小ꎬ我们也要关注方向差异带来的影响以及对方

向判别误差率的控制. 因此ꎬ为了确定函数型曲线显著差异的具体区域ꎬＸｕ 等[１１] 受到多重假设问题的启

发ꎬ提出检测两个函数型曲线均值函数的方向性多重假设检验ꎬ由此引出针对不同错误类型的 ＦＤＲ.
１.１　 基于错误发现率的方向性多重假设检验[１１]

１.１.１　 方向性多重假设检验

设{Ｙｑ( ｔ):ｑ＝ １ꎬ２ꎻｔ∈Ｔ}为两个函数型数据的曲线ꎬ考虑以下模型:

Ｙ１( ｔ)＝ μ( ｔ)＋μｄ( ｔ)＋ε１( ｔ)ꎬ
Ｙ２( ｔ)＝ μ( ｔ)＋ε２( ｔ)ꎬ

{ (１)

式中ꎬμ( ｔ)和 μｄ( ｔ)是未知函数ꎬε１( ｔ)和 ε２( ｔ)是独立随机变量.
对于如上函数型数据ꎬ二者之间的差异由 μｄ( ｔ)体现. 我们不仅需要知道两条曲线间是否存在差异ꎬ

而且还需了解具体的方向差异ꎬ即 μｄ( ｔ)>０ 或 μｄ( ｔ)<０ꎬ这就需要进行方向性多重假设检验.
对每一时间点 ｔꎬ具体假设如下:

Ｈ０( ｔ): ｜ μｄ( ｔ) ｜≤Δꎬ
Ｈ１( ｔ):μｄ( ｔ)<－Δꎬ
Ｈ２( ｔ):μｄ( ｔ)>Δꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

式中ꎬΔ为给定常数ꎬ体现两个样本曲线感兴趣的差异大小. 用 ｚ( ｔ)表示在时间点 ｔ 假设的真实状态. 当
Ｈ０( ｔ)成立时ꎬｚ( ｔ)＝ ０ꎻ当备择假设 １ 或者 ２ 成立时ꎬｚ( ｔ)＝ １ 和 ｚ( ｔ)＝ ２. 设 δ( ｔ)∈{０ꎬ１ꎬ２}是对于假设

Ｈ０( ｔ)的决策规则. 令 Ｒｋ ＝{ ｔ∈Ｔ:δ( ｔ)＝ ｋ}表示接受假设 ｋ的个数. Ｖ ｊｋ ＝{ ｔ∈Ｔ:ｚ( ｔ)＝ ｊꎬδ( ｔ)＝ ｋ}表示假设 ｊ
成立且接受假设 ｋ的个数(ｋꎬｊ＝ ０ꎬ１ꎬ２) . 表 １ 总结了方向性多重假设检验的可能结果.

表 １　 方向性多重假设检验的结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ ｔｅｓｔｉｎｇ

声明为原假设(δ( ｔ)＝ ０) 声明为备择假设 １(δ( ｔ)＝ １) 声明为备择假设 ２(δ( ｔ)＝ ２) 合计

原假设( ｚ( ｔ)＝ ０) Ｖ００ Ｖ０１(第Ⅰ错误) Ｖ０１(第Ⅰ错误) Ｔ０
备择假设 １( ｚ( ｔ)＝ １) Ｖ１０(第Ⅱ错误) Ｖ１１ Ｖ１２(第Ⅲ错误) Ｔ１
备择假设 ２( ｚ( ｔ)＝ ２) Ｖ２０(第Ⅱ错误) Ｖ２１(第Ⅲ错误) Ｖ２２ Ｔ２

合计 Ｒ０ Ｒ１ Ｒ２ Ｔ

　 　 设 L(􀅰)是在时间范围上的勒贝格测度ꎬ令
—２—
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L(Ｎ１)＝ L(Ｖ０１)＋L(Ｖ０２)ꎬ
L(Ｎ２)＝ L(Ｖ１０)＋L(Ｖ２０)ꎬ
L(Ｎ３)＝ L(Ｖ１２)＋L(Ｖ２１) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中ꎬL(Ｎ１)和 L(Ｎ２)分别为犯第Ⅰ类错误和第Ⅱ类错误的勒贝格测度. L(Ｎ３)为犯第Ⅲ类错误的勒贝

格测度ꎬ是一种方向性错误. 我们给出针对第Ⅰ类和第Ⅲ类错误的错误发现率(ＦＤＲ)定义ꎬ记为 ＦＤＲＩ 和
ＦＤＲⅢꎬ同时给出对应的边际错误发现率定义ꎬ记为 ｍＦＤＲＩ 和 ｍＦＤＲⅢ . 设 ａ∨ｂ ＝ｍａｘ(ａꎬｂ)ꎬＦＤＲ 和 ｍＦＤＲ
的具体定义如下:

ＦＤＲⅠ ＝Ｅ
L(Ｎ１)

L(Ｒ１∪Ｒ２)∨１{ }和 ｍＦＤＲⅠ ＝
Ｅ{L(Ｎ１)}
Ｅ{L(Ｒ１∪Ｒ２)}

.

ＦＤＲⅢ ＝Ｅ
L(Ｎ３)

L(Ｒ１∪Ｒ２)∨１{ }和 ｍＦＤＲⅢ ＝
Ｅ{L(Ｎ３)}
ＥL(Ｒ１∪Ｒ２)

.

错误未发现率(ＦＮＤＲ)和边际错误未发现率(ｍＦＮＤＲ)的定义如下:

ＦＮＤＲ＝Ｅ
L(Ｎ２)

L(Ｒ０)∨１{ }和 ｍＦＮＤＲ＝
Ｅ{L(Ｎ２)}
ＥL(Ｒ０)

.

从定义中可以看出它们与第Ⅱ类错误有关.
在应用过程中ꎬ我们通常会根据实际要求将某种错误发现率或者边际错误发现率控制在某一水平 α

下ꎬ从而控制某一类错误发生的概率ꎬ得到合理、有效的检验结果.
１.１.２　 逐步向下检验过程

基于上述方向性多重假设检验和错误发现率的理论ꎬ我们的目标是给出在任一时间点的最优决策

规则.
假定模型(１)对应的观测数据为{(Ｙ１ｉꎬｔ１ｉ):ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ１}和{(Ｙ２ｉꎬｔ２ｉ):ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ２}ꎬ我们考虑损失

函数

Ｌ(δꎬｚꎻλ)＝ λ１L(Ｎ１)＋λ２L(Ｎ２)＋λ３L(Ｎ３)ꎬ (３)
式中ꎬλ１ꎬλ２ 和 λ３ 是相对成本.

定理 １[１１] 　 设 Ｄ是包含所有 Ｙ１ｉꎬｔ１ｉ( ) :ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ１{ }和 Ｙ２ｉꎬｔ２ｉ( ) :ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ２{ } 的数据集. 在损失函数

(３)中假定 λ１ ＝λ且 λ２ ＝λ３ ＝ １ꎬ则最优决策规则

δ(Ⅰ)＝ δ(Ⅰ)( ｔ):ｔ∈Ｔ{ } ＝ａｒｇｍｉｎδＥ{Ｌ(δꎬｚꎻλ) ｜Ｄ}
为

δ(Ⅰ)( ｔ)＝

２ꎬ 如果
Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ２ ｜Ｄ)
Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ０ ｜Ｄ)

且 Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ２ ｜Ｄ)>Ｐ( ｚ( ｔ)＝ １ ｜Ｄ)ꎬ

１ꎬ 如果
Ｐ( ｚ( ｔ)＝ １ ｜Ｄ)
Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ０ ｜Ｄ)

且 Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ２ ｜Ｄ)≤Ｐ( ｚ( ｔ)＝ １ ｜Ｄ)ꎬ

０ꎬ 其他.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

定理 １ 给出了当 λ１ ＝λ且 λ２ ＝λ３ ＝ １ 时ꎬ使得 Ｅ{Ｌ(δꎬｚꎻλ) ｜Ｄ}达到最小值的最优决策规则. 但在实际

应用中ꎬ我们通常给定某类错误发现率的水平 αꎬ而不是给定具体的损失函数. 定理 ２ 证明了当给定边际

错误发现率 ｍＦＤＲＩ 的水平 α时ꎬ如何搜寻最优的决策规则.
定理 ２[１１] 　 设 A＝{δ(Ⅰ)( ｔ):λ>０}是由定理 １ 得到的决策规则 δ(Ⅰ) 的集合. 给定边际错误发现率

ｍＦＤＲＩ 的水平为 αꎬ设 δ＝{δ( ｔ):ｔ∈Ｔ}是满足 ｍＦＤＲＩ{δ}<α 的任一决策规则ꎬ存在 λ 使得 δ(Ⅰ)∈A 优于

δꎬ即
ｍＦＤＲⅠ{δ(Ⅰ)}≤ｍＦＤＲⅠ{δ}≤α (４)

和

ｍＦＮＤＲ{δ(Ⅰ)}≤ｍＦＮＤＲ{δ} . (５)
定理 ２ 证明了在控制 ｍＦＤＲⅠ<α时得到的最优决策规则属于集合 Aꎬ即只需在集合 A 中搜寻最优决

策规则ꎬ而不是搜寻所有的决策规则. 这大大节约了搜寻最优决策规则的时间. 下面给出了如何在集合 A

—３—
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中搜寻给定 ｍＦＤＲⅠ<α时的最优决策规则过程.
由于观测到的两个函数型曲线在不同的时间点采样ꎬ因此假定区间 Ｔ＝ ０ꎬ１[ ] ꎬ并划分成 Ｍ个等长的

子区间( ｓｉ－１ꎬｓｉ]ꎬ其中 ｓ０ ＝ ０ 和 ｓｉ ＝ ｓｉ－１＋１ / Ｍꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬＭ－１ꎬ选择子区间 ( ｓｉ－１ꎬｓｉ]的中点记为 ｔ∗ｉ ꎬｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＭ.
逐步向下检验过程如下:
令

λ∗ ＝ ｉｎｆ{λ:ｍＦＤＲⅠ

æè ç ç

(λ)≤α}ꎬ

δ(Ⅰ)( ｔ)＝ ∑
Ｍ

ｉ＝１
Ｉ ｓｉ－１≤ｓｉ( ) δ(Ⅰ)( ｔ∗ｉ )ꎬ

有

δ(Ⅰ)( ｔ∗ｉ )＝

２ꎬ 如果
Ｓ２( ｔ∗ｉ )
Ｓ０( ｔ∗ｉ )

>λ∗且 Ｓ２( ｔ∗ｉ )>Ｓ１( ｔ∗ｉ )ꎬ

１ꎬ 如果
Ｓ１( ｔ∗ｉ )
Ｓ０( ｔ∗ｉ )

>λ∗且 Ｓ２( ｔ∗ｉ )≤Ｓ１( ｔ∗ｉ )ꎬ

０ꎬ 其他.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(６)

式中ꎬ
Ｓｋ( ｔ)＝ Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ｋ ｜Ｄ)ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ

ｍＦＤＲⅠ
æè ç ç

(λ)＝ １
ｒ
∑
Ｍ

ｉ＝１
Ｓ１( ｔ∗ｉ ) Ｉ(δ( ｔ∗ｉ )≠０) .

对于逐步向下检验过程中的未知量 Ｓｋ( ｔ)＝ Ｐ( ｚ( ｔ)＝ ｋ ｜D)(ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２)ꎬ可以使用高斯过程回归模型来

估计[１２] .
１.２　 信息熵

定义 １　 设 Ｘ是一个概率系统中的随机事件ꎬ在某一概率空间中有 ｎ个事件{ｘｉꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ对于 １≤

ｉ≤ｎꎬ事件 ｘｉ 发生的概率为 ｐｉꎬｌｏｇ
１
ｐｉ

是事件 ｘｉ 发生的信息量. 因此ꎬ称∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ ｌｏｇ

１
ｐｉ

为事件 Ｘ 的信息熵ꎬ记为

Ｈ(Ｘ) .
信息熵描述了随机事件 Ｘ的平均不确定性ꎬ即所有可能发生事件所带来的信息量的期望. 信息熵反

应了系统不规则程度的度量. 当系统越复杂ꎬ出现不同情况的种类越多ꎬ那么它的信息熵是较大的ꎬ反之

则相反. 信息熵的性质和实际意义ꎬ为下一节平行度统计量的提出奠定了良好的理论基础.
１.３　 基于方向性多重假设检验和信息熵的平行度统计量

１.３.１　 平行度统计量

函数型曲线形态会随时间的变化而发生改变. 不同函数型曲线在不同的时间区域上ꎬ都可能会有不

同的形态差异. 因此在描述函数型曲线时ꎬ仅通过欧式距离无法准确地概括两个函数型曲线之间的关

系. 有些函数型曲线的距离很接近ꎬ但在形态上差异很大. 我们由此受到启发提出一种新的平行度统计

量ꎬ用来刻画函数型曲线之间的形态差异.

对于模型(１):
Ｙ１( ｔ)＝ μ( ｔ)＋μｄ( ｔ)＋ε１( ｔ)
Ｙ２( ｔ)＝ μ( ｔ)＋ε２( ｔ) .

{ ꎬ１.１.２ 节给出了在 ｍＦＤＲＩ{ δ} <α 时的逐步向下检验过程

(６)ꎬ可知 δ(Ⅰ)( ｔ)是最优检验过程中给定时间点 ｔ的决策结果ꎬ取值为 ０、１ 和 ２. 给定 Δ时ꎬ我们计算两个

函数型曲线决策结果{δ(Ⅰ)(ｔ):ｔ∈Ｔ}不同取值在时间范围 Ｔ内的占比ꎬ分别记为 Γ０(Δ)、Γ１(Δ)和 Γ２(Δ):

Γ０(Δ)＝
∑ｍ
ｉ＝１Ｉ{δ(Ⅰ)( ｔ)＝ ０}

ｍ
ꎬΓ１(Δ)＝

∑ｍ
ｉ＝１Ｉ{δ(Ⅰ)( ｔ)＝ １}

ｍ
ꎬΓ２(Δ)＝

∑ｍ
ｉ＝１Ｉ{δ(Ⅰ)( ｔ)＝ ２}

ｍ
ꎬ

Γ０(Δ)＋Γ１(Δ)＋Γ２(Δ)＝ １.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(７)

这 ３ 个统计量描述了在给定 Δ下两条函数型曲线的位置关系. 当 Γ０(Δ)取值较大时ꎬ表示在大部分

时间点上 Ｙ１( ｔ)和 Ｙ２( ｔ)间的差异分布在区间[－ΔꎬΔ]ꎬ此时可认为两条曲线无大的形态差异ꎻ当 Γ１(Δ)取
值较大时ꎬ表示 Ｙ１( ｔ)大部分时间点分布在 Ｙ２( ｔ)的下方ꎬ且两者之间的差异大于 Δꎻ当Γ２(Δ)取值较大时ꎬ

—４—
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表示 Ｙ１( ｔ)大部分时间点分布在 Ｙ２( ｔ)的上方ꎬ且两者之间的差异大于 Δ. 其中ꎬΓ０(Δ)随着 Δ 的变化单调

递增ꎬΓ１(Δ)和 Γ２(Δ)随着 Δ的变化单调递减.
表 ２　 不同 Δ下对应的 Γｉ(Δ)( ｉ＝０ꎬ１ꎬ２)

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ Γｉ(Δ)( ｉ＝０ꎬ１ꎬ２)ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Δ

Δ Δ１ Δ２ 􀆺 ΔＰ－１ ΔＰ
Γ０ Γ０１ Γ０２ 􀆺 Γ０(Ｐ－１) Γ０Ｐ

Γ１ Γ１１ Γ１２ 􀆺 Γ１(Ｐ－１) Γ１Ｐ

Γ２ Γ２１ Γ２２ 􀆺 Γ２(Ｐ－１) Γ２Ｐ

　 　 给定 ０<Δ１<Δ２<􀆺<ΔＰꎬ其中 ΔＰ 表示两条曲线

差异的最大值. 我们可得到表 ２ 的数据.
基于表 ２ꎬ对所分布的区间重新划分为[－ΔＰꎬ

－ΔＰ－１)、􀆺、[－Δ２ꎬ－Δ１)、[ －Δ１ꎬΔ１)、[Δ１ꎬΔ２)、􀆺、
[ΔＰ－１ꎬΔＰ )ꎬ并统计落在各个区间上的频率ꎬ见

表 ３:
表 ３　 当 Ｈ０( ｔ): μｄ( ｔ)∈Ｄ时ꎬ多重假设检验 Γ０ 的结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ ｔｅｓｔｉｎｇ Γ０ ｗｈｅｎ Ｈ０( ｔ): μｄ( ｔ)∈Ｄ

Ｄ [－ΔＰꎬ－ΔＰ－１) 􀆺 [－Δ２ꎬ－Δ１) [－Δ１ꎬΔ１) [Δ１ꎬΔ２) 􀆺 [ΔＰ－１ꎬ－ΔＰ)

ΔΓ Γ１(Ｐ－１) －Γ１Ｐ 􀆺 Γ１１－Γ１２ Γ０１ Γ２１－Γ２２ 􀆺 Γ２(Ｐ－１) －Γ２Ｐ

　 　 其中ꎬＤ表示两条曲线的差异区间ꎬΔΓ 表示μｄ
(

( ｔ)落在每一区间上的频率. 通过比较各个区间的 ΔΓ

值ꎬ我们可以大致得到差异曲线 μｄ

(

( ｔ)的分布情况.
差异曲线可视为信息源发出的信号ꎬ信号系统越复杂ꎬ信息熵的值越大ꎬ反之则相反. 对于两条曲线

而言ꎬ若差异曲线都集中在一个区间内ꎬ则可认为两条曲线的形态是相似的ꎬ我们可看作是平行的ꎬ此时信

息熵最小ꎻ若差异曲线散布在各个区间上ꎬ则两条曲线的形态差异大、相似度低ꎬ此时可认为不平行. 基于

上述思想ꎬ我们提出了基于信息熵和方向性多重假设检验的平行性统计量 Ｈ(Ｙ１( ｔ)ꎬＹ２( ｔ)ꎬＤ):

Ｈ(Ｙ１( ｔ)ꎬＹ２( ｔ)ꎬＤ) ≡ Ｈ(μｄ

(

( ｔ)ꎬＤ) ＝ －∑
２Ｐ－１

ｐ ＝ １
ΔΓｐ ｌｏｇ ΔΓｐꎬ

ΔΓ１ ＋ ΔΓ２ ＋ 􀆺 ＋ ΔΓＰ ＝ １.
{ (８)

式中ꎬΔΓｐ 为表 ３ 中区间划分 Ｄ的第 ｐ个区间所对应的 ΔΓ值ꎬｐ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２Ｐ－１. 平行度统计量更好地描

述了两曲线之间的形态差异. 当统计量越大时表示平行度越低ꎬ形态差异越大ꎻ当统计量越小时表示平行

度越高ꎬ形态差异越小.
值得我们关注的是对区间的划分. 往往会依据有关专家的建议或者我们感兴趣的差异大小选取合适

的间隔ꎬ将区间等距离地划分. 显而易见的是ꎬ当间隔划分得越细时表示我们对平行度的要求越高ꎬ间隔

划分得越粗时表示对平行度的要求越低ꎬ而过分地细划分或者粗划分对平行度的度量显然是没有意义的.
１.４　 基于平行度和欧式距离的凝聚式层次聚类算法

对函数型数据集{ ｙｉ( ｔ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ}进行聚类时ꎬ常用的函数型非参数方法主要基于曲线间的距

离. 但在实际中存在着属于不同类别的两条函数型曲线距离很接近ꎬ但形态差异很大. 因此仅仅依靠距离

对函数型曲线进行聚类显然是不够的. 结合欧式距离和平行度统计量ꎬ本文提出了对函数型曲线聚类的

一个新的接近度指标ꎬ它更好地概括了曲线之间的距离差距和形态差异.
对任意两条曲线 ｙｉ( ｔ)与 ｙ ｊ( ｔ)来说ꎬｄ１ｉꎬｊ表示它们之间的欧式距离ꎬ进行归一化处理得到. 具体过程

如下:

ｄ１ｉꎬｊ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
(ｙｉ( ｔｋ) － ｙ ｊ( ｔｋ)) ２ ꎬ

归一化处理后ꎬ有

ｄ１′ｉꎬｊ ＝
ｄ１ｉꎬｊ－ｍｉｎ{ｄ１ｋꎬｑ}

ｍａｘ{ｄ１ｋꎬｑ}－ｍｉｎ{ｄ１ｋꎬｑ}
ꎬ　 ｋ≠ｑ.

同理ꎬ计算得到归一化后的平行度统计量:

ｄ２′ｉꎬｊ ＝
Ｈ(ｙｉ( ｔ)ꎬｙ ｊ( ｔ)ꎬＤ)－ｍｉｎ{Ｈ(ｙｋ( ｔ)ꎬｙｑ( ｔ)ꎬＤ)}

ｍａｘ{Ｈ(ｙｋ( ｔ)ꎬｙｑ( ｔ))ꎬＤ}－ｍｉｎ{Ｈ(ｙｉ( ｊ)ꎬｙｑ( ｔ))ꎬＤ}
ꎬ　 ｋ≠ｑ.

我们引入 ｐ(０≤ｐ≤１)表示权重ꎬ从而构造了新的指标来反映两个函数型曲线之间的接近度:
—５—
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ｄｉｓｔ(ｙｉ( ｔ)ꎬｙ ｊ( ｔ)ꎬｐꎬＤ)＝ ｐ×ｄ１′ｉꎬｊ＋(１－ｐ)×ｄ２′ｉꎬｊꎬ (９)
式中ꎬｉ≠ｊꎬ１≤ｉꎬｊ≤ｎ.

式(９)中定义的新指标同时考虑了平行度和距离两方面的信息. 而 ｐ作为一个权重ꎬ反映了距离和平

行度对新指标的贡献程度. 当 ｐ越大时距离在聚类中起主导作用. 当 ｐ＝ １ 时ꎬ新指标就是我们所熟悉的欧

式距离. 反之ꎬ当 ｐ越小时平行度在聚类中起主导作用.
基于新的聚类指标ꎬ我们对于函数型数据提出了一种新的凝聚式层次聚类算法. 设有 ｎ 个待聚类的

函数型数据样本ꎬ凝聚式层次聚类算法的步骤如表 ４ 所示:
表 ４　 新的凝聚式层次聚类算法

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎｅｗ ｃｏｈｅｓｉｖｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算法 １　 凝聚式层次聚类算法

１.初始化:数据集中的每个对象生成一个类ꎬ得到类列表 Ｃ＝{ｃ１( ｔ)ꎬｃ２( ｔ)ꎬ􀆺ꎬｃｎ( ｔ)}
(ａ)每个簇只包含一个数据对象:ｃｉ( ｔ)＝ {ｙｉ( ｔ)}ꎻ
２.重复如下步骤ꎬ直到 Ｃ中只有一个簇:
(ａ)计算种类之间的相似度ꎬ从 Ｃ中找到相似度最接近的两个类 ｃｉ( ｔ)和 ｃｊ( ｔ)
(ｂ)合并 ｃｉ( ｔ)和 ｃｊ( ｔ)ꎬ生成新类 ｃ( ｉ＋ｊ)( ｔ)ꎻ
(ｃ)从 Ｃ中删除类 ｃｉ( ｔ)和类 ｃｊ( ｔ)ꎬ添加新类 ｃ( ｉ＋ｊ)( ｔ) .

　 　 在聚类的过程中ꎬ当平行度相似时ꎬ距离较近的两个类首先聚到一起ꎬ而当距离相似时ꎬ平行度更接近

的两个类首先聚到一起. 另一方面ꎬｐ调节了距离和平行度在接近度计算过程中所占的比重. 当区间划分

给定时ꎬｐ的选择可以基于如下准则函数:

Ｏｐ(ｐ)＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｄ１ｉꎬｋｉ(ｐ)

ｍａｘ∑
ｎ

ｉ＝１
ｄ１ｉꎬｋｉ(ｐ)

＋
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｈｉꎬｋｉ(ｐ)

ｍａｘ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｈｉꎬｋｉ(ｐ)

ꎬ (１０)

式中ꎬｉ∈{１ꎬ􀆺ꎬｎ}表示第 ｉ个样本ꎬｋｉ∈{１ꎬ􀆺ꎬＫ}表示第 ｉ个样本聚类后所属的类ꎬｄ１ｉꎬｋｉ(ｐ)表示第 ｉ 个样

本与所在类的类中心之间的欧式距离ꎬＨｉꎬｋｉ(ｐ)表示第 ｉ个样本与所在类的类中心的平行度统计量.
式(１０)由两个部分组成ꎬ第一部分计算了样本数据集聚类后所有样本与对应所在类的类中心的距离

之和ꎬ第二部分计算了所有样本与对应所在类的类中心的平行度之和ꎬ它们刻画了类内的差异. 最优的 ｐ
就是 Ｏｐ 的极小值点.

２　 实证分析

为了检验本文提出的基于欧式距离和平行度的新的凝聚式层次聚类算法的有效性ꎬ我们考虑了加拿

大天气、身高、酵母基因和水分含量 ４ 个函数型数据集. 其中ꎬ加拿大天气和身高数据集从 Ｒ 软件的 ｆｄａ 包

中获取ꎬ酵母基因和水分含量数据集从文[４]中获取. 用准确率作为评价指标.

图 １　 加拿大天气日平均气温(左图)和日平均气温导数图(右图)
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃａｎａｄｉａｎ ｗｅａｔｈｅｒ ｄａｉｌｙ ａｖｅｒａｇｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ( ｌｅｆｔ ｇｒａｐｈ)ａｎｄ ｄａｉｌｙ ａｖｅｒａｇｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｇｒａｐｈ(ｒｉｇｈｔ ｇｒａｐｈ)

２.１　 加拿大天气聚类分析

加拿大天气数据集中有从 １９６０ 年到 １９９４ 年间加拿大 ３５ 个气象站 ３６５ 天的日平均气温ꎬ以及 ３５ 个

气象站所处的 ４ 个不同气候区(分别是 Ａｔｌａｎｔｉｃ、Ｃｏｎｔｉｎｅｎｔａｌ、Ｐａｃｉｆｉｃ 和 Ａｒｃｔｉｃ) . 图 １ 为 ３５ 个气象站原始

(未光滑)的日平均气温曲线图和日平均气温曲线导数图.

—６—
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从图 １ 可以看到 Ｐａｃｉｆｉｃ 气候区的气象站常年气温较高且变化平缓ꎬ而位于 Ａｒｃｔｉｃ 气候区的气象站一

年绝大多数时间段处于零下摄氏度ꎬ且气温变化幅度大. Ａｔｌａｎｔｉｃ 和 Ｃｏｎｔｉｎｅｎｔａｌ 气候区的气象站无论是气

温曲线还是气温导数曲线均介于前两者之间. 由此ꎬ我们可以发现不同气候区气象站的日平均气温曲线

不仅存在着距离差异ꎬ在曲线的形状上也有一定的不同.
利用第 １.３ 节所提出的方法ꎬ计算各条差异曲线的平行度统计量和欧式距离. 我们发现当 ｐ∈{０.４ꎬ

０.５}且 Δｇａｐ ＝ ２ 时ꎬ准确率达到最大ꎬ为 ０.８.
表 ５ 罗列了其它 ４ 种聚类方法在不同初始化方法下对加拿大天气数据集聚类的准确率. 分别是 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ

Ｋ￣ｍｅａｎｓ(传统 ｋ￣ｍｅａｎｓ)方法、ｆｕｎＨＤＤＣ[１３]、ｆｕｎｃｌｕｓｔ 方法[７](标记为 ｆｕｎＰＥＭ)和 Ｚａｍｂｏｍ 等[４] 提出的基于

平行度检验统计量和均值相等检验统计量的度量方法ꎬ该度量方法改进了 ｋ￣ｍｅａｎｓ 方法ꎬ被命名为 Ｔｅｓｔｅｄ￣
ｂａｓｅｄ Ｋ￣ｍｅａｎｓ. 从表 ５ 我们可以清楚地看到ꎬ本文提出的聚类方法的准确率明显高于其他方法.

表 ５　 其它聚类方法下加拿大天气的准确率

Ｔａｂｌｅ ５　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ Ｃａｎａｄｉａｎ ｗｅａｔｈｅｒ ｕｎｄｅｒ ｏｔｈｅｒ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

聚类方法
Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

Ｔｅｓｔ￣ｂａｓｅｄ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类 Ｋ￣ｍｅａｎｓ＋＋

ｆｕｎＨＤＤＣ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

ｆｕｎＦＥＭ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

准确率 ０.６４ ０.５９ ０.５９ ０.６０ ０.６３ ０.６２ ０.６４ ０.５５ ０.５９ ０.６３ ０.４０ ０.６７ ０.７１

　 　 我们也计算了给定 Δｇａｐ下不同 ｐ所对应的准则 Ｏｐꎬ发现在 Δｇａｐ ＝ ２ꎬｐ＝ ０.５ 所对应的准则 Ｏｐ 最小ꎬ取值

为 １.５７３. 此时ꎬ各个样本到所在类中心的欧式距离和平行度统计量之和最小ꎬ即类内差异最小ꎬ我们有理

由认为此时的聚类效果最好.

图 ２　 身高图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｇｒａｐｈ ｏｆ ｈｅｉｇｈｔ ｄａｔｅ

２.２　 身高的聚类分析

身高数据集中包含了 ３９ 个男生和 ５４ 个女生的身高数

据ꎬ以及他们在 １ 岁到 １８ 岁的 ３１ 个被记录的时间点. 图 ２
为 ９３ 个孩子的身高图. 从图中我们可以看到这是典型的单

调递增函数型数据. 女生比男生更早结束身高生长期ꎬ且最

终大部分女生的身高低于男生身高. 我们可以发现ꎬ两类曲

线有一定的距离差距和形态差异.
通过计算ꎬ我们发现在 Δｇａｐ ＝ ３ 时ꎬｐ ＝ ０.８ 所对应的准则

函数 Ｏｐ 最小ꎬ取值为 １.６４７７ꎬ准确率为 ０.７２ꎬ聚类效果较

好ꎬ优于表 ６ 中 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｋ￣ｍｅａｎｓ 方法和 ｆｕｎｃｌｕｓｔ 方法的聚

类效果.

图 ３　 酵母基因图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｇｒａｐｈ ｏｆ ｙｅａｓｔ ｇｅｎｅ ｄａｔｅ

表 ６　 其它聚类方法下身高的准确率

Ｔａｂｌｅ ６　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｈｅｉｇｈｔ ｕｎｄｅｒ ｏｔｈｅｒ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

聚类方法
Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

Ｔｅｓｔ￣ｂａｓｅｄ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类 Ｋ￣ｍｅａｎｓ＋＋

ｆｕｎＨＤＤＣ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

ｆｕｎＦＥＭ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

准确率 ０.６９ ０.６７ ０.６７ ０.７４ ０.７４ ０.７４ ０.７４ ０.８８ ０.８８ ０.８８ ０.６８ ０.６８ ０.６８

２.３　 酵母基因的聚类分析

图 ３ 是 ７８ 个酵母基因的对数基因表达比率. 表达比率

每 ７ ｍｉｎ 被记录一次ꎬ共有 １８ 个时间点. 生物学家表示此数

据集中有 ５ 个类ꎬ其中样本 １ 到 １３ 是 Ｇ１ 类ꎬ样本 １４ 到 ５２ 是

Ｓ 类ꎬ样本 ５３ 到 ６０ 是 Ｓ / Ｇ２ 类ꎬ样本 ６１ 到 ６７ 是 Ｇ２ / Ｍ 类ꎬ样
本 ６８ 到 ７８ 是 Ｍ / Ｇ１. 从图 ３ 可以看出ꎬ不同类之间存在相位

的差异ꎬ而同一类里面的样本存在振幅的差异. 相比于加拿

大天气和身高两个数据集ꎬ酵母基因数据集无论是不同类之

间还是个体之间的差异都更复杂.
通过计算ꎬ我们发现在 Δｇａｐ ＝ ０.２ 时ꎬｐ ＝ １ 所对应的准则

函数 Ｏｐ 取值最小ꎬ取值为 １.５２３ ８ꎬ此时准确率为 ０.５３８. 此

—７—
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时ꎬ本文所提出的聚类方法优于表 ７ 中其它聚类方法.
表 ７　 其它聚类方法下酵母基因的准确率

Ｔａｂｌｅ ７　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｙｅａｓｔ ｇｅｎｅｓ ｕｎｄｅｒ ｏｔｈｅｒ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

聚类方法
Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

Ｔｅｓｔ￣ｂａｓｅｄ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类 Ｋ￣ｍｅａｎｓ＋＋

ｆｕｎＨＤＤＣ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

ｆｕｎＦＥＭ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

准确率 ０.４９ ０.５１ ０.５０ ０.５１ ０.５３ ０.５０ ０.４９ ０.４２ ０.４５ ０.４４ ０.４１ ０.４４ ０.４４

图 ４　 脂肪光谱数据图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｇｒａｐｈ ｏｆ ｆａｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｄａｔｅ

２.４　 水分含量的聚类分析

脂肪光谱数据集由 １００ 个小麦样品的近红外反

射光谱组成ꎬ 近红外反射光谱在 １ １００ ｎｍ 到

２ ５００ ｎｍ 之间每 ３ ｎｍ 被测量一次. 水分含量是与

近红外反射光谱有关的相应变量. 图 ４ 为 １００ 个小

麦样品所对应的水分含量图ꎬ人为地将 １００ 个数据

分为两类ꎬ其中样本 １ 到 ４１ 为第一类ꎬ样本 ４２ 到

１００ 为第二类. 从图 ４ 中ꎬ我们可以明显地看到两类

曲线的变化趋势完全相同ꎬ但第一类曲线的方差大于

第二类曲线的方差ꎬ即第一类曲线的分布范围更大ꎬ
第二类曲线分布地更紧凑. 下面考察对于类方差不同的函数型数据集ꎬ本文提出的方法是否具有一定优势.

通过计算我们发现在 Δｇａｐ ＝ ０.０３ 时ꎬｐ＝ ０.４ 所对应的准则函数 Ｏｐ 最小ꎬ取值为 １.４０３ ６ꎬ对应的准确率

为 ０.８１ꎬ此时的聚类效果优于表 ８ 中的 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｋ￣ｍｅａｎｓ 聚类方法、ｆｕｎＨＤＤＣ 方法 和 ｆｕｎｃｌｕｓｔ 方法.
表 ８　 其它聚类方法下脂肪光谱数据的准确率

Ｔａｂｌｅ ８　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｆａｔ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄａｔａ ｕｎｄｅｒ ｏｔｈｅｒ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

聚类方法
Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

Ｔｅｓｔ￣ｂａｓｅｄ Ｋ￣ｍｅａｎｓ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类 Ｋ￣ｍｅａｎｓ＋＋

ｆｕｎＨＤＤＣ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

ｆｕｎＦＥＭ

随机 Ｋ￣ｍｅａｎｓ 层次聚类

准确率 ０.７８ ０.７８ ０.７８ ０.８３ ０.８３ ０.８３ ０.８３ ０.７８ ０.７８ ０.７８ ０.７８ ０.７８ ０.７８

３　 结论

本文针对函数型数据提出了基于欧式距离和平行度的接近度指标ꎬ提出了一种新的凝聚式层次聚类

算法ꎬ改进了单独使用距离聚类带来的局限性ꎬ而且充分考虑了函数型曲线的形状. 与其它方法相比ꎬ该
方法有下述的优点:

(１)基于原始数据的函数型数据聚类方法往往是通过距离展开的. 但在实际应用中ꎬ我们常常会碰到

属于不同类别的函数型曲线ꎬ它们之间的距离很接近ꎬ但形态差异很大. 若仍使用原来的聚类方法ꎬ可能

无法实现准确聚类. 本文基于欧式距离和平行度提出了一个新的接近度指标ꎬ它综合平行度和距离的信

息ꎬ更好地概括了两个函数型曲线之间的差异ꎬ最终优化了凝聚式层次聚类方法.
(２)除了考虑平行度和距离的信息ꎬ本文在接近度指标的计算过程中ꎬ通过 ｐ 反映两类信息对接近度

的贡献程度. 当属于不同类别的函数型曲线的差异主要体现在距离上时ꎬ我们可以适当增加距离的比

重. 反之ꎬ当属于不同类别的函数型曲线的差异主要体现在形态变化上时ꎬ我们也可以适当增加平行度统

计量的比重. 针对不同特征的函数型数据ꎬ依据准则 Ｏｐ 调整权重得到了较好的聚类效果.
但是ꎬ该方法还是存在着一些不足之处:
(１)该聚类方法的有效性在一定程度上依赖于平行度统计量ꎬ而平行度统计量描述形态差异的效果

依赖于对区间的划分. 当间隔划分得越细时表示对平行度的要求越高ꎬ间隔划分得越粗时表示对平行度

的要求越低. 因此ꎬ过分地细划分或者粗划分都会对聚类结果造成一定的影响.
(２)该聚类方法只考虑了类与类间具有距离差距和形态差异的函数型数据集ꎬ但现实生活中的函数

型数据集是复杂的ꎬ不可能只存在距离差距或者形态差异ꎬ还存在方差、振幅等其它方面的差异ꎬ因此针对

４ 种不同类型的函数型数据集ꎬ聚类效果并未一致优于其它聚类方法.
—８—
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综合上述以及实证分析结果ꎬ我们可知当函数型数据集中存在明显的距离差距和形态差异时ꎬ本文所

提出的聚类方法具有一定优势ꎬ能得到较好的聚类结果.
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