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一类带分布时滞的非线性中立型广义弹性杆

方程的振动分析

罗李平

(衡阳师范学院数学与统计学院ꎬ湖南 衡阳 ４２１００２)

[摘要] 　 基于力学上非线性弹性杆(组)结构的振动问题与数学上偏微分方程(组)振动理论之间的密切联系ꎬ
研究了一类带分布时滞的偶数阶非线性中立型广义弹性杆方程的振动性问题ꎬ建立了该类弹性杆方程在

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件下所有解振动的新的充分性判据ꎬ并给出一个实例阐述结果的有效性. 所得结果反映出该类

弹性杆结构在这种情况下的振动状态———它始终发生振动.
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在非线性振动力学上ꎬ弹性杆(组)结构是工程系统中最普通的构件之一ꎬ常出现在建筑、造船、航空

航天、机械制造、海底电缆、石油钻探等众多工程场合. 全面了解弹性杆(组)结构的振动特性是对这类复

杂结构进行优化设计及其振动控制的重要基础与前提ꎬ而弹性杆(组)在数学上都是通过偏微分方程(组)
来描述的ꎬ因此ꎬ我们可以通过对偏微分方程(组)的振动问题进行准确的分析ꎬ从而分析出所对应的弹性

杆(组)结构的振动状态ꎬ这对工程实践上的机械减振和降噪等实际应用具有一定的理论指导意义. 近年

来ꎬ关于这一方面的研究已取得了一些很好的结果[１－９] . 本文拟研究如下一类具分布时滞的偶数阶非线性

中立型广义弹性杆方程
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同时考虑 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件:
ｕ＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂Ω×Ｒ＋ . (２)

本文我们总假定下列条件成立:
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ρ( ｔ)＝ ∞ ꎻ

(Ｈ５) ｈ０(ｕ)ꎬｈ１(ｕ)∈Ｃ１(ＲꎬＲ)ꎬｕｈ′０(ｕ)≥０ꎬｕｈ′１(ｕ)≥０ꎬｈ０(０)＝ ０ꎬｈ１(０)＝ ０.
定义　 边值问题(１)ꎬ(２)的解 ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃｎ(Ｇ)∩Ｃ１(􀭵Ｇ)在 Ｇ 内称为振动的ꎬ若它具有任意大的零点ꎬ

即∀Ｔ>０ꎬ∃(ｘ０ꎬｔ０)∈Ω×[Ｔꎬ∞ )ꎬ使得等式 ｕ(ｘ０ꎬｔ０)＝ ０ 成立. 否则称 ｕ(ｘꎬｔ)在 Ｇ内是非振动的.

１　 主要结果及其证明
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事实上ꎬ若(１０)不成立ꎬ则必存在 Ｔ≥ｔ１ꎬ满足 ｒ(Ｔ)Ｚ(ｎ－１)(Ｔ)<０ꎬ所以当 ｔ≥Ｔ时ꎬ由 ｒ( ｔ)Ｚ(ｎ－１)( ｔ)单调

减少知ꎬｒ( ｔ)Ｚ(ｎ－１)( ｔ)≤ｒ(Ｔ)Ｚ(ｎ－１)(Ｔ)ꎬ从而有
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但这与“Ｚ( ｔ)>０”矛盾ꎬ故(１０)成立.
特别地ꎬ由 ｒ( ｔ)>０ 及(１０)得 Ｚ(ｎ－１)( ｔ)≥０ꎬｔ≥ｔ１ . 进而可推得

Ｚ′( ｔ)≥０ꎬ　 ｔ≥ｔ１ . (１１)
若(１１)不成立ꎬ则由 ｎ是偶数及著名的 Ｋｉｇｕｒａｄｚｅ 引理[１０]可得ꎬ对更高阶的奇数阶导数有

Ｚ(ｋ)( ｔ)<０ꎬｋ＝ ３ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｎ－１.
但这与上述结果“Ｚ(ｎ－１)( ｔ)≥０”矛盾ꎬ故(１１)成立.
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１ － ∫β
α
ｐ( ｔ － σꎬ )ｄ [ ] Ｚ( ｔ－σ)ｄσꎬ　 ｔ≥ｔ１ .

从 ｔ１ 到 ｔ( ｔ>ｔ１)积分上式可得

ｒ( ｔ)Ｚ(ｎ－１)( ｔ)－ｒ( ｔ１)Ｚ(ｎ－１)( ｔ１)＋Ｚ( ｔ１－σ) ∫ｔ
ｔ１
Ｈ( ｓ)∫ｄ

ｃ
１ － ∫β

α
ｐ( ｓ － σꎬ )ｄ [ ] ｄσ{ } ｄｓ≤ ０.

在上式中ꎬ令 ｔ→∞ ꎬ并结合 ｒ( ｔ)Ｚ(ｎ－１)( ｔ)在[ ｔ１ꎬ∞ )上单调减少及 ｒ( ｔ)Ｚ(ｎ－１)( ｔ)≥０ 可得

∫∞
ｔ１
Ｈ( ｔ)∫ｄ

ｃ
１ － ∫β

α
ｐ( ｔ － σꎬ )ｄ [ ] ｄσ{ } ｄｔ <∞ .

但这与(３)矛盾ꎬ故定理 １ 得证.
由微分不等式(９)ꎬ有

ｒ( ｔ)(Ｕ( ｔ) ＋ ∫β
α
ｐ( ｔꎬ )Ｕ( ｔ － )ｄ ) (ｎ－１)[ ]′ ＋ Ｑ( ｔ)Ｕ( ｔ) ≤ ０ꎬ 　 ｔ≥ｔ１ .

类似于定理 １ 的证明ꎬ我们可得如下定理.
定理 ２　 若

∫∞
０
Ｑ( ｔ) １ － ∫β

α
ｐ( ｔꎬ )ｄ [ ] ｄｔ ＝ ∞ ꎬ 　 ｔ０>０ꎬ

则边值问题(１)ꎬ(２)的所有解在 Ｇ内振动ꎬ其中 λ０ 由问题(３)确定.
由定理 １ꎬ我们有如下推论.
推论 １　 若微分不等式(９)无最终正解ꎬ则边值问题(１)ꎬ(２)的所有解在 Ｇ内振动.
利用如下的特征值引理ꎬ我们可得到许多关于边值问题(１)ꎬ(２)的类似结果. 下面ꎬ我们假设 ｈ０(ｕ)ꎬ

ｈ１(ｕ)都是常数(不妨假设都是 １) .
引理 １[１１] 　 设 λ０ 是如下 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 特征值问题

Δϕ(ｘ)＋λϕ(ｘ)＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬλ是常数

ϕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ω{ (１３)
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的最小特征值ꎬϕ(ｘ)是与 λ０ 对应的特征函数ꎬ则 λ０>０ꎬϕ(ｘ)>０ꎬｘ∈Ω.
定理 ３　 设定理 １ 中的条件均满足ꎬ则边值问题(１)ꎬ(２)的所有解在 Ｇ内振动.
证明　 假设边值问题(１)ꎬ(２)有一个非振动解 ｕ(ｘꎬｔ)ꎬ不失一般性ꎬ不妨设 ｕ(ｘꎬｔ)>０ꎬｔ≥ｔ０ꎬｔ０ 为某

一正常数(对于 ｕ(ｘꎬｔ)<０ 的情形ꎬ令 􀭵ｕ(ｘꎬｔ)＝ －ｕ(ｘꎬｔ)ꎬ可类似证明)ꎬ则由(Ｈ４)知ꎬ存在 ｔ１≥ｔ０ꎬ使得对任

意的(ｘꎬｔ)∈Ω×[ ｔ１ꎬ∞ )ꎬ有 ｕ(ｘꎬｔ)>０ꎬｕ(ｘꎬｔ－ )>０ꎬｕ(ｘꎬｔ－σ)>０ꎬｕ(ｘꎬρ( ｔ))>０.
将方程(１)两边同乘以 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 问题(１３)的最小特征值 λ０ 所对应的特征函数 ϕ(ｘ)ꎬ并在区域 Ω上

关于 ｘ积分ꎬ得
ｄ
ｄｔ
ｒ( ｔ) ｄ

ｎ－１

ｄｔｎ－１ ∫Ωｕϕ(ｘ)ｄｘ ＋ ∫
β

α
ｐ( ｔꎬ )∫

Ω
ｕ(ｘꎬｔ － )ϕ(ｘ)ｄｘｄ ( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

∫
Ω
ｑ(ｘꎬｔ)ｕϕ(ｘ)ｄｘ＋ ∫

Ω
∫ｄ
ｃ
ｆ(ｘꎬｔꎬｕ(ｘꎬｔ － σ))ｄσ( ) ϕ(ｘ)ｄｘ＝

ａ０( ｔ) ∫
Ω
ϕ(ｘ)Δｕｄｘ＋ａ１( ｔ) ∫

Ω
ϕ( ｔ)Δｕ(ｘꎬρ( ｔ))ｄｘꎬ　 ｔ≥ｔ１ . (１４)

由 Ｇｒｅｅｎ 公式及边值条件(２)ꎬ并结合引理 １ꎬ有

∫
Ω
ϕ(ｘ)Δｕｄｘ＝ ∫

∂Ω
ϕ(ｘ) ∂ｕ

∂Ｎ
ｄＳ－ ∫

∂Ω
ｕ ∂ϕ(ｘ)

∂Ｎ
ｄＳ＋ ∫

Ω
ｕΔϕ(ｘ)ｄｘ＝ －λ０ ∫

Ω
ｕϕ(ｘ)ｄｘꎬ　 ｔ≥ｔ１ꎬ (１５)

∫
Ω
ϕ(ｘ)Δｕ(ｘꎬρ( ｔ))ｄｘ＝ －λ０ ∫

Ω
ｕ(ｘꎬρ( ｔ))ϕ(ｘ)ｄｘꎬ　 ｔ≥ｔ１ . (１６)

又由(Ｈ２)ꎬ(Ｈ３)有

∫
Ω
ｑ(ｘꎬｔ)ｕϕ(ｘ)ｄｘ≥Ｑ( ｔ) ∫

Ω
ｕϕ(ｘ)ｄｘꎬ　 ｔ≥ｔ１ꎬ (１７)

∫
Ω
∫ｄ
ｃ
ｆ(ｘꎬｔꎬｕ(ｘꎬｔ － σ))ｄσ( ) ϕ(ｘ)ｄｘ≥ ∫

Ω
∫ｄ
ｃ
ｈ(ｘꎬｔ)ｕ(ｘꎬｔ － σ)ｄσ( ) ϕ(ｘ)ｄｘ≥

Ｈ( ｔ) ∫ｄ
ｃ
∫
Ω
ｕ(ｘꎬｔ － σ)ϕ(ｘ)ｄｘ( ) ｄσꎬ 　 ｔ≥ｔ１ . (１８)

令 Ｖ( ｔ)＝ ∫
Ω
ｕϕ(ｘ)ｄｘꎬ显然ꎬＶ( ｔ)>０ꎬｔ≥ｔ１ . 于是由(１４)－(１８)可得

ｒ( ｔ)(Ｖ( ｔ) ＋ ∫β
α
ｐ( ｔꎬ )Ｖ( ｔ － )ｄ ) (ｎ－１)[ ]′ ＋

λ０ａ１( ｔ)Ｖ(ρ( ｔ))＋(λ０ａ０( ｔ)＋Ｑ( ｔ))Ｖ( ｔ)＋Ｈ( ｔ) ∫ｄ
ｃ
Ｖ( ｔ－σ)ｄσ≤０ꎬ　 ｔ≥ｔ１ . (１９)

令 Ｙ( ｔ)＝ Ｖ( ｔ)＋ ∫β
α
ｐ( ｔꎬ )Ｖ( ｔ－ )ｄ ꎬ则易知 Ｙ( ｔ)≥Ｖ( ｔ)>０ꎬ[ ｒ( ｔ)Ｙ(ｎ－１)( ｔ)] ′≤０ꎬｔ≥ｔ１ . 如同定理 １ 的

证明ꎬ类似可推得

Ｙ(ｎ－１)( ｔ)≥０ꎬＹ′( ｔ)≥０ꎬｔ≥ｔ１ .
由(１９)有

[ ｒ( ｔ)Ｙ(ｎ－１)( ｔ)] ′＋Ｈ( ｔ) ∫ｄ
ｃ
Ｖ( ｔ－σ)ｄσ≤０ꎬ　 ｔ≥ｔ１ .

余下证明同定理 １ 的后半部分的证明. 故略. 定理 ３ 证毕.
由微分不等式(１９)ꎬ有

ｒ( ｔ)(Ｖ( ｔ) ＋ ∫β
α
ｐ( ｔꎬ )Ｖ( ｔ － )ｄ ) (ｎ－１)[ ]′ ＋ (λ０ａ０( ｔ)＋Ｑ( ｔ))Ｖ( ｔ)≤０ꎬ　 ｔ≥ｔ１ .

类似于定理 ３ 的证明ꎬ我们可得如下定理.
定理 ４　 若

∫∞
ｔ０

(λ ０ａ０( ｔ) ＋ Ｑ( ｔ)) １ － ∫β
α
ｐ( ｔꎬ )ｄ [ ]{ } ｄｔ ＝ ∞ ꎬ 　 ｔ０>０ꎬ

则边值问题(１)ꎬ(２)的所有解在 Ｇ内振动ꎬ其中 λ０ 由问题(１３)确定.
由微分不等式(１９)ꎬ有
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ｒ( ｔ)(Ｖ( ｔ) ＋ ∫β
α
ｐ( ｔꎬ )Ｖ( ｔ － )ｄ ) (ｎ－１)[ ]′ ＋ λ ０ａ１( ｔ)Ｖ(ρ( ｔ)) ≤ ０ꎬ 　 ｔ≥ｔ１ .

类似于定理 ３ 的证明ꎬ我们可得如下定理. 值得注意的是该定理中的判据仅依赖于含时滞的 Ｌａｐｌａｃｅ
项的扩散系数 ａ１( ｔ) .

定理 ５　 若

∫∞
ｔ０
λ ０ａ１( ｔ) １ － ∫β

α
ｐ(ρ( ｔ)ꎬ )ｄ [ ]{ } ｄｔ ＝ ∞ ꎬ 　 ｔ０>０ꎬ

则边值问题(１)ꎬ(２)的所有解在 Ｇ内振动ꎬ其中 λ０ 由问题(１３)确定.
由定理 ３ꎬ我们有如下推论.
推论 ２　 若微分不等式(１９)无最终正解ꎬ则边值问题(１)ꎬ(２)的所有解在 Ｇ内振动.
注　 利用本文的思想ꎬ我们还可以考虑其它边值条件. 譬如ꎬ考虑如下的 Ｒｏｂｉｎ 边值条件

∂ｕ
∂Ｎ

＋μ(ｘ)ｕ＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈∂Ω×Ｒ＋ꎬ (２０)

式中ꎬμ(ｘ)∈Ｃ(∂Ωꎬ(０ꎬ∞ )) . 只要将文中的假设条件(Ｈ５)改为:
(Ｈ５) ′ｈ０(ｕ)ꎬｈ１(ｕ)∈Ｃ１(ＲꎬＲ＋)ꎬｕｈ′０(ｕ)≥０ꎬｕｈ′１(ｕ)≥０.

我们不难得到边值问题(１)ꎬ(２０)的若干振动判据. 限于篇幅ꎬ在此省略之.

２　 应用举例

下面给出一个例子来说明本文主要结果的适用性.
例　 考虑具分布时滞的六阶非线性中立型广义弹性杆方程

∂
∂ｔ

ｅ －ｔ ∂
５

∂ｔ５
ｕ ＋ １

２ ∫
π

π
２

ｕ(ｘꎬｔ － )ｄ æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋(ｅｔ＋ｅ－ｔ)ｕ＋(１＋ｅｔ) ∫ππ

２

ｕ(ｘꎬｔ－σ)ｄσ＝∂２ｕ
∂ｘ２

＋(１＋ｅｔ) ∂２

∂ｘ２
ｕ ｘꎬｔ－３π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

(ｘꎬｔ)∈(０ꎬπ)×[０ꎬ∞ ) (２１)
及边值条件

ｕ(０ꎬｔ)＝ ｕ(πꎬｔ)＝ ０ꎬ　 ｔ≥０. (２２)
这里

ｒ( ｔ)＝ ｅ－ｔꎬｐ( ｔꎬ )＝ １
２
ꎬｑ(ｘꎬｔ)＝ ｅｔ＋ｅ－ｔꎬｆ(ｘꎬｔꎬｕ)＝ (１＋ｅｔ)ｕꎬａ０( ｔ)＝ １ꎬ

ａ１( ｔ)＝ １＋ｅｔꎬα＝ π
２
ꎬβ＝πꎬｃ＝ π

２
ꎬｄ＝πꎬρ( ｔ)＝ ｔ－３π

２
.

显然 λ０ ＝ １ꎬϕ(ｘ)＝ ｓｉｎ ｘꎬｘ∈Ω. 不难验证本例满足定理 ３ 的全部条件ꎬ所以问题(２１)ꎬ(２２)的所有解

在(０ꎬπ)×[０ꎬ∞ )上振动. 事实上 ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｔ就是这样的一个解.

３　 结论

本文讨论一类带分布时滞的偶数阶非线性中立型广义弹性杆方程在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件下解的振动性

问题ꎬ得到了判别其所有解振动的几个新的充分性条件ꎬ所得结果充分表明分布时滞对弹性杆结构振动性

的影响作用ꎬ这为改进和完善工程机械、轨道交通、航空航天、高层建筑等领域的减振降噪技术提供数学理

论依据和科学基础.
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