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[摘要] 　 本文基于绝热近似理论ꎬ统一了输入信号为微弱周期信号和非周期信号的随机共振系统的信噪比ꎬ以
此信噪比为适应度函数ꎬ利用差分进化算法可对微弱复合信号的随机共振系统参数进行寻优. 通过对随机共振

系统的理论分析与仿真实验发现ꎬ若输入信号混有多个不同频率的微弱复合信号ꎬ本算法能有效分离较大能量

的频率分量ꎻ若输入的微弱复合信号含经符号函数调制的多个频率分量ꎬ也能对其中较大能量的频率成分进行

有效提取ꎻ若输入的微弱复合信号包含多个能量相差不大的脉冲信号ꎬ则各个脉冲信号皆可提取.
[关键词] 　 随机共振ꎬＬａｎｇｅｖｉｎ 方程ꎬ信噪比ꎬ差分进化算法
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自从 Ｂｅｎｚｉ 首次提出随机共振以来ꎬ随机共振理论已成为近些年非线性领域研究热点之一ꎬ主要包括

绝热近似理论[１－２]、线性响应理论[３－４]、驻留时间分布理论[５]等. 对特征信号的检测方法[６－７]的研究在许多

工程应用领域备受关注ꎬ其中随机共振方法是一种基于随机共振理论的用于微弱信号增强、检测的方法ꎬ
其思想是通过调节系统的参数(包括噪声的强度)达到提高系统输出的信噪比的目的ꎬ如参数调节随机共

振[８－１２]ꎬ非周期随机共振[１３－１５]等. 对于输入信号为简单的微弱周期信号(如正弦信号等)的随机共振测度

指标常采用文[１６]中定义的信噪比ꎬ对于输入信号为微弱非周期信号的随机共振测度指标常采用互相关

函数[１７]、平均互信息量[１８]、Ｋｕｌｌｂａｃｋ 熵[１９]等ꎬ但对于输入信号为复杂的周期信号和非周期信号的随机共

振测度指标鲜有讨论. 本文基于绝热近似理论ꎬ对于输入信号 ｓ( ｔ)为复杂的微弱周期信号或微弱非周期
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信号的随机共振系统的输出信号的信噪比进行了讨论. 记 ｓ( ｔ)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式中频率为 ωｋ 的系数的平

方和为 ａ２ｋ＋ｂ２ｋꎬｋ１ 为 ａ２ｋ＋ｂ２ｋꎬ( ｋ∈Ｎ)中的最大者的足标中的最小者ꎬ定义输出信噪比 ＳＮＲ为频率为 ωｋ１的输

出信号的功率 ＰＳｋ１与 ω＝ωｋ１处的背景噪声的功率 ＰＮｋ１之比ꎬ从而对于输入信号 ｓ( ｔ)为复杂的微弱周期信

号或微弱非周期信号的随机共振给出了统一形式的信噪比的定义. 由于差分进化算法具有很强的全局寻

优功能、较快的收敛速度及较好的稳定性ꎬ本文以所定义的信噪比为适应度函数ꎬ利用差分进化算法对随

机共振系统的参数进行寻优. 分别通过对输入信号为含 ７ 个不同频率的叠加信号、含符号函数调制的复

杂周期信号及含多脉冲的非周期信号的随机共振系统的仿真实验ꎬ表明所定义的信噪比 ＳＮＲ 及确定随机

共振系统的参数的方法是有效的.

１　 输出信号的信噪比

依绝热近似理论ꎬ考虑 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程

ｄｘ
ｄｔ

＝ａｘ－ｂｘ３＋ｓ( ｔ)＋Γ( ｔ)ꎬ (１)

式中ꎬΓ( ｔ)＝ ２Ｄω( ｔ)ꎬ且 Ｅ[Γ( ｔ)Γ( ｔ＋ )] ＝ ２Ｄδ( )ꎬＤ 为噪声强度ꎻω( ｔ)是零均值、单位方差的白噪

声ꎻｓ( ｔ)为逐段光滑函数. 该方程表示叠加了驱动力 ｓ( ｔ)和噪声 Γ( ｔ)的具有双势阱 Ｖ(ｘ)＝ １
４
ｂｘ４－ １

２
ａｘ２

的速度场 ｖ(ｘ)＝ ａｘ－ｂｘ３ . 记 Ｖ(ｘ)的两个稳态点± ａ
ｂ

为±ｘｍꎻｎ±( ｔ)表示系统在时刻 ｔ 时处于±ｘｍ 的概率ꎻ

ｗ±( ｔ)＝ ｒｅｘｐ ±
ｘｍ
Ｄ
ｓ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示系统在时刻 ｔ时从±ｘｍ 跃迁的概率ꎬ其中 ｒ＝ ａ

２π
ｅｘｐ － ａ

２

４ｂＤ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ是 Ｋｒａｍｅｒｓ 跃迁率.

ｎ±( ｔ)、ｎ∓( ｔ)满足

ｄｎ±
ｄｔ

＝ －ｗ±( ｔ)ｎ±＋ｗ∓( ｔ)ｎ∓ꎬ

及

ｎ±( ｔ)＋ｎ∓( ｔ)＝ １.
假设 １　 ｓ( ｔ)是以 ２ｌ( ｌ>０)为周期的周期函数ꎬ且满足以下条件

(１)在[－ｌꎬｌ]上是逐段光滑的ꎻ

(２) ∫ｌ
－ｌ
ｓ( ｔ)ｄｔ＝ ０.

引理 １　 若 ｓ( ｔ)满足假设 １.１ꎬ则 ｓ( ｔ)的不连续点至多可列多个ꎬ且其 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数在每一点 ｔ∈(－∞ ꎬ
＋∞ )收敛ꎬ

(３)当 ｔ是 ｓ( ｔ)的连续点时ꎬ

ｓ( ｔ)＝ ∑
∞

ｋ ＝ １
ａｋｃｏｓ

ｋπｔ
ｌ

＋ｂｋｓｉｎ
ｋπｔ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(４)当 ｔ是 ｓ( ｔ)的不连续点时ꎬ
ｓ( ｔ＋)＋ｓ( ｔ－)

２
＝ ∑

∞

ｋ ＝ １
ａｋｃｏｓ

ｋπｔ
ｌ

＋ｂｋｓｉｎ
ｋπｔ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

∑
∞

ｋ ＝ １
(ａ２ｋ＋ｂ２ｋ)≤ ∫ｌ

－ｌ
ｓ２( ｔ)ｄｔ<＋∞ ꎬ

式中ꎬａｋ ＝
１
ｌ ∫

ｌ

－ｌ
ｓ( ｔ)ｃｏｓ ｋπｔ

ｌ
ｄｔꎬ ｂｋ ＝

１
ｌ ∫

ｌ

－ｌ
ｓ( ｔ)ｓｉｎ ｋπｔ

ｌ
ｄｔꎬ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺) .

令 ｋ１ ＝ ｉｎｆ{ｋ ｜ ａ２ｋ＋ｂ２ｋ ＝ｍａｘ{ａ２１＋ｂ２１ꎬａ２２＋ｂ２２ꎬ􀆺ꎬａ２ｍ＋ｂ２ｍꎬ􀆺}ꎬｍ∈Ｎ}ꎬ即 ｋ１ 为 ａ２ｍ＋ｂ２ｍꎬ( ｍ∈Ｎ)中的最大者

的足标中的最小足标.

假设 ２　 ωｋ１ ＝
ｋ１π
ｌ

≤２ｒꎬ ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ ≤１ꎬＤ≤１ꎻ
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类似于[１]的讨论ꎬ方程(１)的满足初始条件 ｘ０ ＝ ｘ( ｔ０)的条件概率

ｎ＋( ｔ ｜ ｘ０ꎬｔ０)＝ １－ｎ－( ｔ ｜ ｘ０ꎬｔ０)＝
１
２

ｅｘｐ[ － ２ｒ( ｔ － ｔ０)] × ２δ(ｘ０ － ｘｍ) － １ －[{

２ｒｘｍ
Ｄ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａｋｃｏｓ(ωｋ ｔ０ ＋ φｋ) ＋ ｂｋｓｉｎ(ωｋ ｔ０ ＋ φｋ)

４ｒ２ ＋ ω２
ｋ

ù

û

ú
ú
＋

１ ＋
２ｒｘｍ
Ｄ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａｋｃｏｓ(ωｋ ｔ ＋ φｋ) ＋ ｂｋｓｉｎ(ωｋ ｔ ＋ φｋ)

４ｒ２ ＋ ω２
ｋ

} ＋ ｏ ｘｍ ａ
２
ｋ１
＋ ｂ２ｋ１
Ｄ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎻ

式中ꎬωｋ ＝
ｋπ
ｌ
ꎬφｋ ＝ －ａｒｃｔａｎ

ωｋ
２ｒ

ꎬ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺) .

定义在初始条件 ｘ０ ＝ ｘ( ｔ０)下系统时间响应的自相关函数为

‹ｘ( ｔ＋ )ꎬｘ( ｔ) ｜ ｘ０ꎬｔ０› ＝ ∬ ｘｙＰ(ｘꎬｔ＋ ｜ ｙꎬｔ)Ｐ(ｙꎬｔ ｜ ｘ０ꎬｔ０)ｄｘｄｙꎬ

式中ꎬ
Ｐ(ｙꎬｔ ｜ ｘ０ꎬｔ０)＝ ｎ＋( ｔ ｜ ｘ０ꎬｔ０)δ(ｙ－ｘｍ)＋ｎ－( ｔ ｜ ｘ０ꎬｔ０)δ(ｙ＋ｘｍ)ꎬ
Ｐ(ｘꎬｔ＋ ｜ ｙꎬｔ)＝ ｎ＋( ｔ＋ ｜ ｙꎬｔ)δ(ｘ－ｘｍ)＋ｎ－( ｔ＋ ｜ ｙꎬｔ)δ(ｘ＋ｘｍ) .

以下忽略高次项 ｏ ｘｍ ａ
２
ｋ１
＋ｂ２ｋ１
Ｄ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎬ当 ｔ０→－∞时ꎬ

‹ｘ( ｔ＋ )ꎬｘ( ｔ)›≡ ｌｉｍ
ｔ０→－∞

‹ｘ( ｔ＋ )ｘ( ｔ) ｜ ｘ０ꎬｔ０› ＝ ｘ２ｍｅｘｐ(－２ｒ ｜ ｜ )[１－ｋ２( ｔ)]＋ｘ２ｍｋ( ｔ＋ )ｋ( ｔ)ꎬ

式中ꎬ

ｋ( ｔ)＝
２ｒｘｍ
Ｄ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａｋｃｏｓ(ωｋ ｔ＋φｋ)＋ｂｋｓｉｎ(ωｋ ｔ＋φｋ)

４ｒ２＋ω２
ｋ

ꎬ

ωｋ ＝
ｋπ
ｌ
ꎬφｋ ＝ －ａｒｃｔａｎ

ωｋ
２ｒ

ꎬ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺) .

为了计算谱密度ꎬ需要在一个周期 ２ｌ内对‹ｘ( ｔ＋ )ꎬｘ( ｔ)›再进行时域平均ꎬ
«ｘ( ｔ＋ )ꎬｘ( ｔ)» ＝

１
２ｌ ∫

ｌ

－ｌ
‹ｘ( ｔ＋ )ꎬｘ( ｔ)›ｄｔ＝ ｘ２ｍｅｘｐ(－２ｒｋ ｜ ｜ ) １ －

２ｒ２ｘ２ｍ
Ｄ２ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａ２ｋ ＋ ｂ２ｋ
４ｒ２ ＋ ω２

ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２ｒ２ｘ４ｍ
Ｄ２ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａ２ｋ＋ｂ２ｋ
４ｒ２＋ω２

ｋ

ｃｏｓ(ωｋ ) .

依维纳—辛钦定理ꎬ系统输出的功率谱为

Ｇ(ω)＝ ＧＮ(ω)＋ＧＳ(ω)ꎬ
式中ꎬ

ＧＮ(ω)＝ １ －
２ｒ２ｘ２ｍ
Ｄ２ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａ２ｋ ＋ ｂ２ｋ
４ｒ２ ＋ ω２

ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４ｒｘ２ｍ
４ｒ２＋ω２ꎬ

ＧＳ(ω)＝
２πｒ２ｘ４ｍ
Ｄ２ ∑

∞

ｋ ＝ １

ａ２ｋ＋ｂ２ｋ
４ｒ２＋ω２

ｋ

[δ(ω－ωｋ)＋δ(ω＋ωｋ)] .

定义 １　 系统(１)的输出信噪比 ＳＮＲ为频率为 ωｋ１的输出信号的功率 ＰＳｋ１与 ω＝ωｋ１处的背景噪声的功

率 ＰＮｋ１之比ꎬ即

ＳＮＲ＝
ＰＳｋ１
ＰＮｋ１

ꎬ

其中

ＰＳｋ１ ＝ ｌｉｍ
Δω→０∫

ωｋ１
＋Δω

ωｋ１
－Δω
ＧＳ(ω)ｄω＝

２πｒ２ｘ４ｍ
Ｄ２ ×

ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１

４ｒ２＋ω２
ｋ１

ꎬ

ＰＮｋ１ ＝ＧＮ(ωｋ１)＝ ４ｒｘ２ｍ １－
２ｒ２ｘ２ｍ
Ｄ２ ∑

∞

ｋ＝１

ａ２ｋ＋ｂ２ｋ
４ｒ２＋ω２

ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
４ｒ２＋ω２

ｋ１

.

—８２—
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定理 １　 若 ｓ( ｔ)满足假设 １ 和假设 ２ꎬ则 ＳＮＲ≈
ａ２(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ ２ ｂＤ２ １－
ａ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

×ｅ－ ａ
２

４ｂＤ .

证明　 由引理 １ 的(３)及假设 ２ 知ꎬｌｉｍ
ｋ→∞

(ａ２ｋ＋ｂ２ｋ)＝ ０ꎬ且 ａ２ｋ＋ｂ２ｋ≤１ꎬｋ∈Ｚ＋ . 又 ｌｉｍ
ｋ→∞
ω２
ｋ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞

π２

ｌ２
ｋ２ ＝∞ ꎬ及 ωｋ１

＝
ｋ１π
ｌ

≤２ｒꎬ所以

ＰＮｋ１≈４ｒｘ２ｍ １－
２ｒ２ｘ２ｍ
Ｄ２ ×

ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１

４ｒ２＋ω２
ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
４ｒ２＋ω２

ｋ１

≈４ｒｘ２ｍ １－
ｘ２ｍ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２Ｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
４ｒ２＋ω２

ｋ１

.

从而

ＳＮＲ≈

２πｒ２ｘ４ｍ
Ｄ２ ×

ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１

４ｒ２＋ω２
ｋ１

４ｒｘ２ｍ １－
ｘ２ｍ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２Ｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
４ｒ２＋ω２

ｋ１

＝
πｒｘ２ｍ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２Ｄ２ １－
ｘ２ｍ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２Ｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
ａ２(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ ２ ｂＤ２ １－
ａ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

×ｅ－ ａ
２

４ｂＤ .

定理 ２　 若 ｓ( ｔ)在(０ꎬｌ]上逐段光滑ꎬｂｋ ＝
２
ｌ ∫

ｌ

０
ｓ( ｔ)ｓｉｎ ｋπｔ

ｌ
ｄｔꎬ(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺)ꎬ且 ｜ ｂｋ１ ｜ ≤１(其中 ｋ１ ＝ ｉｎｆ

{ｋ ｜ ｂ２ｋ ＝ｍａｘ{ｂ２１ꎬｂ２２ꎬ􀆺ꎬｂ２ｍꎬ􀆺}ꎬｍ∈Ｎ})ꎬ则 ＳＮＲ≈
ａ２ｂ２ｋ１ｅ

－ ａ
２

４ｂＤ

２ ２ ｂＤ２ １－
ａｂ２ｋ１
２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

.

证明　 令 ｆ( ｔ)＝
ｓ( ｔ)ꎬ ｔ∈(０ꎬｌ]
０ꎬ ｔ＝ ０

－ｓ(－ｔ)ꎬ ｔ∈(－ｌꎬ０)

ì

î

í

ïï

ïï

ꎬ再将 ｆ( ｔ)在实数集 Ｒ 上以周期为 ２ｌ进行延拓ꎬ得到的函数依

然记作 ｆ( ｔ)ꎬ显然 ｆ( ｔ)满足定理 １ 的条件ꎬ从而 ＳＮＲ≈
ａ２ｂ２ｋ１ｅ

－ ａ
２

４ｂＤ

２ ２ ｂＤ２ １－
ａｂ２ｋ１
２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

. 记 ＡＳＮＲ＝
ａ２ｂ２ｋ１

２ ２ ｂＤ２ １－
ａｂ２ｋ１
２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

×ｅ－ ａ
２

４ｂＤ

为 ＳＮＲ的近似值.

注 １　 若 ｓ(ｔ)同时满足 ωｋ１ ＝
ｋ１π
ｌ

≤２ｒ和 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ ≤１ꎬ则 ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１通常不能很小ꎬ例如不能小于 ０.０００ １ 等.

２　 随机共振模型

若 ｓ( ｔ)为周期信号ꎬ由引理 １ 直接写出其 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式ꎬ得到 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ꎻ若 ｓ( ｔ)为在(０ꎬｌ]上的非周期

信号ꎬ由定理 ２ 及引理 １ 类似地得到 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ꎬ其中 ａ２ｋ１ ＝ ０.

２.１　 随机共振系统参数的优化

对于随机系统(１)ꎬ要使其产生共振ꎬ参数 ａ、ｂ、Ｄ 的选取是关键. 为此需对(１)进行离散化处理和

数值仿真. 由于差分进化算法(ＤＥ)是一种包括变异、交叉和选择 ３ 种基本操作的高效的群体进化的算法ꎬ
本文采用差分进化算法对参数 ａ、ｂ、Ｄ 进行优化ꎬ其中适应度函数选用 ＳＮＲ 的近似值 ＡＳＮＲ. 具体算法

如下:
步骤 １:设置时间长度 Ｔ、时间步长 ｈ及系统(１)的初值 ｘ０ꎻ设置 ＤＥ的最大迭代循环次数 Ｍ、种群规模

Ｎｐ、放缩因子 Ｆ及交叉常数 Ｃｒ 等参数ꎻ分别设置参数 ａ、ｂ、Ｄ 的搜索范围 Ｉ１、Ｉ２、Ｉ３ꎬ其中 Ｉ１、Ｉ２、Ｉ３ 的选取要

满足条件 ａｈ≤１ 且
ａｈ＋２
ｂｈ

≥｜ ｘ０ ｜ . 令迭代的代数 ｊ＝ ０.

—９２—
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步骤 ２:随机生成初始种群 ａ０ ＝(ａ０１ꎬａ０２ꎬ􀆺ꎬａ０Ｎｐ)、ｂ
０ ＝(ｂ０１ꎬｂ０２ꎬ􀆺ꎬｂ０Ｎｐ)和 Ｄ

０ ＝(Ｄ０
１ꎬＤ０

２ꎬ􀆺ꎬＤ０
Ｎｐ)ꎬ其中 ａ０ｉ∈

Ｉ１ꎬｂ０ｉ∈Ｉ２ꎬＤ０
ｉ ∈ Ｉ３ꎬ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮｐ ) . 分别计算它们的适应度值 ＡＳＮＲ ｉ ＝

(ａ０ｉ ) ２(ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１)

２ ２ ｂ０ｉ(Ｄ０
ｉ ) ２ １－

ａ０ｉ(ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１)

２ｂ０ｉ(Ｄ０
ｉ ) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

×

ｅ－
(ａ０ｉ )

２

４ｂ０ｉ Ｄ
０
ｉ ꎬ记录各个体极值、全局极值和全局极值点.
步骤 ３:利用变异、交叉和选择等操作更新种群ꎬ计算新种群各个体的适应度值ꎬ并更新各个体极值、

全局极值和全局极值点.
步骤 ４:若 ｊ<Ｍꎬ则 ｊ←ｊ＋１ꎬ转 Ｓｔｅｐ ３. 否则ꎬ输出全局极值点 ａ∗、ｂ∗、Ｄ∗ꎬ即为参数 ａ、ｂ、Ｄ的最优取值.
步骤 ５:将 ａ∗、ｂ∗、Ｄ∗代入(１)建立双稳态随机共振模型.

图 １　 随机共振系统的建立

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｅｓｔａｂｌｉｓｈｍｅｎｔ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｙｓｔｅｍ

２.２　 复合信号随机共振的实现

设 ｓ(ｔ)为由微弱周期信号或非周期信号复合而成的复合

信号.
步骤 １:写出 ｓ( ｔ)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式ꎬ得到 ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１ .

步骤 ２:利用 ２.１ 的算法对参数 ａ、ｂ、Ｄ 进行优化ꎬ得到

ａ、ｂ、Ｄ的最优取值 ａ∗、ｂ∗、Ｄ∗ .
步骤 ３:将 ｓｎ( ｔ)＝ ｓ( ｔ) ＋ｎ( ｔ)ꎬ(其中 ｎ( ｔ)是强度为 Ｄ∗

的白噪声)叠加到系统
ｄｘ
ｄｔ

＝ａ∗ｘ－ｂ∗ｘ３ 得到随机共振系统
ｄｘ
ｄｔ

＝

ａ∗ｘ－ｂ∗ｘ３＋ｓｎ( ｔ) . 输出信号 ｘ( ｔ)即为 ｓ( ｔ)的增强信号.
随机共振系统的建立过程如图 １ 所示:
注 ２　 由引理 １ 的(３)可知ꎬ当微弱周期信号 ｓ( ｔ)的幅

值远小于 １ 时ꎬ ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ ≤１. 若同时满足 ωｋ１≤２ｒꎬ由定理 １、

定理 ２ 知ꎬ可以采用上述算法建立随机共振模型ꎬ能有效地

提取复合信号中的频率分量 ωｋ１ꎬ并且输出信号也得到了

增强.
注 ３　 在采用上述算法建立双稳态随机共振模型时ꎬａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１可以精确确定或者是某种精度下的估计

值ꎬ因此利用该随机共振模型也能有效地提取复合信号中幅值与 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ 相近的、频率远小于 ２ｒ 的其它

频率分量.

３　 数值仿真

下面分别对输入信号 ｓ( ｔ)为由微弱周期信号和非周期信号复合而成的复合信号进行仿真. 其中 ｘ０ ＝

０.００９ꎬＭ＝ １５００ꎬＮｐ ＝ １ ５００ꎬＦ＝ ０.５ꎬＣｒ ＝ ０.４ꎬａ、ｂ、Ｄ 的搜索范围分别取 Ｉ１ ＝ [０.００１ꎬ１０]、Ｉ２ ＝ [０.００１ꎬ１００]、
Ｉ３ ＝[０.０００ ０３ꎬ０.３] .
３.１　 ｓ( ｔ)为周期信号

引理 ２　 若

ｓ( ｔ)＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋ ｆｋ( ｔ)ꎬ

式中ꎬａｋ 为实数ꎬｆｋ( ｔ)是以 Ｔｋ 为最小正周期的周期函数ꎬ其中 Ｔｋ 为正有理数ꎬ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ则 ｓ( ｔ)为周

期函数.

证明　 令 Ｔｋ ＝
ｑｋ
ｐｋ

ꎬ(ｐｋ、ｑｋ 均为正整数ꎬｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬＭ为 ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｎ 的最大公约数ꎬＮ为 ｑ１ꎬｑ２ꎬ􀆺ꎬ

ｑｎ 的最小公倍数ꎬ则Ｎ
Ｍ

为 ｓ( ｔ)的周期.

—０３—
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推论 １　 若

ｓ( ｔ)＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
(ａｋｃｏｓαｋπｔ＋ｂｋｓｉｎαｋπｔ)ꎬ

式中ꎬａｋ、ｂｋ 为实数ꎬαｋ 为正有理数ꎬ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ则 ｓ( ｔ)为周期函数.
证明　 由引理 ２ 直接得到结论.
例 １ 　 ｓ( ｔ) ＝ ０.０４８ｃｏｓ０.００９２πｔ ＋ ０.０２４ｓｉｎ０.０４πｔ ＋ ０.０１６ｃｏｓ０.１πｔ ＋ ０.０２４ｓｉｎ０.０５πｔ ＋ ０. ０２４ｓｉｎ０. １１πｔ ＋

０.０１６ｃｏｓ０.０５６πｔ＋０.００２ ４ｓｉｎ０.１１６πｔ

显然 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１
＝ ０.０４８. 由推论 １ 知 ｓ( ｔ)为周期函数. 取 Ｔ＝ ６ ６６０ꎬｈ＝ ０.１ꎬ利用 ２ 中优化算法得到随机

共振系统(１)中的参数 ａ＝ １.８０６ ０ꎬｂ＝ ６７.７６１ ６ꎬＤ＝ ０.００５ ５.
由图 ２(ｅ)可以看出ꎬ对于输入信号 ｓ( ｔ)是由多个不同频率的微弱信号叠加而成的复合信号ꎬ通过利

用差分进化算法优化随机共振系统(１)中的参数 ａ、ｂ、Ｄꎬ能够有效地提取混合信号的不同频率ꎬ并且输出

信号得到了增强. 对比图 ２(ｂ)、( ｅ)显示未能检测出频率为 ０.０５８ 的叠加信号ꎬ这是因为其幅值远小

于 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ .

图 ２　 多频输入信号以及经过随机共振系统的输出信号

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｍｕｌｔｉ￣ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｎｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｙｓｔｅｍ

例 ２　 ｓ( ｔ)＝ ０.０２４ｓｇｎ(ｓｉｎ０.０１πｔ)ｃｏｓ(０.０３４πｔ)＋０.０２４ｓｇｎ(ｓｉｎ０.００３πｔ)ｓｉｎ(０.０４πｔ) .
由引理 ２ 知 ｓ( ｔ)是周期函数. 取 Ｔ ＝ ６６６ ０ꎬｈ ＝ ０.１ꎬ依 ２ 中优化算法得到随机共振系统(１)中的参数

ａ＝ １.８０６ ０ꎬｂ＝ ６７.７６１６ꎬＤ＝ ０.００５ ５.
比对图 ３(ｂ)(ｅ)ꎬ(ａ)(ｄ)可以看出ꎬ对于输入信号 ｓ( ｔ)是由多个不同频率的微弱信号及符号函数调

制、叠加而成的复合信号ꎬ通过利用差分进化算法优化随机共振系统(１)中的参数 ａ、ｂ、Ｄꎬ能够有效地提

取混合信号的不同频率ꎬ并且输出信号得到了增强.
３.２　 ｓ( ｔ)为非周期信号

常见的非周期信号ꎬ如矩形波信号(包括脉冲信号)、三角波信号、尖顶波信号等ꎬ是用分段函数来表

示的. 由于分段函数在任意一个分段区间 Ｉ上的值可以表示为一个定义在 Ｒ 上的函数 ｆＩ(ｘ)与一个在 Ｉ 上
取 １、在 Ｒ－Ｉ上取 ０ 的函数 ｈＩ(ｘ)的乘积ꎬ其中 ｈＩ(ｘ)可以用符号函数来表示ꎬ例如若 Ｉ＝ ( ｃꎬｄ)ꎬ则 ｈＩ(ｘ)可

表示为
１
２
[ｓｇｎ(ｘ－ｃ)－ｓｇｎ(ｘ－ｄ)]ꎬ所以诸如矩形波信号、脉冲信号、三角波信号、尖顶波信号等非周期信号

可以用符号函数来表示或者调制. 下面以在[０ꎬ１８０]内由多个微弱的脉冲信号叠加而成的非周期信号作

—１３—
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为输入信号 ｓ( ｔ)为例进行仿真.

图 ３　 复合输入信号以及经过随机共振系统的输出信号

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｍｐｏｕｎｄ ｉｎｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｙｓｔｅｍ

例 ３　 ｓ( ｔ)＝ ０.７２[ｓｇｎ( ｔ－２９.７５)－ｓｇｎ( ｔ－３０.２５)＋ｓｇｎ( ｔ－６９.７５)－ｓｇｎ( ｔ－７０.２５)＋ｓｇｎ( ｔ－７９.７５)－ｓｇｎ( ｔ－
８０.２５)＋ｓｇｎ( ｔ－１１９.７５)－ｓｇｎ( ｔ－１２０.２５)]－０.４８.

显然 ｓ( ｔ)不是周期函数. 取 Ｔ＝ １８０ꎬｈ＝ ０.０１ꎬ依定理 ２ 及第 ２.１ 节中优化算法得到随机共振系统(１)
中的参数 ａ＝ ０.２００ ２ꎬｂ＝ ７６.１２８ １ꎬＤ＝ ０.０１７ ４.

图 ４　 非周期输入信号以及经过随机共振系统的输出信号

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ａｐｅｒｉｏｄｉｃ ｉｎｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｙｓｔｅｍ

由图 ４(ｂ)(ｅ)可以看出ꎬ输入信号 ｓ( ｔ)和输出信号 ｘ( ｔ)在[０ꎬ１８０]内均不含周期分量. 比对图 ３(ａ)
(ｄ)可以看出ꎬ对于输入信号 ｓ( ｔ)是由多个微弱的脉冲信号叠加而成的非周期信号ꎬ通过利用差分进化算

法优化随机共振系统(１)中的参数 ａ、ｂ、Ｄꎬ也能够有效地提取各脉冲信号.

—２３—
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注 ３　 对于非矩形波信号ꎬ构成非矩形波形的某条边上的点的纵坐标可能有正有负ꎬ由于系统(１)是
在两个势阱之间跃迁ꎬ通过系统(１)的共振ꎬ纵坐标为负的部分和纵坐标为正的部分可能分别分成两段显

示出来ꎬ所以就有可能与原输入信号的波形有较大偏差. 因此对于输入信号 ｓ( ｔ)中叠加有三角波形等非

矩形波信号的情形ꎬ可能不能有效地提取各叠加信号.

４　 结论

首先ꎬ对于输入信号 ｓ( ｔ)为微弱周期信号和非周期信号的随机共振系统(１)ꎬ定理 １.１、定理 １.２ 分别

给出了统一形式的信噪比 ＳＮＲ≈
ａ２(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ ２ ｂＤ２ １－
ａ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

×ｅ－ ａ
２

４ｂＤꎬ其中 ｋ１ 为 ｓ( ｔ)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式中频率为

ωｋ 的系数的平方和为 ａ２ｋ＋ｂ２ｋ( ｋ∈Ｎ)中的最大者的足标中的最小者ꎬ且当 ｓ( ｔ)为微弱非周期信号时 ａ２ｋ１ ＝ ０.
其次ꎬ对于输入信号 ｓ(ｔ)为由微弱周期信号和非周期信号复合而成的复合信号的随机共振系统ꎬ以 ＡＳＮＲ ＝

ａ２(ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１)

２ ２ ｂＤ２ １－
ａ(ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１)

２ｂＤ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

×ｅ－ ａ
２

４ｂＤ为适应度函数ꎬ利用差分进化算法对随机共振系统(１)的参数 ａ、ｂ、Ｄ 进行寻

优ꎬ进而确定了参数 ａ、ｂ、Ｄ的值ꎬ建立起随机共振模型. 最后ꎬ分别以输入信号 ｓ( ｔ)为由多个不同频率的

微弱信号叠加而成的复合周期信号和由经符号函数调制的多个不同频率的微弱信号叠加而成的复合周期

信号为例验证了所建立的随机共振模型能够有效地提取复合信号中幅值为 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ 或与 ａ２ｋ１＋ｂ

２
ｋ１ 相近

的、频率远小于 ２ｒ的分量ꎬ并且输出信号得到了增强ꎻ以输入信号 ｓ( ｔ)为由多个微弱的脉冲信号叠加而成

的复合非周期信号为例验证了所建立的随机共振模型能够有效地提取复合信号中幅值为 ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ 或与

ａ２ｋ１＋ｂ
２
ｋ１ 相近的各脉冲信号分量.
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