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带有位势井的分数阶渐近薛定谔方程的多解性研究

陆伟东ꎬ单　 远

(南京审计大学数学学院ꎬ江苏 南京 ２１１８１５)

[摘要] 　 研究分数阶薛定谔方程:
(－Δ) ｓｕ＋Ｖλ(ｘ)ｕ＝ ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ ０<ｓ<１ꎬ　 ｘ∈ＲＮꎬ

其中 Ｎ>２ｓꎬｆ满足渐近线性条件ꎬ且当 λ充分大时位势函数 Ｖλ 具有位势井. 利用临界点定理得到方程的多解性.
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(－Δ) ｓｕ＋Ｖλ(ｘ)ｕ＝ ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ ０<ｓ<１ꎬ　 ｘ∈ＲＮꎬ
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ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ.
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本文研究如下的分数阶薛定谔方程:
(－Δ) ｓｕ＋Ｖλ(ｘ)ｕ＝ ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ ｘ∈ＲＮꎬ

其中 ０<ｓ<１ꎬＮ>２ｓꎬｆ∈Ｃ(ＲＮ×ＲꎬＲ)ꎬ 分数阶拉普拉斯(－Δ) ｓ 定义为:

(－Δ) ｓｕ(ｘ)＝ － １
２ ∫ＲＮ

ｕ(ｘ＋ｙ)＋ｕ(ｘ－ｙ)－２ｕ(ｘ)
｜ ｙ ｜ Ｎ＋２ｓ

ｄｙꎬ (１)

位势函数 Ｖλ:＝λｇ(ｘ)＋１ꎬλ≥０ 是实参数并满足如下条件:
(Ｖ１):ｇ∈Ｃ(ＲＮꎬＲ)ꎬｇ≥０ꎬ且 Ω:＝ ｉｎｔ(ｇ－１(０))≠∅.
(Ｖ２):存在 Ｍ０>０ 使得集合{ｘ∈ＲＮꎬ　 ｇ(ｘ)≤Ｍ０}非空且具有有限测度.
(Ｖ３):􀭺Ω＝ｇ－１(０)是带有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 边界的有界区域.
方程(１)源自于时间依赖的分数阶薛定谔方程

ｉ∂ｔψ＋(－Δ) ｓψ＋(Ｖ(ｘ)－ｃ)ψ＝ｇ(ｘꎬψ)ꎬｘ∈ＲＮꎬｔ∈Ｒꎬ
的驻波解的研究. 这里驻波解是指满足方程形如 ψ(ｘꎬｔ)＝ ｅｉｃｔｕ( ｔ)的解. 近些年ꎬ人们利用分数阶的拉普拉

斯或拟微分算子来研究纯数学或者应用数学中的一些具体的现象. 分数阶薛定谔方程是分数阶量子力学

的重要模型之一. 值得指出的是文献[１]在路径积分中利用 Ｌｅｖｙ 路径代替布朗路径得到了分数阶薛定谔

方程ꎬ并将布朗量子力学推广到 Ｌｅｖｙ 量子力学ꎬ使得该方程得到了广泛的关注(参见文献[２－９]) .
当 λ充分大时ꎬ条件(Ｖ１)－(Ｖ３)建立了位势井. 这类条件被运用于薛定谔方程的研究中[１０－１２] . 随后ꎬ

—１—
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位势井被引入薛定谔－泊松方程、Ｋｒｉｃｈｈｏｆｆ 问题、分数阶薛定谔方程等的研究中(参见文献[１３－１５]) .
为了介绍非线性项 ｆ的条件ꎬ我们首先给出带有齐次狄利克雷边值条件的非局部拉普拉斯问题的特

征值问题(参见文献[１６]):
(－Δ) ｓｕ(ｘ)＋ｕ(ｘ)＝ νｕ(ｘ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ＝ ０ꎬ ｘ∈ＲＮ ＼Ω.

设 Ｌ＝(－Δ) ｓ＋１ꎬ并记 σ(Ｌ)为满足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值条件的算子 Ｌ 的谱ꎬ则 σ(Ｌ)由正的有限重特征值构

成. 在本文中ꎬ我们希望将薛定谔方程中的经典结果[１１－１２ꎬ１７]推广至分数阶薛定谔方程(１)的研究中. 我们

主要研究当非线性项 ｆ满足渐近线性条件时方程(１)的多解性.针对 ｆꎬ我们做出如下假设:
( ｆ１):ｆ(ｘꎬｕ)＝ ｏ(ｕ)ꎬｕ→０ꎬ关于 ｘ 一致.

( ｆ２):ｆ(ｘꎬｕ)＝ Ｂ∞(ｘ)ｕ＋ｒ(ｘꎬｕ)ꎬ其中 Ｂ∞ 是有界连续的实值函数ꎬｒ(ｘꎬｕ)
ｕ

∈ＲＮ×Ｒ ＼ {０}且 ｒ(ｘꎬｕ)＝

ｏ(ｕ)ꎬ ｜ ｕ ｜→∞关于 ｘ一致.
( ｆ３):ｍ０:＝ ｉｎｆｘ∈ＲＮＢ∞(ｘ)>ｉｎｆ σ(Ｌ) .

( ｆ４):要么( ｉ)０∉σ(Ｌ－Ｂ∞ )ꎬ要么( ｉｉ) Ｆ^(ｘꎬｕ)≥０ 且存在 δ０ 使得 ｜ ｕ ｜充分大时 Ｆ^(ｘꎬｕ)≥δ０ 成立. 其中

Ｆ^(ｘꎬｕ)＝ １
２
ｆ(ｘꎬｕ)ｕ－Ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ且 Ｆ(ｘꎬｕ)＝ ∫ｕ

０
ｆ(ｘꎬｓ)ｄｓ.

设 ζ为算子 Ｌ落入(０ꎬｍ０)内的特征值的个数ꎬ本文的主要定理如下:
定理 １　 设(Ｖ１)－(Ｖ３)和( ｆ１)－( ｆ４)成立. 若 ｆ关于 ｕ是奇函数ꎬ则当 λ充分大时ꎬ方程(１)至少含有 ζ

对解.
注 １　 如下的函数满足条件( ｆ１)－( ｆ４):

Ｆ(ｘꎬｕ)＝ Ｂ∞(ｘ) ｜ ｕ ｜ ２ １－ １
ｌｎ２(ｅ＋ ｜ ｕ ｜ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

１　 预备知识

我们首先回顾分数阶 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间的相关知识. 定义分数阶函数空间 Ｘ:

Ｘ:＝ ｕ∈Ｌ２(ＲＮ): ∬Ｒ２Ｎ

(ｕ(ｘ)－ｕ(ｙ)) ２

｜ ｘ－ｙ ｜ Ｎ＋２ｓ
ｄｘｄｙ<∞{ } ꎬ

其上的范数定义为

‖ｕ‖Ｘ ＝ ∬
Ｒ２Ｎ

(ｕ(ｘ) － ｕ(ｙ)) ２

｜ ｘ － ｙ ｜ Ｎ＋２ｓ
ｄｘｄｙ ＋ ∬

Ｒ２Ｎ
ｕ２ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ２

.

算子(－Δ) ｓ＋Ｖλ 的形式定义域为:

Ｅλ ＝ ｕ∈ Ｘ:∬
Ｒ２Ｎ
Ｖλ(ｘ)ｕ２ｄｘ < ∞{ } .

Ｅλ 是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间并带有内积

‖ｕ‖２
λ ＝(ｕꎬｕ) λ ＝ ∬

Ｒ２Ｎ

(ｕ(ｘ)－ｕ(ｙ)) ２

｜ ｘ－ｙ ｜ Ｎ＋２ｓ
ｄｘｄｙ＋ ∫

ＲＮ
(１＋λｇ(ｘ))ｕ２ｄｘ.

Ｅλ 可以连续嵌入 Ｘ. 特别的ꎬ根据[３]中的引理 ２.２ꎬ可得

引理 １ 　 Ｅλ 可以连续嵌入 Ｌｐ (ＲＮ )ꎬ∀ ｐ∈ [２ꎬ２∗
ｓ ]ꎬ且紧嵌入 Ｌｐｌｏｃ (ＲＮ )ꎬ∀ ｐ∈ [ ２ꎬ２∗

ｓ ]ꎬ其中

２∗
ｓ ＝ ２ｓ
Ｎ－２ｓ

.

定义 Ｅλ 上的泛函 Ｉλ:Ｅλ→Ｒꎬ

　 Ｉλ(ｕ)＝
１
２ ∬Ｒ２Ｎ

(ｕ(ｘ)－ｕ(ｙ)) ２

｜ ｘ－ｙ ｜ Ｎ＋２ｓ
ｄｘｄｙ＋ １

２ ∬Ｒ２Ｎ
Ｖλｕ２ｄｘ－ ∬

Ｒ２Ｎ
Ｆ(ｘꎬｕ)ｄｘ＝ １

２
‖ｕ‖２

λ－ ∬
Ｒ２Ｎ
Ｆ(ｘꎬｕ)ｄｘ. (２)

根据 ｆ的假设易得 Ｉλ∈Ｃ１(ＥλꎬＲ)且 Ｉλ 的临界点是方程(１)的解.
设 Ｂｒ(ｙ)＝ {ｘ∈ＲＮ: ｜ ｘ－ｙ ｜≤ｒ} . 简记 Ｂｒ ＝Ｂｒ(０)和 Ｂｃｒ ＝ＲＮ ＼Ｂｒ . 根据文献[３ꎬ６]ꎬ我们得到如下结论:

—２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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引理 ２　 设(Ｖ１)－(Ｖ３)成立. 任取 ２≤ｐ≤２∗
ｓ ꎬ对于任意的 ε>０ꎬ存在 Λε>０ 和 ｒε>０ 使得

‖ｕ‖Ｌｐ(Ｂｃｒε)
≤ε‖ｕ‖ｐ

λꎬ∀ｕ∈Ｅλꎬλ>Λε .

我们引入如下的空间 Ｅ:

Ｅ＝ ｕ ｜ ｕ:ＲＮ→Ｒ 可测ꎬｕ∈Ｌ２(Ω)且ｕ(ｘ)
－ｕ(ｙ)

｜ ｘ－ｙ ｜
Ｎ
２ ＋ｓ

∈Ｌ２(Ｑ){ } ꎬ

其中 Ｑ＝Ｒ２Ｎ ＼ΛꎬΛ＝Ωｃ×Ωｃ . 记
Ｅ０ ＝{ｕ∈Ｘ:ｕ＝ ０ 几乎处处于 Ωｃ}ꎬ

Ｅ０ 是定义在 Ω上的算子(－Δ) ｓ＋１ 的形式定义域ꎬ且 σ(Ｌ)只具有正的孤立的有限重特征值.
下面我们介绍对称形式的山路引理(参见[１８]定理 ６.３)用来研究泛函 Ｉλ 的临界点. 回顾序列(ｕｎ)∈

Ｘ 被称为 Ｉ的 Ｐａｌａｉｓ￣Ｓｍａｌｅ(简写为 ＰＳ)序列是指:Ｉ(ｕｎ)有界且 Ｉ′(ｕｎ)→０. 函数 Ｉ满足 ＰＳ 条件是指:Ｉ 的任

一 ＰＳ 序列具有收敛子列.
定理 ２　 设 Φ∈Ｃ１(ＸꎬＲ１)为巴拿赫空间 Ｘ上的偶泛函ꎬΦ(０)＝ ０ 且 Φ满足(ＰＳ)条件. 若
(Φ１)存在 Ｇ１⊂Ｘꎬｄｉｍ Ｘ＝ ｌ１ 和 ｒ>０ 使得

ｓｕｐｕ∈Ｇ１ꎬｕ≥ｒΦ(ｕ)≤０ꎬ
(Φ２)存在 Ｇ２⊂Ｘꎬｃｏｄｉｍ Ｘ＝ ｌ２<ｌ１ 和 ρ>０ 使得

ｉｎｆｕ∈Ｇ２∩∂ＢρΦ(ｕ)>０ꎬ
则 Φ至少有 ｌ１－ｌ２ 对临界点(正临界值) .

２　 定理 １ 的证明

引理 ３　 设( ｆ１)和( ｆ２)成立ꎬ则存在 ρ>０ 使得

ｉｎｆｕ∈Ｅλ∩∂ＢρＩλ(ｕ)>０ꎬ
对于任意 λ≥０ 都成立.
证明　 由( ｆ１)和( ｆ２)可得:对于任意 ε>０ꎬ存在 Ｃε>０ 以及 ｐ∈[２ꎬ２∗

ｓ ]使得

｜ ｆ(ｘꎬｕ) ｜≤εｕ＋Ｃε ｜ ｕ ｜ ｐ
－１ꎬ

以及

｜Ｆ(ｘꎬｕ) ｜≤ ε
２
ｕ２＋
Ｃε
ｐ

｜ ｕ ｜ ｐ .

从而

Ｉλ≥
１
２
‖ｕ‖２

λ－
ε
２
‖ｕ‖２

Ｌ２－
Ｃε
ｐ
‖ｕ‖ｐ

Ｌｐꎬ∀ｕ∈Ｅλ .

因此当 ρ＝‖ｕ‖λ 充分小时该引理成立.
设 Ｌ在(０ꎬｍ０)中的特征值(按重数计算)为 μ１(Ｌ)<μ２(Ｌ)≤μ３(Ｌ)≤􀆺μζ(Ｌ)<ｍ０ꎬ并用 ｅ ｊꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ 􀆺

ζ表示其对应的特征向量. 记 Ｇ１ ＝ｓｐａｎ{ｅ１ꎬ　 ｅ２ꎬ􀆺ꎬｅζ} .
引理 ４　 存在 ｒ>０ 使得

ｓｕｐ Ｉλ(Ｇ１∩Ｂｃｒ)<０.
证明　 只需证当 ｕ∈Ｇ１ 且 ｕλ→∞时 Ｉλ→－∞ . 假设存在 Ｍ>０ꎬ{ｕｊ}⊂Ｇ１ 且‖ｕｊ‖λ→＋∞时 Ｉλ(ｕｊ)>－Ｍ.

设 ｖｊ ＝
ｕｊ

‖ｕｊ‖λ
ꎬ则有‖ｖｊ‖λ ＝１. 由于 Ｇ１ 是有限维空间ꎬ不妨设在 Ｇ１ 中 ｖｊ→ｖ. 则有

－Ｍ
‖ｕ ｊ‖２

λ

≤
Ｉλ(ｕ ｊ)
‖ｕ ｊ‖２

λ

＝ １
２
‖ｖｊ‖２

λ－ ∫
ＲＮ

Ｆ(ｘꎬｕ ｊ)
‖ｕ ｊ‖２

λ

ｄｘ. (３)

记 Ｒ(ｘꎬｕ)＝ Ｆ(ｘꎬｕ) － １
２
Ｂ∞ ｕ

２ . 由条件( ｆ２)可得 ｜ Ｒ(ｘꎬｕ) ｜ ≤ｃｕ２ 以及当 ｜ ｕ ｜ →＋∞ 时
｜Ｒ(ｘꎬｕ) ｜
ｕ２

→０.

从而

—３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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∫
ＲＮ

Ｒ(ｘꎬｕ ｊ)
‖ｕ ｊ‖２

λ

ｄｘ＝ ∫
ＲＮ
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矛盾. 证毕.
引理 ５　 设定理 １ 的条件都成立ꎬ则当 λ充分大时ꎬ所有的(ＰＳ)序列有界.

证明　 设序列{ｕ ｊ}满足 Ｉλ(ｕ ｊ)→ｃ且 Ｉ′λ(ｕ ｊ)→０. 假设{ｕ ｊ}无界. 令 ｖｊ ＝
ｕ ｊ

‖ｕ ｊ‖λ
ꎬ则有‖ｖｊ‖λ ＝ １.

不妨设在 Ｅλ 中 ｖｊ⇀ｖ且在 Ｌｐｌｏｃ(ＲＮ)中 ｖｊ→ｖ.
首先证 ｖ≠０. 事实上ꎬ如果 ｖ＝ ０ꎬ则存在常数 Ｃ使得
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由引理 ２ꎬ当 λ充分大时ꎬ对于 ε>０ 存在 ｒε 使得 ∫
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ｖ２ｊ ｄｘ≤ε. 又由于在 Ｌ２(Ｂｒε)中 ｖｊ⇀０ꎬ所以由式(５)

可得 ｏ(１)≥１－Ｃε. 矛盾. 从而 ｖ≠０.
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令 ｊ→＋∞ ꎬ则有(ｖꎬ　 ψ) λ－(Ｂ∞(ｘ)ｖꎬψ) Ｌ２ ＝ ０ 以及(－Δ) ｓｖ＋Ｖλｕ－Ｂ∞ ｖ＝ ０. 若条件( ｆ４)( ｉ)成立ꎬ则有 ｖ ＝ ０ꎬ

矛盾. 假设条件( ｆ４)( ｉｉ)成立ꎬ即存在 α>０ 使得 Ｆ^(ｘꎬｕ)≥δ０ 对于 ｜ ｕ ｜≥α成立. 由 Ｆ^(ｘꎬｕ)>０ꎬ可得

Ｃ≥Ｉλ(ｕ ｊ)－
１
２
Ｉ′λ(ｕ ｊ)ｕ ｊ ＝ ∬

Ｒ２Ｎ
Ｆ^(ｘꎬｕ ｊ)ｄｘ≥ ∫

｜ ｕｊ｜≥α
Ｆ^(ｘꎬｕ ｊ)ｄｘ≥δ０ ｜ ｘ∈ＲＮ: ｜ ｕ ｊ ｜≥α ｜ .
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矛盾. 综上所述ꎬ{ｕ ｊ}在 Ｅλ 中有界. 证毕.
引理 ６　 设定理 １ 的条件都成立ꎬ则有 Ｉλ 满足(ＰＳ)条件.
证明　 设{ｕｊ}⊂Ｅλ 是 Ｉλ 的(ＰＳ)序列. 由引理 ５ꎬ{ｕｊ}在 Ｅλ 中有界. 不妨设在 Ｅλ 中 ｕｊ⇀ｕꎬ且在 Ｌｐｌｏｃ(ＲＮ)

中 ｕｊ→ｕ. 令 ｗｊ ＝ｕｊ－ｕꎬ则有 Ｅλ 中 ｗｊ⇀０ 且在 Ｌｐｌｏｃ(ＲＮ)中 ｗｊ→ｗ. 从而ꎬ
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根据引理 ２ꎬ当 λ充分大时ꎬ对于任意的 ε>０ꎬ存在 Ｒε 使得 ∫
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因此ꎬ从式(６)可得 ｏ(１)≥(１－Ｃε)‖ｗｊ‖２
λꎬ则有在 Ｅλ 中‖ｗｊ‖２

λ→０. 引理得证.
定理 １ 的证明　 根据引理 ４ 可得ꎬ定理 ２ 的条件(Φ１)成立且有 ｄｉｍ Ｇ１ ＝ζ. 令 Ｇ２ ＝Ｅλꎬ则有 ｃｏｄｉｍ Ｇ２ ＝０ꎬ
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且引理 ３ 说明条件(Φ１)成立. 引理 ５ 和引理 ６ 说明ꎬ当 λ充分大时 Ｉλ 满足(ＰＳ)条件. 由 ｆ(ｘꎬｕ)关于 ｕ是奇

函数知 Ｉλ 是偶函数. 因此ꎬＩλ 具有至少 ζ对非平凡的临界点. 证毕.
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