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[摘要] 　 研究了由 Ｇ－布朗运动驱动的具有一致连续性生成元的倒向随机微分方程的解的极限定理ꎬ并由此得

到了该方程的逆比较定理.
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近年来ꎬ彭[１ꎬ２]系统地建立了 Ｇ－期望理论. 在 Ｇ－期望框架下ꎬＧ－布朗运动ꎬ关于 Ｇ－布朗运动的伊藤

型随机积分理论也得到较好的研究[３－５] . 值得注意的是ꎬ在 Ｇ－期望框架下ꎬ有许多的结论不同于线性期望

理论ꎬ比如:控制收敛定理不成立ꎬＧ－布朗运动的二次变差过程不是一个常数等等. 在此基础上ꎬ彭[１] 和

高[４]通过不动点定理证明了由 Ｇ－布朗运动驱动的正向随机微分方程的解的存在唯一性. 文献[６]证明了

如下由 Ｇ－布朗运动驱动的倒向随机微分方程(ＧＢＳＤＥ)存在唯一的解(ＹꎬＺꎬＫ):

Ｙｔ ＝ ξ＋ ∫Ｔ
ｔ
ｆ( ｓꎬＹｓꎬＺｓ)ｄｓ＋ ∫Ｔ

ｔ
ｇｉｊ( ｓꎬＹｓꎬＺｓ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｓ－ ∫Ｔ

ｔ
ＺｓｄＢｓ－(ＫＴ－Ｋ ｔ)ꎬ (１)

式中ꎬ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｔ 是 Ｇ－布朗运动 Ｂ ｔ 的交互变差过程ꎬξ∈ＬβＧ(ΩＴ)ꎬβ≥２.生成元 ｆ和 ｇｉｊ满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件. 在
此情形下ꎬ文献[７]得到生成元的表示定理(解的极限定理)ꎬ并利用它得到了方程(１)的逆比较定理.

最近ꎬ文献[８]推广了文献[６]的结论ꎬ在生成元满足一致连续性条件时证明了方程(１)的解的存在

唯一性. 然而ꎬ在此种情形下的解的极限定理ꎬ进一步ꎬ逆比较定理尚未得到研究. 本文研究了具有一致连

续性生成元的 ＧＢＳＤＥ 的解的极限定理ꎬ并由此得到了该方程的逆比较定理.
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１　 预备知识

取 ΩＴ ＝Ｃ０([０ꎬＴ]ꎻＲｄ)为定义在[０ꎬＴ]上的 Ｒｄ 值连续路径 ｗｔ 构成的空间ꎬｗ０ ＝ ０ꎬＢｔ(ｗ):＝ ｗｔ 为典则过

程.记 Ｆ ∶＝{Fｔ}是 Ｂｔ 生成的自然域流. Ｌｉｐ(ΩＴ):＝ {φ(Ｂｔ１ꎬＢｔ２ꎬ􀆺ꎬＢｔｎ):∀ｎ≥１ꎬｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｎ∈[０ꎬＴ]ꎬ∀φ∈
ＣｂꎬＬｉｐ(Ｒｎ

×ｄ)}ꎬ其中 Ｃｂꎬｌｉｐ(Ｒｎ
×ｄ)是有界实值 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数构成的空间. 可以证明在(ΩＴꎬＬｉｐ(ΩＴ))上存在

一个 Ｇ－期望 Ｅ^ꎬ使得典则过程 Ｂｔ(ｗ)是一个 Ｇ－布朗运动ꎬＥ^[Ｂ２
１] ＝􀭺σ２ꎬ－Ｅ^[－Ｂ２

１] ＝σ２ . 并且对 φ∈Ｃｂꎬｌｉｐ(Ｒｄ)ꎬ

(ｔꎬｘ)∈Ｒ＋×Ｒｄꎬｕ(ｔꎬｘ):＝ Ｅ^[φ(ｘ＋ ｔ Ｂ１)]是如下 ＰＤＥ 的黏性解:
∂ｕ
∂ｔ

－Ｇ(∂
２ｕ

∂ｘ２
)＝ ０ꎬ

ｕｔ０ ＝φ(ｘ)ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

式中ꎬＧ(Ａ)＝ １
２
Ｅ^[ ＡＢ１ꎬＢ１[ ] ]:Ｓｄ→ＲꎬＳｄ 是 ｄ×ｄ的对称矩阵构成的集合.

对于 ｐ≥１ꎬ记 ＬｐＧ(ΩＴ)为 Ｌｉｐ(ΩＴ)在范数‖Ｘ‖ｐꎬＧ:＝ ( Ｅ^[ ｜ Ｘ ｜ ｐ]) １ / ｐ下的完备化空间. 空间 ＨｐＧ(０ꎬＴ)ꎬ

ＭｐＧ(０ꎬＴ)的范数分别为‖Ｘ‖ｐ

ＨｐＧ(０ꎬＴ)
:＝ Ｅ^ ∫Ｔ

０
｜ ηｔ ｜ ２ｄｔ( )

ｐ / ２

[ ] ꎬ ‖Ｘ‖ｐ

ＭｐＧ(０ꎬＴ)
:＝ Ｅ^ ∫Ｔ

０
｜ ηｔ ｜ ｐｄｔ[ ] . 由文献[９]ꎬ

对 η∈ＨｐＧ(０ꎬＴ)ꎬｐ≥１ꎬ可以定义伊藤积分 ∫Ｔ
０
ηｓｄＢｓ . 对 η∈Ｍ１

Ｇ(０ꎬＴ)ꎬ可以定义 ∫Ｔ
０
ηｓｄ‹ＢｉꎬＢｊ› ｓꎬｉꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ｄ.

进一步ꎬ有
σ２Ｉｄ×ｄｄｔ≤[ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｔ] ｄｉꎬｊ＝１≤􀭺σ２Ｉｄ×ｄｄｔ. (２)

令 Ｓ０Ｇ(０ꎬＴ)＝ {ｈ( ｔꎬＢ ｔ１∧ｔꎬ􀆺ꎬＢ ｔｎ∧ｔ):ｔꎬｔ１ꎬ􀆺ꎬｔｎ∈[０ꎬＴ]ꎬｈ∈Ｃｂꎬｌｉｐ(Ｒ(ｎ＋１)×ｄ)} . 对 η∈Ｓ０Ｇ(０ꎬＴ)ꎬｐ≥１ꎬ记
ＳｐＧ(０ꎬＴ)为 Ｓ０Ｇ(０ꎬＴ)在范数‖Ｘ‖ＳｐＧ(０ꎬＴ):＝ Ｅ^ ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
｜ η ｔ ｜ ｐ[ ]{ } １ / ｐ 下的完备化空间.

引理 １[３] 　 记 Ｍ(ΩＴ)为(ΩＴꎬFＴ)上的概率测度的集合ꎬ则存在一个弱紧的子集 P⊂Ｍ(ΩＴ)ꎬ使得对

ξ∈Ｌ１Ｇ(ΩＴ)ꎬ有 Ｅ^[ξ] ＝ｍａｘ
Ｐ∈P
ＥＰ(ξ)ꎬ这里 ＥＰ 为概率测度 Ｐ对应的线性期望.

定义容度 ｃ(Ａ)＝ ｓｕｐ
Ｐ∈P
Ｐ(Ａ)ꎬＡ∈FＴ . 若 ｃ(Ａ)＝ ０ꎬ则称集合 Ａ⊂ΩＴ 为极集.如果一个性质在一个极集外

是成立的ꎬ则称之为是拟必然(ｑ.ｓ.)成立的.
记 GαＧ(０ꎬＴ)为过程(ＹꎬＺꎬＫ)所构成的集合ꎬ其中 Ｙ∈ＳαＧ(０ꎬＴ)ꎬＺ∈ＨαＧ(０ꎬＴ)ꎬＫ 是一个连续非增的 Ｇ－

鞅ꎬ且 Ｋ０ ＝ ０ꎬＫＴ∈ＬαＧ(ΩＴ) .

２　 解的估计

考虑 ＧＢＳＤＥ(１)ꎬ其中 ξꎬ ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)ꎬｇｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ):[０ꎬＴ]×Ｒ×Ｒｄ→Ｒ 满足下列条件:
(Ｈ１)ξ∈ＬβＧ(ΩＴ)ꎬ ｆ(􀅰ꎬｙꎬｚ)ꎬｇｉｊ(􀅰ꎬｙꎬｚ)∈ＭβＧ(０ꎬＴ)ꎬβ>２ꎻ
(Ｈ２)存在常数 Ｌ>０ 和连续非降ꎬ次可加的函数 ϕ:Ｒ＋→Ｒ＋ꎬφ(０)＝ ０ꎬφ(ｚ)≤Ｌ(１＋ ｜ ｚ ｜ )ꎬ使得 ｜ ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)－

ｆ(ｔꎬｙ′ꎬｚ′) ｜ ＋ ｜ｇｉｊ(ｔꎬｙꎬｚ)－ｇｉｊ(ｔꎬｙ′ꎬｚ′) ｜≤Ｌ ｜ ｙ－ｙ′ ｜ ＋ϕ( ｜ ｚ－ｚ′ ｜)ꎻ
(Ｈ３) ｉ≠ｊ 时 ｇｉｊ≡０.
引理 ３[８] 　 若(Ｈ１)－(Ｈ３)成立ꎬ则方程(１)存在惟一的一组解(ＹꎬＺꎬＫ)∈G２

Ｇ(０ꎬＴ) .
利用和文献[６]中命题 ３.５、命题 ３.７ 相同的方法ꎬ我们有如下估计.
引理 ４　 若(Ｈ１)－(Ｈ３)成立ꎬ则存在一个依赖于 σ２ꎬ􀭺σ２ 和 Ｌ的常数 Ｃ>０ꎬ使得

Ｅ^ ｓｕｐ
ｔ≤ｓ≤Ｔ

｜Ｙｓ ｜ ２[ ] ≤Ｃ Ｅ^[ ｜ ξ ｜ β] ＋ (Ｔ － ｔ)
β －２
２ Ｅ^ ∫Ｔ

ｔ
｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ βｄｓ[ ] ＋ (Ｔ － ｔ)

β
２{ } ꎬ

Ｅ^ ∫Ｔ
ｔ
｜ Ｚｓ ｜ ２ｄｓ[ ] ≤ Ｃ Ｅ^ ｓｕｐ

ｔ≤ｓ≤Ｔ
｜ Ｙｓ ｜ ２[ ] ＋ (Ｔ － ｔ) Ｅ^ ∫Ｔ

ｔ
｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ ２ｄｓ[ ] ＋ (Ｔ － ｔ) ２{ } .

３　 解的极限定理和逆比较定理

为简单起见ꎬ对每个 ｔ∈[０ꎬＴ)ꎬｎ∈Ｎꎬ记 ｔｎ ＝( ｔ＋１ / ｎ)∧Ｔ.
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考虑如下由 Ｇ－布朗运动驱动的正倒向随机微分方程:

Ｘ ｔꎬｘｓ ＝ ｘ＋ ∫ｓ
ｔ
ｂ(Ｘ ｔꎬｘｕ )ｄｕ＋ ∫ｓ

ｔ
ｈｉｊ(Ｘ ｔꎬｘｕ )ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ＋ ∫ｓ

ｔ
σ(Ｘ ｔꎬｘｕ )ｄＢｕꎬ (３)

Ｙｔꎬｘꎬｙꎬｐｓ ＝ ｙ＋‹ｐꎬＸ ｔꎬｘｔｎ －ｘ›＋ ∫
ｔ ｎ

ｓ
ｆ(ｕꎬＹｔꎬｘꎬｙꎬｐｕ ꎬＺ ｔꎬｘꎬｙꎬｐｕ )ｄｕ＋ ∫ｔ ｎ

ｓ
ｇｉｊ(ｕꎬＹｔꎬｘꎬｙꎬｐｕ ꎬＺ ｔꎬｘꎬｙꎬｐｕ )ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ－

∫ｔ ｎ
ｓ
Ｚ ｔꎬｘꎬｙꎬｐｕ ｄＢｕ－(Ｋ ｔꎬｘꎬｙꎬｐｔｎ

－Ｋ ｔꎬｘꎬｙꎬｐｓ ) . (４)

式中ꎬ参数满足下列条件:对于 ｔ∈[０ꎬＴ)ꎬｘꎬｘ′ꎬｐ∈Ｒｎꎬｙ∈Ｒꎬｚ∈Ｒｄꎬ２≤α<βꎬ
(Ｈ４) ｔ→ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)ꎬｇｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)是连续的ꎻ
(Ｈ５) ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)ꎬｇｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)∈ＬβＧ(Ωｔ)且

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ^[ｎ∫ ｔｎｔ ( ｜ ｆ(ｕꎬｙꎬｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜ α＋ ｜ ｇｉｊ(ｕꎬｙꎬｚ)－ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜ α)ｄｕ] ＝ ０ꎻ

(Ｈ６)ｂꎬｈｉｊ:Ｒｎ→Ｒｎꎬσ:Ｒｎ→Ｒｎ×ｄꎬｂꎬｈｉｊꎬσ∈ＭβＧ(０ꎬＴ)且满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件:
｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｘ′) ｜∨ ｜ ｈｉｊ(ｘ)－ｈｉｊ(ｘ′) ｜∨ ｜σ(ｘ)－σ(ｘ′) ｜≤Ｌ ｜ ｘ－ｘ′ ｜ .

由文献[１]和(Ｈ６)ꎬ方程(３)存在惟一的解 Ｘ ｔ∈ＳβＧ(０ꎬＴ)ꎬ并且有

Ｅ^ ｓｕｐ
ｔ≤ｕ≤ｓ

｜Ｘｕ－ｘ ｜ α[ ] ≤Ｃ(１＋ ｜ ｘ ｜ α)( ｓ－ｔ)
α
２ .

由(Ｈ１)－(Ｈ３)和引理 ３ꎬ显然方程(４)存在唯一解(ＹｔꎬｘꎬｙꎬｐꎬＺ ｔꎬｘꎬｙꎬｐꎬＫ ｔꎬｘꎬｙꎬｐ)∈G２
Ｇ(０ꎬＴ) .

对∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬｙ∈Ｒꎬｚ∈Ｒｄꎬｎ∈Ｎꎬ记
φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＝ ｉｎｆ

ｑ∈Ｑｄ
{φ( ｔꎬｙꎬｑ)＋ｎ ｜ ｚ－ｑ ｜ }－φ( ｔꎬ０ꎬ０)ꎬ

􀭵φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＝ ｓｕｐ
ｑ∈Ｑｄ

{φ( ｔꎬｙꎬｑ)－ｎ ｜ ｚ－ｑ ｜ }－φ( ｔꎬ０ꎬ０) .

引理 ５[１０] 　 假设 φ( ｔꎬｙꎬｚ):＝ ｆꎬｇｉｊ满足(Ｈ２)ꎬ则对于∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬｙꎬｙ′∈Ｒꎬｚꎬｚ′∈Ｒｄꎬ下列性质成立:
(１)－Ｌ(１＋ ｜ ｙ ｜ ＋ ｜ ｚ ｜ )≤φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)≤φ( ｔꎬｙꎬｚ)－φ( ｔꎬ０ꎬ０)≤􀭵φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)≤Ｌ(１＋ ｜ ｙ ｜ ＋ ｜ ｚ ｜ )ꎻ

(２)
｜φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)－φｎ( ｔꎬｙ′ꎬｚ) ｜∨ ｜ 􀭵φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)－􀭵φｎ( ｔꎬｙ′ꎬｚ) ｜≤Ｌ ｜ ｙ－ｙ′ ｜ ꎬ
｜φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)－φｎ( ｔꎬｙꎬｚ′) ｜∨ ｜ 􀭵φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)－􀭵φｎ( ｔꎬｙꎬｚ′) ｜≤ｎ ｜ ｚ－ｚ′ ｜ ꎻ

(３)如果(ｙｎꎬｚｎ)→(ｙꎬｚ)ꎬ则
φｎ( ｔꎬｙｎꎬｚｎ)→φ( ｔꎬｙꎬｚ)－φ( ｔꎬ０ꎬ０)ꎬ　 􀭵φｎ( ｔꎬｙｎꎬｚｎ)→φ( ｔꎬｙꎬｚ)－φ( ｔꎬ０ꎬ０)ꎻ

(４)φ􀅰( ｔꎬｙꎬｚ)是非减函数ꎬ􀭵φ􀅰( ｔꎬｙꎬｚ)是非增函数ꎻ

(５)０≤φ( ｔꎬｙꎬｚ)－φ( ｔꎬ０ꎬ０)－φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)≤ϕ
２Ｌ
ｎ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ０≤􀭵φｎ( ｔꎬｙꎬｚ)－φ( ｔꎬｙꎬｚ)＋φ( ｔꎬ０ꎬ０)≤ϕ

２Ｌ
ｎ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

引理 ６　 若 ｆꎬｇｉｊ满足(Ｈ１) －(Ｈ３)ꎬ则对 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬｙꎬ􀭰ｙ∈Ｒꎬｚꎬ􀭰ｚ∈Ｒｄꎬ存在一列非负过程{ψｎ( ｔꎬｙꎬ

ｚ)}∞
ｎ＝１使得 ψｎ( ｔꎬｙꎬｚ)≤２ϕ ２Ｌ

ｎ－Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 且

｜ ｆ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜∨ ｜ ｇｉｊ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜≤Ｌ ｜ 􀭰ｙ－ｙ ｜ ＋ｎ ｜ 􀭰ｚ－ｚ ｜ ＋ψｎ( ｔꎬｙꎬｚ) .
证明　 只证明该引理对 ｆ成立ꎬ类似的讨论对于 ｇｉｊ同样成立.由(Ｈ２)和引理 ５ꎬ可得

ｆ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)＝ ｆ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬ􀭰ｚ)＋ｆ( ｔꎬｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)≤Ｌ ｜ 􀭰ｙ－ｙ ｜ ＋ｎ ｜ 􀭰ｚ－ｚ ｜ ＋􀭰ｆｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＋
ｆ( ｔꎬ０ꎬ０)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)ꎬ ｆ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)＝ ｆ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬ􀭰ｚ)＋ｆ( ｔꎬｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)≥

－Ｌ ｜ 􀭰ｙ－ｙ ｜ －ｎ ｜ 􀭰ｚ－ｚ ｜ ＋􀭰ｆｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＋ｆ( ｔꎬ０ꎬ０)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ)ꎬ
式中ꎬ 􀭰ｆｎ( ｔꎬｙꎬｚ)和 􀭰ｆｎ( ｔꎬｙꎬｚ)是引理 ５ 中定义的序列. 令

ψｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＝ ｜􀭰ｆｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＋ｆ( ｔꎬ０ꎬ０)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜ ＋ ｜􀭰ｆｎ( ｔꎬｙꎬｚ)＋ｆ( ｔꎬ０ꎬ０)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜ ꎬ
则有

｜ ｆ( ｔꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｚ)－ｆ( ｔꎬｙꎬｚ) ｜≤Ｌ ｜ 􀭰ｙ－ｙ ｜ ＋ｎ ｜ 􀭰ｚ－ｚ ｜ ＋ψｎ( ｔꎬｙꎬｚ) .

由引理 ５ꎬ易得 ψｎ( ｔꎬｙꎬｚ)≤２ϕ ２Ｌ
ｎ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

定理 １　 若 ｂꎬｈｉｊꎬσꎬ ｆꎬｇｉｊ满足条件(Ｈ１)－(Ｈ６)ꎬ则在 Ｌ２Ｇ(ΩＴ)中ꎬ方程(４)的解满足
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ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ(Ｙｔꎬｘꎬｙꎬｐｔ －ｙ)＝ ｆ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｂ(ｘ)›＋２Ｇ((ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１) .

证明　 为简单起见ꎬ记(ＹｔꎬｘꎬｙꎬｐꎬＺ ｔꎬｘꎬｙꎬｐꎬＫ ｔꎬｘꎬｙꎬｐ)和 Ｘ ｔꎬｘ分别为(ＹꎬＺꎬＫ)和 Ｘ. 对 ｓ∈[ ｔꎬｔｎ]ꎬ令 􀭹Ｙｓ ＝Ｙｓ－(ｙ＋

ｐꎬＸｓ－ｘ[ ] )ꎬ􀭹Ｚｓ ＝Ｚｓ－σＴ(Ｘｓ)ｐꎬ􀭹Ｋｓ ＝Ｋｓ .容易验证(􀭹Ｙꎬ􀭹Ｚꎬ􀭹Ｋ)是如下方程的解:

􀭹Ｙｓ ＝ ∫ｔ ｎ
ｓ
ｆ(ｕꎬ􀭹Ｙｕ ＋ ｙ ＋ ‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬ􀭹Ｚｕ ＋ σ Ｔ(Ｘｕ)ｐ)ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｓ
‹ｐꎬｂ(Ｘｕ)›ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｓ
ｇｉｊ(ｕꎬ􀭹Ｙｕ ＋ ｙ ＋

‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬ􀭹Ｚｕ ＋ σ Ｔ(Ｘｕ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋ ∫ｔ ｎ
ｓ
‹ｐꎬｈｉｊ(Ｘｕ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ － ∫ｔ ｎ

ｓ
􀭹ＺｕｄＢｕ － (􀭹Ｋ ｔｎ － 􀭹Ｋｓ) . (５)

利用和引理 ４ 相同的讨论方法ꎬ对于 β>２ꎬ存在一个依赖 Ｌꎬ􀭺σ２ꎬ􀭺σ２ꎬ ｜ ｐ ｜的常数 Ｃ使得下式成立:

Ｅ^[ ｓｕｐ
ｔ≤ｓ≤ｔｎ

｜ 􀭹Ｙｓ ｜ ２] ≤ Ｃ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β －２
２

Ｅ^[∫ｔ ｎ
ｔ
( ｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β ＋｜ ｇｉｊ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β)ｄｓ] ＋

１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２
＋{

　 Ｅ^[ ｓｕｐ
ｔ≤ｕ≤ｔｎ

｜ Ｘｕ － ｘ ｜ β]
１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２

} ≤ Ｃ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β －２
２

Ｅ^ ∫ｔ ｎ
ｔ
( ｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β ＋｜ ｇｉｊ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β)ｄｓ[ ] ＋{

　 １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２
＋ (１ ＋｜ ｘ ｜ β) １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

} ꎬ

Ｅ^ ∫ｔ ｎ
ｔ
｜ 􀭹Ｚｓ ｜ ２ｄｓ[ ] ≤ Ｃ Ｅ^ ｓｕｐ

ｔ≤ｓ≤ｔｎ
｜ 􀭹Ｙｓ ｜ ２[ ] ＋ １

ｎ
Ｅ^ ∫ｔ ｎ

ｔ
( ｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ ２ ＋｜ ｇｉｊ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ ２)ｄｓ[ ] ＋{

　
１
ｎ２
＋ (１ ＋｜ ｘ ｜ ２) １

ｎ３} .

(６)

在(５)中取 ｓ＝ ｔꎬ取条件 Ｇ－期望ꎬ结合{Ｋ ｔ} ０≤ｔ≤Ｔ是 Ｇ－鞅ꎬ有

ｎ(Ｙｔ－ｙ)＝ ｎ􀭹Ｙｔ ＝ｎＥ^ ｔ 􀭹Ｙｔ＋􀭹Ｋ ｔｎ－􀭹Ｋ ｔ[ ] ＝ｎＥ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
ｆ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(ｘ)›ｄｕ ＋[

∫ｔ ｎ
ｔ
ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] ＋Ｌｎ＋Ｍｎ＋Ｎｎꎬ (７)

式中ꎬ

Ｌｎ ＝ｎ Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
ｆ(ｕꎬ􀭹Ｙｕ ＋ ｙ ＋ ‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬ􀭹Ｚｕ ＋ σ Ｔ(Ｘｕ)ｐ) ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(Ｘｕ)›ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｇｉｊ(ｕꎬ􀭹Ｙｕ ＋ ｙ ＋[{

‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬ􀭹Ｚｕ ＋ σ Ｔ(Ｘｕ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋ ∫ｔ ｎ
ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(Ｘｕ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] － Ｅ ｔ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｆ(ｕꎬｙ ＋[

‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬσ Ｔ(Ｘｕ)ｐ) ＋ ∫ｔ ｎ
ｔ
‹ｐꎬｂ(Ｘｕ)›ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｇｉｊ(ｕꎬｙ ＋ ‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬσ Ｔ(Ｘｕ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋

∫ｔ ｎ
ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(Ｘｕ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] } ꎬ

Ｍｎ ＝ ｎ Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
ｆ(ｕꎬｙ ＋ ‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬσ Ｔ(Ｘｕ)ｐ) ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(Ｘｕ)›ｄｕ ＋[{

∫ｔ ｎ
ｔ
ｇｉｊ(ｕꎬｙ ＋ ‹ｐꎬＸｕ － ｘ›ꎬσ Ｔ(Ｘｕ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(Ｘｕ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] －

Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
ｆ(ｕꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ) ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(ｘ)›ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｇｉｊ(ｕꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋[

∫ｔ ｎ
ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] } ꎬ

Ｎｎ ＝ ｎ Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
ｆ(ｕꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ) ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(ｘ)›ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｇｉｊ(ｕꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋[{

∫ｔ ｎ
ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] － Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｆ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ) ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(ｘ)›ｄｕ ＋[

∫ｔ ｎ
ｔ
ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ] } .

接下来ꎬ我们将说明在空间 Ｌ２Ｇ(ΩＴ)中ꎬ当 ｎ→∞时ꎬＬｎꎬＭｎꎬＮｎ→０.
由(２)和引理 ６ 可知ꎬ存在一个非负的序列 ψｋ(ｕ)ꎬｋ∈Ｎꎬ使得
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Ｌｎ≤ｎ(１＋􀭺σ２) Ｅ^ ｔ ∫ ｔｎｔ (Ｌ ｜􀭹Ｙｕ ｜ ＋ｋ ｜ 􀭹Ｚｕ ｜ ＋ψｋ(ｕ))ｄｕ[ ] .
由赫尔德不等式和引理 ６ꎬ两边取 Ｇ－期望ꎬ可得

Ｅ^[ ｜ Ｌｎ ｜ ２]≤ｎ２(１＋􀭺σ２) ２Ｅ^ ∫ ｔｎｔ (Ｌ ｜􀭹Ｙｕ ｜ ＋ｋ ｜ 􀭹Ｚｕ ｜ ＋ψｋ(ｕ))ｄｕ ２[ ] ≤３Ｌ２(１＋􀭺σ２) ２Ｅ^ ｓｕｐ
ｔ≤ｓ≤ｔｎ

｜􀭹Ｙｓ ｜ ２[ ] ＋

３ｎｋ２(１＋􀭺σ２) ２Ｅ^ ∫ ｔｎｔ ｜ 􀭹Ｚｓ ｜ ２ｄｓ[ ] ＋１２(１＋􀭺σ２) ２ϕ２ ２Ｌ
ｋ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

由(６)ꎬ对于 β>２ꎬ存在一个依赖于 􀭺σ２ 和 Ｌ的常数 Ｃꎬ使得

Ｅ^[ ｜ Ｌｎ ｜ ２]≤Ｃ
１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２ －１

Ｅ^ ∫ ｔｎｔ ( ｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β＋ ｜ ｇｉｊ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β)ｄｓ[ ] ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２
＋(１＋ ｜ ｘ ｜ β) １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

{ } ＋

Ｃｋ２ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２ －１

ｎＥ^ ∫ ｔｎｔ ( ｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β＋ ｜ ｇｉｊ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ β)ｄｓ[ ] ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
２ －１

＋(１＋ ｜ ｘ ｜ β) １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β－１

{ } ＋

Ｃｋ２ Ｅ^ ∫ ｔｎｔ ( ｜ ｆ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ ２＋ ｜ ｇｉｊ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ ２)ｄｓ[ ] ＋ １
ｎ
＋(１＋ ｜ ｘ ｜ ２) １

ｎ２{ } ＋Ｃϕ２ ２Ｌ
ｋ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (８)

注意到对于 α≥２ꎬρ＝ ｆꎬｇｉｊꎬ有

ｎ ∫ｔ ｎ
ｔ

｜ ρ( ｓꎬ０ꎬ０) ｜ αｄｓ≤２α－１ ｎ∫ｔ ｎ
ｔ
｜ ρ( ｓꎬ０ꎬ０) － ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ αｄｓ ＋ ｎ∫ｔ ｎ

ｔ
｜ ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ αｄｓ[ ] ≤

２α－１ ｎ∫ｔ ｎ
ｔ
｜ ρ( ｓꎬ０ꎬ０) － ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ αｄｓ ＋｜ ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ α[ ] .

结合式(８)可得

Ｅ^[ ｜ Ｌｎ ｜ ２]≤Ｃ
２

ｎ
β
２

ｎＥ^ ∫ ｔｎｔ ( ｜ ρ( ｓꎬ０ꎬ０)－ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ βｄｓ[ ] ＋Ｅ^[ ｜ ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ β)]＋１＋(１＋ ｜ ｘ ｜ β) １

ｎ
β
２{ } ＋

Ｃｋ２ ２

ｎ
β
２ －１
ｎＥ^ ∫ ｔｎｔ ( ｜ ρ( ｓꎬ０ꎬ０)－ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ βｄｓ[ ] ＋Ｅ^[ ｜ ρ( ｔꎬ０ꎬ０) ｜ β)]＋１＋(１＋ ｜ ｘ ｜ β) １

ｎ
β
２{ } ＋

Ｃｋ２ ２
ｎ
ｎＥ^ ∫ ｔｎｔ ( ｜ ρ(ｓꎬ０ꎬ０)－ρ(ｔꎬ０ꎬ０) ｜ ２ｄｓ[ ] ＋Ｅ^[ ｜ ρ(ｔꎬ０ꎬ０) ｜ ２)]＋１＋(１＋ ｜ ｘ ｜ ２) １

ｎ{ } ＋Ｃϕ２ ２Ｌ
ｋ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

由(Ｈ５)和(Ｈ２)ꎬ先令 ｎ→∞ ꎬ再令 ｋ→∞ ꎬ易得

Ｅ^[ ｜ Ｌｎ ｜ ２]→０. (９)
利用和上面相同的分析方法ꎬ有

Ｍｎ≤ｎ(１＋􀭺σ２) Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
Ｌ‹ｐꎬＸｕ － ｘ› ＋ ｋ(σ Ｔ(Ｘｕ) － σ Ｔ(ｘ))ｐ ＋ ψ ｋ(ｕ)ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
(‹ｐꎬｂ(Ｘｕ) － ｂ(ｘ)› ＋[

‹ｐꎬｈｉｊ(Ｘｕ) － ｈｉｊ(ｘ)›)ｄｕ
　
　 ] ≤ ｎ(１ ＋ 􀭺σ２) Ｅ^ ｔ (３ ＋ ｋ)Ｌ ｜ ｐ ｜ ∫ｔ ｎ

ｔ
｜ Ｘｕ － ｘ ｜ ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
ψ ｋ(ｕ)ｄｕ[ ] .

故有

Ｅ^[ ｜Ｍｎ ｜ ２]≤２ｎ２(１＋􀭺σ２) ２ (３＋ｋ) ２Ｌ２ ｜ ｐ ｜ ２Ｅ^ ｓｕｐ
ｔ≤ｓ≤ｔｎ

｜Ｘｓ－ｘ ｜ ２[ ]
１
ｎ２

＋ϕ２ ２Ｌ
ｋ－Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷
１
ｎ２{ }≤

Ｃ(１＋􀭺σ２) ２ (３＋ｋ) ２Ｌ２ ｜ ｐ ｜ ２(１＋ ｜ ｘ ｜ ２) １
ｎ
＋ϕ２ ２Ｌ

ｋ－Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } .

故令 ｎ→∞ ꎬ再令 ｋ→∞ ꎬ有
Ｅ^[ ｜Ｍｎ ｜ ２]→０. (１０)

接下来ꎬ我们讨论序列{Ｎｎ} ｎ∈Ｎ的收敛性. 由(３)ꎬ可得

Ｅ^[ ｜Ｎｎ ｜ ２]≤ｎＥ^ ∫ｔ ｎ
ｔ
｜ ｆ(ｕꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ) － ｆ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ) ｜ ２ｄｕ[ ] ＋

ｎ􀭺σ２Ｅ^ ∫ ｔｎｔ ｜ ｇｉｊ(ｕꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)－ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ) ｜ ２ｄｕ[ ] .
由(Ｈ５)可得ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ有

Ｅ^[ ｜Ｎｎ ｜ ２]→０. (１１)
另外一方面ꎬ由于

—５１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｅ^ ｔ ∫ｔ ｎ
ｔ
ｆ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｂ(ｘ)›ｄｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσ Ｔ(ｘ)ｐ)ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ ＋ ∫ｔ ｎ

ｔ
‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›ｄ‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｕ[ ] ＝

１
ｎ
[ ｆ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｂ(ｘ)›]＋Ｅ^ ｔ[(ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›)(‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｔｎ－‹Ｂ

ｉꎬＢ ｊ› ｔ)] ＝

１
ｎ
[ ｆ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｂ(ｘ)›＋２Ｇ((ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１)]

结合(９)－(１１)ꎬ可得在 Ｌ２Ｇ(ΩＴ)中ꎬ
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ(Ｙｔ－ｙ)＝ ｆ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｂ(ｘ)›＋２Ｇ((ｇｉｊ( ｔꎬｙꎬσＴ(ｘ)ｐ)＋‹ｐꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１) .

接下来ꎬ我们讨论方程(１)的逆比较定理.
定理 ２　 对于满足条件(Ｈ１)－(Ｈ６)的 ξꎬ ｆｌꎬｇｌｉｊꎬｌ＝ １ꎬ２ꎬβ>２ꎬ若对于每个 ｔ∈[０ꎬＴ]和 ξ∈ＬβＧ(ΩＴ)ꎬ方程

(１)的解(ＹｌꎬξꎬＺ ｌꎬξꎬＫ ｌꎬξ)满足

Ｙ１ꎬξ
ｔ >Ｙ２ꎬξ

ｔ ꎬ (１２)
则有 ｆ２－ｆ１＋２Ｇ((ｇ２ｉｊ－ｇ１ｉｊ) ｄｉꎬｊ＝１)≤０ꎬ　 ｑ.ｓ..
证明　 对给定的( ｔꎬｙꎬｚ)∈[０ꎬＴ)×Ｒ×Ｒｄꎬ考虑

ξ:＝ ｙ＋‹ ｚꎬｈｉｊ›(‹Ｂ ｉꎬＢ ｊ› ｔｎ－‹Ｂ
ｉꎬＢ ｊ› ｔ)＋‹ ｚꎬＢ ｔｎ－Ｂ ｔ› .

即在方程(３)中取 ｂ＝ ０ꎬｐ＝ ｚꎬσ＝ Ｉｄ×ｄ . 故由定理 １ꎬ在 Ｌ２Ｇ(ΩＴ)中ꎬ有
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ(Ｙｌꎬξｔ －ｙ)＝ ｆｌ( ｔꎬｙꎬｚ)＋２Ｇ((ｇｌｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)＋‹ ｚꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１) .

由文献[１１]的引理 ４ 可知ꎬ存在一个子列 ｎｋ 使得当 ｎｋ→∞时ꎬ有
ｎｋ(Ｙｌꎬξｔ －ｙ)→ｆｌ( ｔꎬｙꎬｚ)＋２Ｇ((ｇｌｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)＋‹ ｚꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１)ꎬ　 ｑ.ｓ..

由条件(１２)可知ꎬ对于 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ有
ｆ１( ｔꎬｙꎬｚ)＋２Ｇ((ｇ１ｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)＋‹ ｚꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１)≥ｆ２( ｔꎬｙꎬｚ)＋２Ｇ((ｇ２ｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)＋‹ ｚꎬｈｉｊ(ｘ)›) ｄｉꎬｊ＝１) .

选择一个 ｈｉｊ使得‹ ｚꎬｈｉｊ(ｘ)› ＝ －ｇ１ｉｊ( ｔꎬｙꎬｚ)ꎬ从而有

{ ｆ２－ｆ１＋２Ｇ((ｇ２ｉｊ－ｇ１ｉｊ) ｄｉꎬｊ＝１)}( ｔꎬｙꎬｚ)≤０ꎬ　 ｑ.ｓ..
最后ꎬ由(Ｈ２)和(Ｈ４)易得

ｆ２－ｆ１＋２Ｇ((ｇ２ｉｊ－ｇ１ｉｊ) ｄｉꎬｊ＝１)≤０ꎬ　 ｑ.ｓ..
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[１０] ＫＩＭ Ｋ ＨꎬＪＵＮ Ｙ Ｂ. Ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃ ｆｕｚｚｙ ｉｄｅａｌｓ ｏｆ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｉｎｄｉａｎ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｐｕｒｅ ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２００２ꎬ３３:
４４３－４４９.

[１１] ＫＵＲＯＫＩ Ｎ. Ｆｕｚｚｙ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｉ￣ｉｄｅａｌｓ ｉｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ１９９２ꎬ６６:２３５－２４３.
[１２] ＬＡＪＯＳ ＳꎬＪＵＮ Ｙ Ｂ. Ｏｎ ｆｕｚｚｙ(１ꎬ２) ￣ｉｄｅａｌｓ ｏｆ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｐｕｒｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ１９９７ꎬ８:３３５－３３８.
[１３] ＤＩＢ Ｋ ＡꎬＧＡＬＨＵＭ Ｎ. Ｆｕｚｚｙ ｉｄｅａｌｓ ａｎｄ ｆｕｚｚｙ ｂｉ￣ｉｄｅａｌｓ ｉｎ ｆｕｚｚｙ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ１９９７ꎬ９２:１０３－１１１.
[１４] ＨＯＮＧ Ｓ ＭꎬＪＵＮ Ｙ ＢꎬＭＥＮＧ Ｊ. Ｆｕｚｚｙ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｉｄｅａｌｓ ｉｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ[ Ｊ] . Ｉｎｄｉａｎ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｐｕｒｅ ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ

１９９５ꎬ２６:８５９－８６３.
[１５] ＨＯＮＧ ＹꎬＦＡＮＧ Ｘ. Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｉｎｇ ｉｎｔｒａｒｅｇｕｌａｒ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ ｂｙ ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ[Ｊ] . Ｍａｔｈｗａｒｅ ａｎｄ ｓｏｆｔ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ２００５ꎬ

１２:１２１－１２８.
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