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具分布时滞和阻尼项的三阶中立型微分方程的振动性

林文贤

(韩山师范学院数学与统计学院ꎬ广东 潮州 ５２１０４１)

[摘要] 　 研究一类具分布时滞和阻尼项的三阶非线性中立项微分方程的振动性ꎬ利用广义 Ｒｉｃｃａｔｉ 变换技术及

一些分析技巧ꎬ建立了该类方程的新的振动准则ꎬ通过实例加以验证.
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本文考虑一类具阻尼项的三阶广义 Ｅｍｄｅｎ￣Ｆｏｗｌｅｒ 型分布时滞微分方程

[ ｒ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ)) ｜ ｚ″( ｔ) ｜ β－１ｚ″( ｔ)] ′＋ｆ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ)) ｜ ｚ″( ｔ) ｜ β－１ｚ″( ｔ)＋

∫ｄ
ｃ
ｑ( ｔꎬξ) ｜ ｘ(δ( ｔꎬξ)) ｜ γ－１ｘ(δ( ｔꎬξ))ｄξ＝ ０ꎬ　 ｔ≥ｔ０>０ (１)

振动性ꎬ其中 ｚ( ｔ)＝ ｘ( ｔ)＋ ∫ｂ
ａ
ｐ( ｔꎬμ)ｘα( ( ｔꎬμ))ｄμꎬ并假设下列条件成立:

(Ｈ１)０<α≤１ꎬβ>０ꎬγ>０ꎬαꎬβꎬγ均为奇正整数之商ꎻ
(Ｈ２) ｒ( ｔ)ꎬ ｆ( ｔ)∈Ｃ１([ ｔ０ꎬ∞ )ꎬ(０ꎬ∞ ))ꎬｒ′( ｔ)≥０ꎬｑ( ｔꎬξ)∈Ｃ([ ｔ０ꎬ∞ )×[ｃꎬｄ]ꎬ(０ꎬ∞ ))ꎻ

(Ｈ３)ｐ( ｔꎬμ)∈Ｃ([ ｔ０ꎬ∞ )×[ａꎬｂ]ꎬＲ)ꎬ０≤ｐ( ｔ)≡ ∫ｂ
ａ
ｐ( ｔꎬμ)ｄμ≤Ｐ<１ꎬｌｉｍ

ｔ→∞
ｐ( ｔ)＝ ０ꎻ

(Ｈ４) ( ｔꎬμ)∈Ｃ([ ｔ０ꎬ∞ )×[ａꎬｂ]ꎬＲ)ꎬ∂ ( ｔꎬμ)
∂μ

≥０ꎬ ( ｔꎬμ)≤ｔꎬｌｉｍ
ｔ→∞

　　 ｍｉｎ
μ∈[ａꎬｂ]

 ( ｔꎬμ)＝ ＋∞ ꎻ

(Ｈ５)δ( ｔꎬξ)∈Ｃ([ ｔ０ꎬ∞ )×[ｃꎬｄ]ꎬＲ)ꎬ∂δ( ｔꎬξ)
∂ξ

≥０ꎬδ( ｔꎬξ)≤ｔꎬｌｉｍ
ｔ→∞

　　 ｍｉｎ
ξ∈[ｃꎬｄ]

δ( ｔꎬξ)＝ ＋∞ .

(Ｈ６) ∫∞
ｔ０

１
Ｅ( ｔ) ｒ( ｔ)
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è
ç

ö

ø
÷

１
β

ｄｔ＝∞ ꎬ其中 Ｅ( ｔ)＝ ｅｘｐ ∫ｔ
ｔ０

ｆ( ｓ)
ｒ( ｓ)

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ .

(Ｈ７)ψ∈Ｃ１(ＲꎬＲ)ꎬ当 ｘ≠０ 时ꎬψ(ｘ)>０ꎬ且存在正常数 Ｌꎬ使得 ψ(ｘ)≤Ｌ－１ꎻ
泛函微分方程的振动理论在控制工程、通信工程、机械工程、生物医学和力学等领域有着广泛的应
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用[１] . 近年来ꎬ三阶微分方程的振动性理论受到很大的关注[２－７] . 文[８]研究了方程(１)当 ψ(ｘ(ｔ))＝ １ꎬ ｆ(ｔ)＝
０ 时的特殊情形的振动性. 本文的目的是继续文[８]的研究ꎬ将利用广义 Ｒｉｃｃａｔｉ 变换以及各种不等式技巧ꎬ将
文[８]的结论推广到具阻尼项的更广泛的三阶微分方程.

１　 引理

下面出现的函数不等式均假设对一切充分大的 ｔ成立.在定理的证明中ꎬ我们仅处理方程(１)的最

终正解ꎬ最终负解处理类似.
引理 １　 设 ｘ( ｔ)是方程(１)的最终正解ꎬ则 ｚ( ｔ)只有下列两种可能:
(１) ｚ( ｔ)>０ꎬｚ′( ｔ)>０ꎬｚ″( ｔ)>０ꎻ
(２) ｚ( ｔ)>０ꎬｚ′( ｔ)<０ꎬｚ″( ｔ)>０.
证明　 证明过程与文[７]中的引理 ４ 证明类似ꎬ故省略.
引理 ２[９] 　 设 ０<λ≤１ꎬ则
(１)Ｘλ＋Ｙλ≤２１－λ(Ｘ＋Ｙ) λꎬＸꎬＹ为非负实数.
(２)(１＋Ｘ) λ≤１＋λＸꎬ其中 １＋Ｘ>０.

引理 ３[９] 　 若存在 θ>０ꎬＡ>０ꎬＢ>０ꎬ则有　 Ａｘ－Ｂｘ
θ＋１
θ ≤ θθ

(θ＋１) θ＋１
Ａθ＋１

Ｂθ
.

引理 ４　 设 ｘ( ｔ)是方程(１)的最终正解ꎬｚ( ｔ)满足引理 １ 情形(１)ꎬ则
[ ｒ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ))( ｚ″( ｔ)) β] ′＋ｆ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ))( ｚ″( ｔ)) β＋Ｑ１( ｔ) ｚγ(δ( ｔꎬｃ))≤０ꎬ (２)

式中ꎬ

Ｑ１( ｔ)＝ １－ α２１－α＋(２
１－α－１)
ｋ

é

ë
êê

ù

û
úúＰ{ }

γ

∫ｄ
ｃ
ｑ( ｔꎬξ)ｄξ. (３)

证明　 由 ｚ( ｔ)的定义ꎬ条件(１)、(Ｈ３)、(Ｈ４)及引理 ２ 可得

ｘ( ｔ)≥ｚ( ｔ)－２１－α(１＋αｚ( ｔ))Ｐ＋Ｐ＝(１－α２１－αＰ) ｚ( ｔ)－(２１－α－１)Ｐ.
由条件(１)知ꎬｚ( ｔ)>０ꎬｚ′( ｔ)>０ꎬ于是 ｚ(δ( ｔꎬｃ))≥ｚ(δ( ｔ１ꎬｃ))＝ ｋ>０ꎬｔ≥ｔ１ .因而

∫ｄ
ｃ
ｑ( ｔꎬξ)ｘγ(δ( ｔꎬξ))ｄξ≥ｚγ(δ( ｔꎬｃ)) １－ α２１－α＋(２

１－α－１)
ｋ

é

ë
êê

ù

û
úúＰ{ }

γ

∫ｄ
ｃ
ｑ( ｔꎬξ)ｄξꎬ

从而式(２)成立.
引理 ５[１０] 　 设 ｚ( ｔ)>０ꎬｚ′( ｔ)>０ꎬｚ″( ｔ)>０ꎬｚ‴( ｔ)<０ꎬｔ≥ｔ０ꎬ则存在 η∈(０ꎬ１)和 ｔη>ｔ０ 使得

ｚ( ｔ)
ｚ′( ｔ)

≥ηｔꎬ　 ｔ≥ｔη .

引理 ６　 设 ｘ( ｔ)是方程(１)的最终正解ꎬｚ( ｔ)满足引理 １ 情形(１)ꎬ函数 若存在 ρ( ｔ)∈Ｃ１([ ｔ０ꎬ∞ )ꎬ
(０ꎬ∞ ))ꎬ令广义 Ｒｉｃｃａｔｉ 变换

ｗ( ｔ)＝ ρ( ｔ) ｒ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ))( ｚ″( ｔ))
β

( ｚ′(δ( ｔꎬｃ))) γ
ꎬ (４)

则有

ｗ′( ｔ)≤－ρ( ｔ)Ｑ１( ｔ)(η􀅰δ( ｔꎬｃ)) γ＋Ｑ２( ｔ)ｗ( ｔ)－
λＬ０δ′( ｔꎬｃ)ｍ

(ρ( ｔ) ｒ( ｔ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｔ)ꎬ　 ｔ>Ｔ. (５)

式中ꎬＱ２( ｔ) ＝
ρ′＋(ｔ)
ρ(ｔ)

－ｆ(ｔ)
ｒ(ｔ)

ꎬρ′＋( ｔ) ＝ ｍａｘ{ρ′( ｔ)ꎬ０}ꎬＴ ＝ ｍａｘ{ＴꎬＴ２}ꎬλ ＝ ｍａｘ{βꎬγ}ꎬＬ０ ＝ ｍｉｎ{Ｌ
１
β ꎬＬ

１
γ }ꎬ

ｍ＝
ｍ１ꎬ γ>β>０ꎬ
ｍ２ꎬ β≥γ>０.{
证明　 由 ｗ( ｔ)的定义及引理 ４、引理 ５ 可得

ｗ′( ｔ)≤－ρ( ｔ)Ｑ１( ｔ)(η􀅰δ( ｔꎬｃ)) γ＋Ｑ２( ｔ)ｗ( ｔ)－γρ( ｔ)
ｒ( ｔ)( ｚ″( ｔ)) βｚ″(δ( ｔꎬｃ))δ′( ｔꎬｃ)

( ｚ′(δ( ｔꎬｃ)) γ＋１
. (６)

—２—
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(１)当 γ>β>０ 时ꎬ由方程(１)知ꎬ[ ｒ( ｔ)Ｅ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ))( ｚ″( ｔ)) β] ′≤０ꎬ故当 ｔ 充分大时ꎬｚ‴( ｔ)≤０ꎬ从而
ｚ″(δ( ｔꎬｃ))
ｚ″( ｔ)

≥１.又因为当 γ>β>０ 时ꎬ( ｚ′(δ( ｔꎬｃ))
γ
β －１单调递增ꎬ故存在充分大的 Ｔ１>ｔ２ꎬ使

( ｚ′(δ( ｔꎬｃ)))
γ
β －１≥( ｚ′(δ(Ｔ１ꎬｃ)))

γ
β －１ꎬｔ>Ｔ１ꎬ

记 ｍ１ ＝ｍｉｎ{１ꎬ( ｚ′(δ(Ｔ１ꎬｃ))
γ
β －１}ꎬ则( ｚ′(δ( ｔꎬｃ))

γ
β －１≥( ｚ′(δ(Ｔ１ꎬｃ))

γ
β －１≥ｍ１ꎬｔ>Ｔ１ꎬ从而(６)式即为

ｗ′( ｔ)≤－ρ( ｔ)Ｑ１( ｔ)(η􀅰δ( ｔꎬｃ)) γ＋Ｑ２( ｔ)ｗ( ｔ)－
βＬ

１
β δ′( ｔꎬｃ)ｍ１

(ρ( ｔ) ｒ( ｔ))
１
β

ｗ
β＋１
β ( ｔ) .

(２)当 β≥γ>０ 时ꎬ
由 ｚ‴( ｔ)≤０ 知ꎬｚ″( ｔ)单调递减ꎬ故存在充分大的 Ｔ２>ｔ２ꎬ使得

ｚ″(δ( ｔꎬｃ))
ｚ″( ｔ)

≥１ꎬ ｚ″( ｔ)

( ｚ″( ｔ))
β
γ

＝( ｚ″( ｔ)) １－ βγ≥( ｚ″(Ｔ２)) １－ βγ ꎬｔ>Ｔ２ꎬ

记 ｍ２ ＝ｍｉｎ{１ꎬ( ｚ″(Ｔ２)) １－ βγ }ꎬ则ｚ″(δ( ｔꎬｃ))

( ｚ″( ｔ))
β
γ

＝ ｚ″(δ( ｔꎬｃ))
ｚ″( ｔ)

× ｚ″( ｔ)

( ｚ″( ｔ))
β
γ

≥ｍ２ꎬ从而(６)式即为

ｗ′( ｔ)≤－ρ( ｔ)Ｑ１( ｔ)(η􀅰δ( ｔꎬｃ)) γ＋Ｑ２( ｔ)ｗ( ｔ)－
γＬ

１
γ δ′( ｔꎬｃ)ｍ２

(ρ( ｔ) ｒ( ｔ))
１
γ

ｗ
γ＋１
γ ( ｔ) .

综合(１)和(２)可得ꎬ当 β>０ꎬγ>０ 时ꎬ不等式(５)成立.
引理 ７　 设 ｘ( ｔ)是方程(１)的最终正解ꎬｚ( ｔ)满足引理 １ 情形(２)ꎬ若

∫＋∞
Ｔ
∫＋∞
ｖ

１
ｒ(ｕ)∫

＋∞

ｕ
∫ｄ
ｃ
ｑ( ｓꎬξ)ｄξｄｓé

ë
êê

ù

û
úú

１
β

ｄｕｄｖ ＝ ＋ ∞ ꎬ (７)

则ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ( ｔ)＝ ０.

证明　 设 ｘ(ｔ)是方程(１)的最终正解ꎬｚ(ｔ)满足引理 １ 情形(２) . 因为 ｚ(ｔ)>０ꎬｚ′( ｔ)<０ꎬ则由单调有界原

理可知ｌｉｍ
ｔ→∞
ｚ(ｔ)存在ꎬ记ｌｉｍ

ｔ→∞
ｚ(ｔ)＝ ｌꎬ则 ｌ≥０.假设 ｌ>０ꎬｌｉｍ

ｔ→∞
ｚ(ｔ)＝ ｌꎬｌｉｍ

ｔ→∞
ｐ( ｔ)＝ ０. 则对任意 εꎬ０<ε<ｍｉｎ{ ｌꎬ２－α ｌ１－α}ꎬ

可得 ｌ<ｚ(ｔ)<ｌ＋εꎬ０≤ｐ(ｔ)<εꎬ从而

ｘ( ｔ)＝ ｚ( ｔ)－ ∫ｂ
ａ
ｐ( ｔꎬμ)ｘα( ( ｔꎬμ))ｄμ≥ｌ－( ｌ＋ε) α≥Ｎ( ｌ＋ε)>Ｎｚ( ｔ)ꎬ

式中ꎬＮ＝ ｌ－(２ｌ)
αε

ｌ＋ε
>０ꎬ于是

[ ｒ( ｔ)Ｅ( ｔ)ψ(ｘ( ｔ))( ｚ″( ｔ)) β] ′≤－Ｅ( ｔ) ∫ｄ
ｃ
ｑ( ｔꎬξ)[Ｎｚ(δ( ｔꎬξ))] γｄξ≤－Ｅ( ｔ)(Ｎｌ) γ ∫ｄ

ｃ
ｑ( ｔꎬξ)ｄξꎬ

两边从 ｔ到∞积分ꎬ得到

ｒ( ｔ)Ｅ( ｔ)( ｚ″( ｔ)) β≤－(Ｎｌ) γＬ ∫∞
ｔ
Ｅ( ｓ) ∫ｄ

ｃ
ｑ( ｓꎬξ)ｄξｄｓ.

注意到 Ｅ′( ｔ)≥０ꎬ于是有

ｚ″( ｔ)≥(Ｎｌ)
γ
β Ｌ ｒ －１( ｔ)∫∞

ｔ
∫ｄ
ｃ
ｑ( ｓꎬξ)ｄξｄｓ[ ]

１
β ꎬ

两边关于 ｕ从 ｖ到＋∞积分ꎬ关于 ｖ从 Ｔ到＋∞积分得

ｚ(Ｔ)≥(Ｎｌ)
γ
β Ｌ ∫＋∞

Ｔ
∫＋∞
ｖ
ｒ －１( ｔ)∫∞

ｔ
∫ｄ
ｃ
ｑ( ｓꎬξ)ｄξｄｓ[ ]

１
β ｄｕｄｖꎬ

这与式(７)矛盾ꎬ因此ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ( ｔ)＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
ｚ( ｔ)＝ ０.

２　 主要结果与实例

定理 １　 设式(７)成立ꎬ若

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ∫ｔ
Ｔ
ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γ－

Ｑ２( ｓ)
λ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
Ｌ０ｍλ(δ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ＝ ＋∞ ꎬ (８)

—３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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则方程(１)的任意解振动或收敛于零.
证明　 设 ｘ( ｔ)为方程(１)的最终正解.当 ｚ( ｔ)满足引理 １ 情形(１)时ꎬ由引理 ６ 得式(５)成立ꎬ再由引

理 ３ 得

ｗ′( ｔ)≤－ρ( ｔ)Ｑ１( ｔ)(ηδ( ｔꎬｃ)) γ＋
Ｑ２( ｔ)
λ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｔ) ｒ( ｔ)
Ｌ０(ｍδ′( ｔꎬｃ)) λ

ꎬ

两边从 Ｔ到 ｔ积分得

ｗ( ｔ)≤ｗ(Ｔ)－ ∫ｔ
Ｔ
ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γ＋

Ｑ２( ｓ)
λ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
Ｌ０(ｍδ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓꎬ

令 ｔ→＋∞ ꎬ由式(８)可得 ｗ( ｔ)→－∞ ꎬ这与 ｗ( ｔ)>０ 矛盾ꎬ从而 ｘ( ｔ)为方程(１)的一个振动解.
当 ｚ( ｔ)满足引理 １ 情形(２)时ꎬ由式(７)和引理 ７ 知ꎬｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ( ｔ)＝ ０. 定理 １ 得证.

令 Ｄ＝{( ｔꎬｓ) ｜ ｔ≥ｓ≥ｔ０}ꎬＤ０ ＝{( ｔꎬｓ) ｜ ｔ>ｓ≥ｔ０}ꎬ称函数 Ｈ( ｔꎬｓ)∈Ｃ(ＤꎬＲ)属于ゐ类ꎬ记作 Ｈ∈ゐꎬ如果

Ｈ( ｔꎬｔ)＝ ０ꎬｔ≥ｔ０ꎻＨ( ｔꎬｓ)>０ꎬ( ｔꎬｓ)∈Ｄ０ꎻ
∂Ｈ( ｔꎬｓ)

∂ｓ
≤０ꎬ( ｔꎬｓ)∈Ｄꎻ存在 ｈ∈Ｃ(Ｄ０ꎬＲ)和 ρ∈Ｃ１([ ｔ０ꎬ∞ )ꎬ(０ꎬ

∞ ))ꎬ使得
∂Ｈ( ｔꎬｓ)

∂ｓ
＋Ｑ２( ｓ)Ｈ( ｔꎬｓ)＝ －ｈ( ｔꎬｓ)Ｈ

λ
λ＋１( ｔꎬｓ)ꎬｈ∈Ｃ(ＤꎬＲ)ꎬ( ｔꎬｓ)∈Ｄ０ .

定理 ２　 设式(７)成立ꎬ若

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ １
Ｈ( ｔꎬＴ)

∫ ｔＴ Ｈ( ｔꎬｓ)ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γ －
｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜
λ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
Ｌ０ｍλ(δ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ ＝ ＋ ∞ ꎬ (９)

则方程(１) 的任意解振动或收敛于零.
证明 　 设方程(１) 有非振动解 ｘ( ｔ) .不失一般性ꎬ设 ｘ( ｔ) 最终为正ꎬ由引理 １ꎬｚ( ｔ) 只可能有(１) 和

(２) 两种情形.
首先ꎬ设 ｚ( ｔ) 满足情形(１)ꎬ由引理 ６ 得式(６) 成立ꎬ两边同乘以 Ｈ( ｔꎬｓ)ꎬ且两边从 Ｔ到 ｔ积分得

∫ ｔＴ Ｈ( ｔꎬｓ)ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γｄｓ≤ Ｈ( ｔꎬＴ)ｗ(Ｔ) ＋ ∫ ｔＴ
ｈ( ｔꎬｓ)
λ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
(ｍδ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ. (１０)

整理得

ｗ( ｔ) ≥ １
Ｈ( ｔꎬＴ)

∫ ｔＴ Ｈ( ｔꎬｓ)ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γ －
｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜
λ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
ｍλ(δ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓꎬ (１１)

与式(９) 矛盾ꎬ从而 ｘ( ｔ) 为方程(１) 的振动解.
其次ꎬ设 ｚ( ｔ) 满足情形(２)ꎬ由于式(７) 成立ꎬ由引理 ７ 知ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ( ｔ) ＝ ０.故得证.

取 Ｈ( ｔꎬｓ) ＝ ( ｔ － ｓ) ｎꎬ则定理 ２ 可简化为 Ｋａｍｅｎｅｖ 型振动结果:
推论 １　 假设式(７) 成立ꎬ若

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ １
Ｈ( ｔꎬＴ) ∫

ｔ

Ｔ
( ｔ－ｓ) ｎρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γ－

｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜
λ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
Ｌ０ｍλ(δ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ＝ ＋∞ ꎬ

则方程(１)的任意解振动或收敛于零.
定理 ３　 假设式(７)成立ꎬ若

０<ｉｎｆ
ｓ≥Ｔ

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｉｎｆ Ｈ( ｔꎬｓ)
Ｈ( ｔꎬＴ)

é

ë
êê

ù

û
úú ≤＋ ∞ ꎬ (１２)

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ １
Ｈ( ｔꎬＴ) ∫

ｔ

Ｔ

ρ( ｓ) ｒ( ｓ) ｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜ λ＋１

Ｌ０(λｍδ′( ｓꎬｃ)) λ
ｄｓ<＋∞ ꎬ (１３)

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ １
Ｈ( ｔꎬＴ)

∫ ｔＴ Ｈ( ｔꎬｓ)ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γ －
｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜
λ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ＋１ ρ( ｓ) ｒ( ｓ)
ｍλＬ０(δ′( ｓꎬｃ)) λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｓ≥ Ａ(Ｔ)ꎬ (１４)

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ ∫ｔ
Ｔ

λＬ０ｍδ′( ｓꎬｃ)

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

Ａ
λ＋１
λ＋ ( ｓ)ｄｓ＝ ＋∞ ꎬ (１５)

式中ꎬＡ＋( ｓ)＝ ｍａｘ{Ａ( ｓ)ꎬ０}ꎬ则方程(１)的任意解振动或收敛于零.

—４—
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证明　 设方程(１)有非振动解 ｘ( ｔ) .不失一般性ꎬ设 ｘ( ｔ)最终为正.
首先ꎬ设 ｚ( ｔ)满足引理 １ 中情形(１)ꎬ由定理 ２ 的证明可知式(１１)成立ꎬ再由(１５)可得

ｗ(Ｔ)≥Ａ(Ｔ) . (１６)
利用式(１０)和(１５)可得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｉｎｆ
１

Ｈ( ｔꎬＴ)
∫ ｔＴＨ( ｔꎬｓ)

λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｓ)ｄｓ－ １

Ｈ( ｔꎬＴ)
∫ ｔＴ ｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜ｗ( ｓ)Ｈ

λ
λ＋１( ｔꎬｓ)ｄｓ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≤

ｗ(Ｔ) － ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ １
Ｈ( ｔꎬＴ) ∫

ｔ

Ｔ
Ｈ( ｔꎬｓ)ρ( ｓ)Ｑ１( ｓ)(ηδ( ｓꎬｃ)) γｄｓ≤ｗ(Ｔ)－Ａ(Ｔ)<＋∞ . (１７)

令

Ｆ( ｔ)＝ １
Ｈ( ｔꎬＴ) ∫

ｔ

Ｔ
Ｈ( ｔꎬｓ)

λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｓ)ｄｓꎬＧ( ｔ)＝ １

Ｈ( ｔꎬＴ) ∫
ｔ

Ｔ
｜ ｈ( ｔꎬｓ) ｜ｗ( ｓ)Ｈ

λ
λ＋１( ｔꎬｓ)ｄｓꎬ

由式(１７)可得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｉｎｆ[Ｆ( ｔ) － Ｇ( ｔ)] < ＋ ∞ . (１８)

情况 １　 假设

∫ ｔＴ
λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｓ)ｄｓ < ＋ ∞ (１９)

成立.则由式(１６) 得

∫ ｔＴ
λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

Ａ
λ＋１
λ＋ ( ｓ)ｄｓ≤ ∫ ｔＴ

λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｓ)ｄｓ < ＋ ∞ ꎬ

这与式(１５) 矛盾ꎬ所以式(１９) 不成立.
情况 ２　 假设

∫ ｔＴ
λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｓ)ｄｓ ＝ ＋ ∞ (２０)

成立.设 η是一个充分小的正数ꎬ利用条件(１２) 得

０ < η < ｉｎｆ
ｓ≥Ｔ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｉｎｆ Ｈ( ｔꎬｓ)
Ｈ( ｔꎬＴ)

é

ë
êê

ù

û
úú
≤＋∞ ꎬ (２１)

由式(２０)可得ꎬ∀μ>０ꎬ有

∫ｔ
Ｔ

λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ＋１
λ ( ｓ)ｄｓ≥ μ

η
ꎬｔ>Ｔꎬ (２２)

利用条件(１２)及(２１)、(２２)ꎬ取 Ｔ′>Ｔꎬ利用分部积分公式有

Ｆ( ｔ)≥ １
Ｈ( ｔꎬＴ) ∫

ｔ

Ｔ′

－∂Ｈ( ｔꎬｓ)
∂ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
μ
η
ｄｓ≥Ｈ( ｔꎬＴ′)

Ｈ( ｔꎬＴ)
μ
η
≥μ. (２３)

由 μ的任意性ꎬ以及式(１８)和(２２)有
ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｆ( ｔ)＝ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｇ( ｔ)＝ ＋∞ . (２４)

取数列{ ｔｎ}∞
ｎ＝１ꎬｔｎ→＋∞ ꎬ由式(１８)和(２４)ꎬ存在 Ｍ>０ꎬ使得 ｎ充分大时

Ｆ( ｔｎ)－Ｇ( ｔｎ)≤Ｍꎬ　 Ｇ( ｔｎ)－Ｆ( ｔｎ)≥－Ｍ.
故当 ｎ充分大时ꎬ有

Ｇ( ｔｎ)
Ｆ( ｔｎ)

> １
４
ꎬ　

Ｇ( ｔｎ)
Ｆ( ｔｎ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

λ

> １
４

é

ë
êê

ù

û
úú

λ

ꎬ
Ｇλ＋１( ｔｎ)
Ｆλ( ｔｎ)

>
Ｇ( ｔｎ)
４λ

→＋∞ . (２５)

利用 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式得

Ｇ
λ＋１
λ ( ｔｎ)＝

１
Ｈ( ｔｎꎬＴ)

∫ｔ ｎ
Ｔ

｜ ｈ( ｔｎꎬｓ) ｜ λ
＋１(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))

λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ) λ
ｄｓ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１
λ

􀅰
１

Ｈ( ｔｎꎬＴ)
∫ｔ ｎ
Ｔ

λＬ０δ′( ｓꎬｃ)ｍ

(ρ( ｓ) ｒ( ｓ))
１
λ

ｗ
λ
λ＋１( ｓ)Ｈ( ｔｎꎬｓ)ｄｓ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

—５—
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两边同时除以 Ｆ( ｔｎ)ꎬ由式(１５)得

Ｇ
λ＋１
λ ( ｔｎ)
Ｆ( ｔｎ)

＝ １
Ｈ( ｔｎꎬＴ) ∫

ｔ ｎ

Ｔ

ρ( ｓ) ｒ( ｓ) ｜ ｈ( ｔｎꎬｓ) ｜ λ＋１

Ｌ０(λδ′( ｓꎬｃ)ｍ) λ
ｄｓ<＋∞ ꎬ

这与不等式(２５)矛盾ꎬ所以假设(２０)不成立.
综合情况 １ 与情况 ２ 的证明ꎬ因为式(１９)和(２０)都不成立ꎬ所以原假设不成立ꎬ从而 ｘ( ｔ)为方程(１)

的振动解.
其次ꎬ设 ｚ( ｔ)满足情形(２)ꎬ由于式(７)成立ꎬ由引理 ７ 知ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ( ｔ)＝ ０.故得证.

例 １　 考虑下列三阶阻尼中立型微分方程

ｔ２ １
＋ ｘ２( ｔ)

２ ＋ ｘ２( ｔ)
ｘ( ｔ) ＋ ∫１

０

４μ
３ｔ２
ｘ

１
３
ｔ ＋ μ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄμæ

è
ç

ö

ø
÷ ″æ

è
ç

ö

ø
÷

５
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ′ ＋ ｔ

１ ＋ ｘ２( ｔ)
２ ＋ ｘ２( ｔ)

(ｘ( ｔ) ＋ ∫１
０

４μ
３ｔ２
ｘ

１
３
ｔ ＋ μ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄμ) ″æ

è
ç

ö

ø
÷

５

＋

∫１
０

６４ξ
ｔ３
ｘ７ ｔ

＋ ξ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄξ ＝ ０ꎬｔ≥ １. (２６)

则 ψ(ｘ( ｔ))＝ １＋ｘ２( ｔ)
２＋ｘ２( ｔ)

≤１＝Ｌꎬλ＝ｍｉｎ{βꎬγ} ＝ ５ 且

∫∞
ｔ０

１
Ｅ( ｔ) ｒ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
β

ｄｔ＝ ∫∞
ｔ０

( ｔ－３)
１
５ ｄｔ＝∞ ꎬｐ( ｔ)＝ ∫１

０

４μ
３ｔ２

ｄμ＝ ２
３ｔ２

≤ ２
３
ꎬｌｉｍ
ｔ→∞
ｐ( ｔ)＝ ０ꎬ

∫＋∞
ｔ０
∫＋∞
ｖ

１
ｒ(ｕ)∫

＋∞

ｕ
∫ｄ
ｃ
ｑ( ｓꎬξ)ｄξｄｓé

ë
êê

ù

û
úú

１
β

ｄｕｄｖ ＝ ∫＋∞
ｔ０
∫＋∞
ｖ

１
ｕ２∫

＋∞

ｕ
∫１

０

６４ξ
ｓ３

ｄξｄｓé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
５

ｄｕｄｖ＝ ＋∞ ꎬ

取 ρ( ｔ)＝ ｔ２ꎬｋ＝ ２ꎬη＝ ０.５ꎬ则

Ｑ１( ｔ)＝ １－ １
３
×２１－ １

３ ＋(２
１－ １

３ －１)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷
２
３

é

ë
êê

ù

û
úú

７

∫１
０

６４ξ
ｔ３

ｄξ＝ ４
３
－ ５
９
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显然有式(８)成立. 因此由定理 １ 得ꎬ方程(２６)的所有解振动或收敛于零.
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