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[摘要] 　 本文证明了含有有限项的 Ｈａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐóｌｙａ 不等式ꎬ并借助其极值函数满足的 Ｅｕｌｅｒ￣Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程组ꎬ估计这个不等式最佳常数的上下界.
[关键词] 　 Ｈａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐóｌｙａ 不等式ꎬ上下界估计ꎬ最佳常数
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１　 引言及主要结论

设 ａｉꎬｂｉ≥０( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)ꎬＨａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐóｌｙａ 不等式如下:(参看[１]中 ２８８ 页的定理 ３８１)

∑
∞

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

ａｉｂ ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

≤Ｋｐꎬｑ ∑
∞

ｉ ＝ １
ａｐｉ( )

１ / ｐ ∑
∞

ｉ ＝ １
ｂｑｉ( )

１ / ｑ
ꎬ (１)

其中ꎬｍｉｎ{ｐꎬｑ}>１ꎬ１ / ｐ＋１ / ｑ>１ꎬλ＝ ２－(１ / ｐ＋１ / ｑ) . 此外ꎬ如下的积分不等式成立(也就是 Ｈａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣
Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式参看[２]):

∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

ｆ(ｘ)ｇ(ｙ)ｄｘｄｙ
｜ ｘ－ｙ ｜ λ

≤Ｃ(ｐꎬｑꎬλ)‖ｆ‖Ｌｐ(Ｒｎ)‖ｇ‖Ｌｑ(Ｒｎ)ꎬ∀( ｆꎬｇ)∈Ｌｐ(Ｒｎ)×Ｌｑ(Ｒｎ)ꎬ (２)

其中ꎬｎ≥１ꎬ０<λ<ｎꎬｍｉｎ{ｐꎬｑ} >１ꎬ且 １ / ｐ＋１ / ｑ＋λ / ｎ ＝ ２. 当 ｐ ＝ ｑ 时ꎬＬｉｅｂ 在[２]中得到了极值函数的表达

式. 当 ｐ≠ｑ 时ꎬ极值函数满足以下积分方程组:

ｕ(ｘ)＝ ∫
Ｒｎ

ｖｓ(ｙ)
｜ ｘ－ｙ ｜ λ

ｄｙꎬ

ｖ(ｘ)＝ ∫
Ｒｎ

ｕｔ(ｙ)
｜ ｘ－ｙ ｜ λ

ｄｙꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３)

其中ꎬｓ＝(ｑ－１) －１ꎬｔ＝(ｐ－１) －１ꎬ且 ｕ＝ ｃ１ ｆｐ
－１ꎬｖ＝ ｃ２ｇｑ

－１ꎬｃ１ꎬｃ２ 均为大于 ０ 的常数. 虽然极值函数的表达式并不

知道ꎬ但(３)正解的存在性结果是成立的(参看[３])ꎬ并且这些解在 Ｒｎ 内关于某些点是径向对称和递减

的(参看[４]) . 另外ꎬ[５]和[６]中分别得到了其可积性与快速衰减率. ２０１１ 年ꎬＬｉ ａｎｄ Ｖｉｌｌａｖｅｒｔ 证明了下

—６２—
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述含有限项的 Ｈａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐóｌｙａ 不等式(参看[７]):

∑
Ｎ

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

ａｉｂ ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜

≤ＫＮ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａ２ｉ( )

１ / ２ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂ２ｉ( )

１ / ２
ꎬ (４)

其中常数估计如下:
２ｌｎ Ｎ－２≤ＫＮ≤２( ｌｎ Ｎ－ｌｎ ２)＋２.

文献[８]中得到了更高维的结果. 最佳常数的上下界估计将有助于更好地理解描述电子气和多体系

统的 Ｔｈｏｍａｓ￣Ｆｅｒｍｉ 模型中的库仑能量(参看[９]) . ２０１５ 年ꎬＨｕａｎｇ 等在文献[１０]中运用 Ｈａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣
Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式ꎬ将(１)推广到了更高维的情况:

∑
ｉꎬｊ∈Ｚｎꎬｉ≠ｊ

｜ ｆｉ ｜ ｜ ｇ ｊ ｜
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

≤Ｃ‖ｆ‖ｌｐ‖ｇ‖ｌｑꎬ∀( ｆꎬｇ)∈ｌｐ(Ｚｎ)×ｌｑ(Ｚｎ)ꎬ (５)

其中ꎬｎ≥１ꎬｆ＝( ｆｉ) ｉ∈Ｚｎꎬｇ＝(ｇ ｊ) ｊ∈Ｚｎꎬ０<λ<ｎꎬｍｉｎ{ｐꎬｑ}>１ꎬ且 １ / ｐ＋１ / ｑ＋λ / ｎ≥２. 另外ꎬ他们证明了最佳常数

可被含有有限项的泛函逼近. 当 ｎ＝ １ 时ꎬ用 Ｎ替换 Ｚｎꎬ定义最佳常数如下:

Ｌｐꎬｑꎬλ:＝ｓｕｐ ∑
∞

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

｜ ｆｉ‖ｇ ｊ ｜
｜ ｉ － ｊ ｜ λ

ꎻ‖ｆ‖ｌｐ ＝ ‖ｇ‖ｌｑ ＝ １{ } . (６)

和上述 ＫＮ 的估计不同ꎬ(５)的最佳常数的估计是不依赖于 Ｎ的(参看[１０]) .
本文总是假设 ｎ ＝ １ꎬ且 ａｉꎬｂｉ≥０( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ) . 类似于文献[７]ꎬ我们来证明含有限项的 Ｈａｒｄｙ￣

Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐóｌｙａ 不等式ꎬ并估计这个不等式最佳常数的上下界.
定理 １　 假设 λ>０ꎬ且 ｍｉｎ{ｐꎬｑ}>１ꎬ那么存在一个只依赖于 ｐꎬｑꎬλꎬＮ的常数 Ｌ>０ꎬ满足

∑
Ｎ

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

ａｉｂ ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

≤Ｌ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａｐｉ( )

１ / ｐ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂｑｉ( )

１ / ｑ
. (７)

定义(７)中的常数如下:

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ:＝ｍａｘ ∑
Ｎ

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

ａｉｂ ｊ
｜ ｉ － ｊ ｜ λ

ꎻ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａｐｉ ＝∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｂｑｉ ＝ １{ } . (８)

定理 ２　 假设 λ>０ꎬ且 ｍｉｎ{ｐꎬｑ}>１. 令 Ｑ:＝ｍａｘ{ｐꎬｑ} . 那么ꎬ当 Ｑ∈(１ꎬ２]时ꎬ有

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≤
２( ｌｏｇ Ｎ＋１－ｌｏｇ ２) λ＝ １ꎻ

２(１－λ) －１[(Ｎ＋１) １－λ－１] λ>０ 且 λ≠１.{ (９)

当 Ｑ>２ 时ꎬ有

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≤
２Ｎ１－２ / Ｑ( ｌｏｇ Ｎ＋１－ｌｏｇ ２) λ＝ １ꎻ

２Ｎ１－２ / Ｑ(１－λ) －１[(Ｎ＋１) １－λ－１] λ>０ 且 λ≠１.{ (１０)

此外ꎬ当 ０<λ<１ 且 １ / ｐ＋１ / ｑ＋λ≥２ 时ꎬ可以得到更好的上界:
ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≤Ｌｐꎬｑꎬλ . (１１)

另一方面ꎬＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≥ｍａｘ{１ꎬｇ(Ｎ)}ꎬ (１２)
其中ꎬ

ｇ(Ｎ):＝

２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ

１
λ－１

(Ｎ－１)－ １
２－λ

(Ｎ２－λ－１)é

ë
êê

ù

û
úú λ≠１ꎬ２ꎻ

２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ[(Ｎ－１)－ｌｏｇ Ｎ] λ＝ ２ꎻ

２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ[Ｎｌｏｇ Ｎ－(Ｎ－１)] λ＝ １.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

注 １　 根据文献[１０]中的引理 ２.２ꎬ当 ０<λ<１ 且 １ / ｐ＋１ / ｑ＋λ≥２ 时ꎬ可得 ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ→Ｌｐꎬｑꎬλ(Ｎ→∞).

２　 定理 １ 的证明

定理 １ 的证明

令 ａ＝(ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａＮ)ꎬｂ＝(ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂＮ) . 设

—７２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４６ 卷第 ３ 期(２０２３ 年)

Ｊ(ａꎬｂ)＝ ∑
Ｎ

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

ａｉｂ ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

－ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａｐｉ( )

１ / ｐ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂｑｉ( )

１ / ｑ
.

显然ꎬＪ(ａꎬｂ)≤０ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈ＲＮ＋ . 由于

Ｓ(Ｎ):＝ (ａꎬｂ)ꎻ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａｐｉ ＝∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｂｑｉ ＝ １{ }

在 ＲＮ＋ ×ＲＮ＋中是紧的ꎬ(８)在 Ｓ(Ｎ) 中有解. 于是ꎬ可得 Ｊ的一个最大元:
(ａ(Ｎ)ꎬｂ(Ｎ))∈Ｓ(Ｎ) .

因此ꎬ对任意的 (ａꎬｂ)∈ＲＮ＋ ×ＲＮ＋且 ｔ∈Ｒꎬ得
ｄ
ｄｔ
Ｊ(ａ(Ｎ)＋ｔａꎬｂ(Ｎ))é

ë
êê

ù

û
úú
ｔ＝０

＝ ｄ
ｄｔ
Ｊ(ａ(Ｎ)ꎬｂ(Ｎ)＋ｔｂ)é

ë
êê

ù

û
úú
ｔ＝０

＝ ０.

即

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮａ(Ｎ) ｐ
－１
ｉ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １ꎬｊ≠ｉ

ｂ(Ｎ) ｊ
｜ ｉ － ｊ ｜ λ

ꎬ

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮｂ(Ｎ) ｑ
－１
ｉ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １ꎬｊ≠ｉ

ａ(Ｎ) ｊ
｜ ｉ － ｊ ｜ λ

.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１３)

由于

(ａ(Ｎ)ꎬｂ(Ｎ))∈Ｓ(Ｎ)ꎬ(ａ(Ｎ)ꎬｂ(Ｎ))≠(０ꎬ０) .
因此ꎬ从(１３)得到

ｍｉｎ{ａ(Ｎ) ｉꎬｂ(Ｎ) ｉ}>０ꎬ∀１≤ｉ≤Ｎꎬ (１４)
即 ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ>０.
不失一般性ꎬ假设 ａ(Ｎ) １ ＝ｍａｘ{ａ(Ｎ) １ꎬ􀆺ꎬａ(Ｎ) Ｎꎬｂ(Ｎ) １ꎬ􀆺ꎬｂ(Ｎ) Ｎ} . 注意到(１４)ꎬ从(１３)的 １ 式

中可知存在一个仅依赖于 １ 式的正的常数 Ｃ１ꎬ使得

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮａ(Ｎ) ｐ
－２

１ ≤ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２

１
( ｊ－１) λ

≤Ｃ１ ∫Ｎ
１
ｔ－λｄｔꎬ (１５)

即

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≤
Ｃ１ａ(Ｎ) ２－ｐ

１ ｌｏｇ Ｎ λ＝ １ꎻ

Ｃ１ａ(Ｎ) ２－ｐ
１ (１－λ) －１(Ｎ１－λ－１) λ>０ 且 λ≠１.{ (１６)

由于

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａ(Ｎ) ｐｉ ＝ １ꎬ

Ｎ －１ ≤ ａ(Ｎ) ｐ１ ≤ １.
(１７)

将这一结论应用到(１６)ꎬ可得 ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ<∞ . 定理 １ 证毕.

３　 定理 ２ 的证明

定理 ２ 的证明

第一步:估计上界. 存在 ℓ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}ꎬ使得下面两式中的其中一个成立

ａ(Ｎ) ℓ ＝ｍａｘ{ａ(Ｎ) １ꎬ􀆺ꎬａ(Ｎ) Ｎꎬｂ(Ｎ) １ꎬ􀆺ꎬｂ(Ｎ) Ｎ}ꎬ (１８)
或

ｂ(Ｎ) ℓ ＝ｍａｘ{ａ(Ｎ) １ꎬ􀆺ꎬａ(Ｎ) Ｎꎬｂ(Ｎ) １ꎬ􀆺ꎬｂ(Ｎ) Ｎ} . (１９)
显然ꎬ从方程组(１６)和(１７)可知ꎬ存在一个上界 Ｃℓ . 我们来找一个独立于 ℓ的另一个上界.
当(１８)成立时ꎬ用同样的方法推导(１７)和(１５)ꎬ可得

Ｎ－１≤ａ(Ｎ) ｐℓ≤１ꎬ (２０)
且

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮａ(Ｎ) ｐ
－２
ℓ ≤ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １ꎬｊ≠ℓ

１
｜ ℓ－ｊ ｜ λ

＝ ∑
ℓ－１

ｋ ＝ １
(ℓ－ｋ) －λ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ℓ＋１
(ｋ－ℓ) －λ ＝ ∑

ℓ－１

ｋ ＝ １
ｋ－λ＋ ∑

Ｎ－ℓ

ｋ ＝ １
ｋ－λ≤

—８２—
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黄　 红ꎬ等:含有有限项的 Ｈａｒｄｙ￣Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐóｌｙａ 不等式

∫ℓ
１

ｄｔ
ｔλ

＋ ∫Ｎ－ℓ＋１
１

ｄｔ
ｔλ

＝(１－λ) －１[ℓ１－λ＋(Ｎ－ℓ＋１) １－λ－２]ꎬ (２１)

其中ꎬλ>０ 且 λ≠１. 显然ꎬ
ℓ１－λ＋(Ｎ－ℓ＋１) １－λ≤２(Ｎ＋１) １－λ λ∈(０ꎬ１)ꎻ
ℓ１－λ＋(Ｎ－ℓ＋１) １－λ≥２(Ｎ＋１) １－λ λ>１.{

将此结论应用到(２１)ꎬ得

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮａ(Ｎ) ｐ
－２
ℓ ≤ ２

１－λ
[(Ｎ＋１) １－λ－１]ꎬ (２２)

其中ꎬλ>０ 且 λ≠１.
当 λ＝ １ 时ꎬ类似文献[７]中(９)的推导过程ꎬ仍然可得

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮａ(Ｎ) ｐ
－２
ℓ ≤２( ｌｏｇ Ｎ＋１－ｌｏｇ ２) . (２３)

结合(２２)ꎬ(２３)及(２０)ꎬ可得如下结论:
(１)当 ｐ∈(１ꎬ２]ꎬａ(Ｎ) ２－ｐ

ℓ ≤１ 时ꎬ可得

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≤
２( ｌｏｇ Ｎ＋１－ｌｏｇ ２) λ＝ １ꎻ

２(１－λ) －１[(Ｎ＋１) １－λ－１] λ>０ 且 λ≠１.{
(２)当 ｐ>２ꎬａ(Ｎ) ２－ｐ

ℓ ≤Ｎ１－２ / ｐ时ꎬ可得

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≤
２Ｎ１－２ / ｐ( ｌｏｇ Ｎ＋１－ｌｏｇ ２) λ＝ １ꎻ

２(１－λ) －１Ｎ１－２ / ｐ[(Ｎ＋１) １－λ－１] λ>０ 且 λ≠１.{
当(１９)成立时ꎬ只要用 ｑ代替 ｐꎬ上述结论依然成立. 因此ꎬ(９)和(１０)成立.
接下来证明(１１) . 用 ａ(Ｎ) ｉ 乘(１３)的第 １ 式ꎬ并从 １ 到 Ｎ进行求和ꎬ可得

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａ(Ｎ) ｐｉ ＝ ∑

Ｎ

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

ａ(Ｎ) ｉｂ(Ｎ) ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

. (２４)

令

􀭹ａ(Ｎ)＝ (ａ(Ｎ) １ꎬａ(Ｎ) ２ꎬ􀆺ꎬａ(Ｎ) Ｎꎬ０ꎬ􀆺)
􀭴ｂ(Ｎ)＝ (ｂ(Ｎ) １ꎬｂ(Ｎ) ２ꎬ􀆺ꎬｂ(Ｎ) Ｎꎬ０ꎬ􀆺){ ꎬ

由于(ａ(Ｎ)ꎬｂ(Ｎ))∈Ｓ(Ｎ)ꎬ则(􀭹ａ(Ｎ)ꎬ􀭹ａ(Ｎ))∈Ｓ:＝{(ａꎬｂ)ꎻ‖ａ‖ｌｐ ＝‖ｂ‖ｌｑ ＝ １} .

又从(２４)和(６)ꎬ可知 ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ ＝ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａ(Ｎ) ｐｉ ＝ ∑

∞

ｉꎬｊ ＝ １ꎬｉ≠ｊ

􀭹ａ(Ｎ) ｉ􀭴ｂ(Ｎ) ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

≤Ｌｐꎬｑꎬλ

故(１１)成立.
第二步:估计下界. 首先ꎬ令 ａ＝(０ꎬ１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０)ꎬｂ＝(１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０) . 则(ａꎬｂ)∈Ｓ(Ｎ) . 于是

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≥
ａ２ｂ１

｜ ２－１ ｜ λ
＝ １. (２５)

接下来ꎬ令 􀭹ａｉ ＝Ｎ
－１ / ｐꎬ􀭴ｂｉ ＝Ｎ

－１ / ｑꎬ其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ. 则(􀭹ａꎬ􀭴ｂ)∈Ｓ(Ｎ) . 于是

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≥ ∑
ｉ≠ｊ

􀭹ａｉ􀭴ｂ ｊ
｜ ｉ－ｊ ｜ λ

＝ ２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１

１
( ｊ－ｉ) λ

. (２６)

当 λ＝ １ 时ꎬ有

∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１

１
ｊ－ｉ

＝ ∑
Ｎ－ｉ

ｋ ＝ １
ｋ－１≥ ∫Ｎ－ｉ＋１

１
ｔ－１ｄｔ＝ ｌｏｇ(Ｎ－ｉ＋１)ꎬ

进一步ꎬ可得

∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１

１
ｊ－ｉ

≥ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ｌｏｇ(Ｎ－ｉ＋１)＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ２
ｌｏｇ ｋ≥ ∫Ｎ

１
ｌｏｇ ｔｄｔ＝Ｎｌｏｇ Ｎ－(Ｎ－１) .

又因当 λ>０ 且 λ≠１ 时ꎬ有

∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１

１
( ｊ－ｉ) λ

＝ ∑
Ｎ－ｉ

ｋ ＝ １
ｋ－λ≥ ∫Ｎ－ｉ＋１

１
ｔ－λｄｔ＝(λ－１) －１[１－(Ｎ－ｉ＋１) １－λ] . (２７)

—９２—
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因此ꎬ当 λ>０ 且 λ≠１ꎬ２ 时ꎬ可得

∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１

１
( ｊ－ｉ) λ

≥ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
(λ－１) －１[１－(Ｎ－ｉ＋１) １－λ] ＝(λ－１) －１ (Ｎ － １) －∑

Ｎ－１

ｉ ＝ １
(Ｎ － ｉ ＋ １) １－λ[ ] ＝

(λ－１) －１ (Ｎ － １) －∑
Ｎ

ｋ－２
ｋ１－λ[ ] ≥(λ－１) －１[(Ｎ－１)－(２－λ) －１(Ｎ２－λ－１)] .

且当 λ＝ ２ 时ꎬ由(２７)可得

∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１

１
( ｊ－ｉ) ２≥ ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ １
[１－(Ｎ－ｉ＋１) －１] ＝(Ｎ－１)－ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ２
ｋ－１≥(Ｎ－１)－ｌｏｇ Ｎ.

将这些估计应用到(２６)ꎬ可求出当 λ>０ 时ꎬＬｐꎬｑꎬλꎬＮ的下界:

ＬｐꎬｑꎬλꎬＮ≥

２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ

１
λ－１

(Ｎ－１)－ １
２－λ

(Ｎ２－λ－１)é

ë
êê

ù

û
úú λ≠１ꎬ２ꎻ

２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ[(Ｎ－１)－ｌｏｇ Ｎ] λ＝ ２ꎻ

２
Ｎ１ / ｐ＋１ / ｑ[Ｎｌｏｇ Ｎ－(Ｎ－１)] λ＝ １.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２８)

结合以上结果和(２５)ꎬ可得(１２)成立. 故定理 ２ 证毕.
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