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[摘要] 　 设 Ｕ＝Ｔｒｉ(ＡꎬＭꎬＢ)是三角代数ꎬＶ是 ２－无挠含单位的代数. 本文证明了线性双射 φ:Ｕ→Ｖ是 Ｊｏｒｄａｎ 同构

的充要条件是 φ保单位且下列条件之一成立:(１)φ(ｘ 􀳱 ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｕ 满足 ｘｙ ＝ ０. (２)φ(ｘ 􀳱 ｙ)＝
φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｕ满足 ｘ 􀳱ｙ＝０. (３)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｕ满足 ｘｙ＝ｙｘ＝０.
[关键词] 　 三角代数ꎬＪｏｒｄａｎ 同构ꎬ零积
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｌｅｔ Ｕ＝Ｔｒｉ(ＡꎬＭꎬＢ)ｂｅ ａ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ａｌｇｅｂｒａ ａｎｄ ｌｅｔ Ｖ ｂｅ ａ ｕｎｉｔｉａｌ ２￣ｔｏｒｓｉｏｎ ｆｒｅｅ ａｌｇｅｂｒａ. Ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ａ ｌｉｎｅａｒ
ｂｉｊｅｃｔｉｏｎ φ:Ｕ→Ｖ ｉｓ Ｊｏｒｄａｎ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ φ ｉｓ ｕｎｉｔａｌ ａｎｄ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ ｈｏｌｄｓ:(１)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝
φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ｆｏｒ ｘꎬｙ∈Ｕ ｗｉｔｈ ｘｙ ＝ ０ꎻ(２)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ) ｆｏｒ ｘꎬｙ∈Ｕ ｗｉｔｈ ｘ 􀳱ｙ ＝ ０ꎻ(３)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ) ｆｏｒ
ｘꎬｙ∈Ｕ ｗｉｔｈ ｘｙ＝ｙｘ＝０.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ａｌｇｅｂｒａꎬＪｏｒｄａｎ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍꎬｚｅｒｏ ｐｒｏｄｕｃｔ

设 Ａ和 Ｂ是结合代数ꎬφ:Ａ→Ｂ是一个线性双射.若对任意的 ｘ∈Ａ且 ２ｘ＝ ０ꎬ有 ｘ＝ ０ꎬ则称 Ａ是 ２－无挠

的. 如果对任意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ有 φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ则称 φ 是一个 Ｊｏｒｄａｎ 同构ꎬ其中 ｘ 􀳱 ｙ ＝ ｘｙ＋ｙｘ 为 Ｊｏｒｄａｎ
积. Ｊｏｒｄａｎ 同构是算子代数上的一类重要的线性映射ꎬ受到了许多学者的关注. 例如:Ｍｏｌｎａｒ 等[１] 证明了

三角矩阵代数 Ｔｎ(Ｆ)上的 Ｊｏｒｄａｎ 同构是同构或反同构. 这里 Ｆ是至少包含 ３ 个元素的数域. Ｂｅｉｄａｒ 等[２]推

广了这个结论ꎬ证明了 ２－无挠交换环 Ｒ上的上三角矩阵代数上的 Ｊｏｒｄａｎ 同构是同构或反同构. Ｌｕ[３]证明

了套代数上的 Ｊｏｒｄａｎ 同构是同构或反同构. Ｗｏｎｇ[４] 研究了上三角矩阵环上的 Ｊｏｒｄａｎ 同构ꎬ并给出了

Ｊｏｒｄａｎ 同构是同构或反同构的条件. 本文将通过由零积、Ｊｏｒｄａｎ 零积或交换零积所确定的子集上线性映射

的局部性质来刻画三角代数上的 Ｊｏｒｄａｎ 同构. 关于线性映射的局部性质的研究主要有两个方面. 一方面

是逐点定义的局部映射ꎬ如局部导子和局部同构的研究[５－９] . 另一方面是通过线性映射在某些子集上的局

部性质来研究它的整体结构性质(见文献[１０－１６]) .
设 Ａ和 Ｂ是交换环 Ｒ上的含单位元的代数ꎬＭ是(ＡꎬＢ)－忠实双边模. 在通常的矩阵运算下ꎬ称
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为三角代数. 设 Ｕ＝Ｔｒｉ(ＡꎬＭꎬＢ)是一个三角代数ꎬ１Ａ 和 １Ｂ 分别是 Ａ和 Ｂ的单位元. 记

ｅ１ ＝
１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｅ２ ＝

０ ０
０ １Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

且

—１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师大学报(自然科学版) 第 ４６ 卷第 ４ 期(２０２３ 年)

Ｕｉｊ ＝ ｅｉＵｅ ｊ(１≤ｉ≤ｊ≤２)ꎬ
则 Ｕ＝Ｕ１１＋Ｕ１２＋Ｕ２２且 Ｕ１２是(Ｕ１１ꎬＵ１２)－忠实双边模.

１　 主要定理及其证明

定理 １　 设 Ｕ ＝ Ｔｒｉ(ＡꎬＭꎬＢ)是三角代数ꎬＶ 是 Ｒ 上 ２－无挠含单位的代数. 则线性双射 φ:Ｕ→Ｖ 是

Ｊｏｒｄａｎ 同构当且仅当 φ保单位且下列条件之一成立:
(１)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｕ满足 ｘｙ＝ ０.
(２)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｕ满足 ｘ 􀳱ｙ＝ ０.
(３)φ(ｘ 􀳱ｙ)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｙ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｕ满足 ｘｙ＝ ｙｘ＝ ０.
以下假设 φ:Ｕ→Ｖ是一个满足定理 １ 条件(３)的保单位线性双射. 为证明定理 １ꎬ我们需要以下几个

引理.
引理 １　 对任意幂等元 ｐ∈Ｕꎬ有 φ(ｐ)＝ φ(ｐ) ２ .
证明　 对任意幂等元 ｐ∈Ｕꎬ由 ｐ(１－ｐ)＝ (１－ｐ)ｐ＝ ０ 得

０＝φ(ｐ) 􀳱φ(１－ｐ)＝ ２(φ(ｐ)－φ(ｐ) ２) .
从而 φ(ｐ)＝ φ(ｐ) ２ . 证毕.
引理 ２　 设 ｕｉｊ∈Ｕｉｊ(１≤ｉ≤ｊ≤２)ꎬ则
(１)φ(ｕｉｉ)＝ φ(ｅｉ)φ(ｕｉｉ)φ(ｅｉ)ꎻ
(２)φ(ｕ１２)＝ φ(ｅ１)φ(ｕ１２)φ(ｅ２)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１２)φ(ｅ１) .
证明　 (１)由于 ｕ１１ｅ２ ＝ ｅ２ｕ１１ ＝ ０ꎬ则

φ(ｕ１１)φ(ｅ２)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１１)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｅ２)＝ ０. (１)
从而由引理 １ 和式(１)可得:

φ(ｅ２)φ(ｕ１１)φ(ｅ２)＝ φ(ｅ１)φ(ｕ１１)φ(ｅ２)＝ φ(ｅ２)φ(ｕ１１)φ(ｅ１)＝ ０.
因此ꎬ
φ(ｕ１１)＝ φ(ｅ１)φ(ｕ１１)φ(ｅ１)＋φ(ｅ１)φ(ｕ１１)φ(ｅ２)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１１)φ(ｅ１)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１１)φ(ｅ２)＝

φ(ｅ１)φ(ｕ１１)φ(ｅ１) .
类似地ꎬ我们有 φ(ｕ２２)＝ φ(ｅ２)φ(ｕ２２)φ(ｅ２) .
(２)显然ꎬ对任意 ｖ１２∈Ｕ１２ꎬ有

φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｕ１２)＝ ０. (２)
又(ｅ１－ｕ１２)(ｅ２＋ｕ１２)＝ (ｅ２＋ｕ１２)(ｅ１－ｕ１２)＝ ０. 则

０＝φ((ｅ１－ｕ１２) 􀳱(ｅ２＋ｕ１２))＝ φ(ｅ１－ｕ１２) 􀳱φ(ｅ２＋ｕ１２)＝ φ(ｅ１) 􀳱φ(ｕ１２)－φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｅ２)－φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｕ１２) .
从而由式(２)ꎬ

φ(ｅ１)φ(ｕ１２)＋φ(ｕ１２)φ(ｅ１)－φ(ｕ１２)φ(ｅ２)－φ(ｅ２)φ(ｕ１２)＝ ０.
对上式分别左右同乘 φ(ｅ１)和 φ(ｅ２)可得:

φ(ｅ１)φ(ｕ１２)φ(ｅ１)＝ φ(ｅ２)φ(ｕ１２)φ(ｅ２)＝ ０.
因此ꎬ
φ(ｕ１２)＝ φ(ｅ１)φ(ｕ１２)φ(ｅ１)＋φ(ｅ１)φ(ｕ１２)φ(ｅ２)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１２)φ(ｅ１)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１２)φ(ｅ２)＝

φ(ｅ１)φ(ｕ１２)φ(ｅ２)＋φ(ｅ２)φ(ｕ１２)φ(ｅ１) .
证毕.
引理 ３　 设 ｕｉｊꎬｖｉｊ∈Ｕｉｊ(１≤ｉ≤ｊ≤２)ꎬ则
(１)φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１２)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１２)且 φ(ｕ１２ 􀳱ｖ２２)＝ φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｖ２２)ꎻ
(２)φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１１)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１)且 φ(ｕ２２ 􀳱ｖ２２)＝ φ(ｕ２２) 􀳱φ(ｖ２２) .
证明　 (１)由于(ｕ１１－ｕ１１ｖ１２)(ｖ１２＋ｅ２)＝ (ｖ１２＋ｅ２)(ｕ１１－ｕ１１ｖ１２)＝ ０. 则由引理 ２ 和式(２)可得:

０＝φ(ｕ１１－ｕ１１ｖ１２) 􀳱φ(ｖ１２＋ｅ２)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１２)－φ(ｕ１１ｖ１２) 􀳱φ(ｅ２)＋φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｅ２)－
φ(ｕ１１ｖ１２) 􀳱φ(ｖ１２)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１２)－φ(ｕ１１ｖ１２) .

这说明
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φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１２)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１２) . (３)
类似地ꎬ由(ｕ１２＋ｅ１)(ｖ２２－ｕ１２ｖ２２)＝ (ｖ２２－ｕ１２ｖ２２)(ｕ１２＋ｅ１)＝ ０ꎬ我们有

φ(ｕ１２ 􀳱ｖ２２)＝ φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｖ２２) . (４)
(２)由式(３)ꎬ一方面

φ((ｕ１１ 􀳱ｖ１１) 􀳱ｖ１２)＝ φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１１) 􀳱φ(ｖ１２)ꎬ (５)
另一方面ꎬ我们有

φ((ｕ１１ 􀳱ｖ１１) 􀳱ｖ１２)＝ φ(ｕ１１ 􀳱(ｖ１１ｖ１２))＋φ(ｖ１１ 􀳱(ｕ１１ｖ１２))＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１ｖ１２)＋φ(ｖ１１) 􀳱φ(ｕ１１ｖ１２)＝
φ(ｕ１１) 􀳱(φ(ｖ１１) 􀳱φ(ｖ１２))＋φ(ｖ１１) 􀳱(φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１２))＝ (φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１)) 􀳱φ(ｖ１２)＋

２φ(ｕ１１)φ(ｖ１２)φ(ｖ１１)＋２φ(ｖ１１)φ(ｖ１２)φ(ｕ１１) .
由引理 ３ 知ꎬφ(ｕ１１)φ(ｖ１２)φ(ｖ１１)＝ φ(ｖ１１)φ(ｖ１２)φ(ｕ１１)＝ ０. 从而由上式ꎬ

φ((ｕ１１ 􀳱ｖ１１) 􀳱ｖ１２)＝ (φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１)) 􀳱φ(ｖ１２) . (６)
由式(５)和式(６)ꎬ则对任意 ｖ１２∈Ｕ１２ꎬ有

(φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１１)－φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１)) 􀳱φ(ｖ１２)＝ ０. (７)
由于 φ是满射ꎬ则存在 ｘ∈Ｕ使得

φ(ｘ)＝ φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１１)－φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１) . (８)
从而由引理 ２ 可知ꎬ

φ(ｘ)＝ φ(ｅ１)φ(ｘ)φ(ｅ１)＝ φ(ｅ１)φ(ｅ１ｘｅ１)φ(ｅ１)＋φ(ｅ１)φ(ｅ１ｘｅ２)φ(ｅ１)＋
φ(ｅ１)φ(ｅ２ｘｅ２)φ(ｅ１) ＝ φ(ｅ１)φ(ｅ１ｘｅ１)φ(ｅ１)＝ φ(ｘ１１)ꎬ

其中 ｘ１１ ＝ ｅ１ｘ１ｅ１∈Ｕ１１ꎬ于是由式(３)和式(７)ꎬ
φ(ｘ１１ｖ１２)＝ φ(ｘ１１ 􀳱ｖ１２)＝ φ(ｘ１１) 􀳱φ(ｖ１２)＝ φ(ｘ) 􀳱φ(ｖ１２)＝ ０.

由于 φ是单射ꎬ则 ｘ１１Ｕ１２ ＝{０}ꎬ并由 Ｕ１２的忠实性得 ｘ１１ ＝ ０. 从而 φ(ｘ)＝ φ(ｘ１１)＝ ０ꎬ并由式(８)得
φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１１)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１) .

类似地ꎬ我们由式(４)可得 φ(ｕ２２ 􀳱ｖ２２)＝ φ(ｕ２２) 􀳱φ(ｖ２２) . 证毕.
定理 １ 的证明　 由文献[４]的结论知ꎬ如果 φ是 Ｊｏｒｄａｎ 同构ꎬ则 φ保单位且条件(１)ꎬ(２)和(３)之一

成立. 反过来ꎬ容易验证(１)⇒(３)和(２)⇒(３)分别成立. 以下我们假设 φ保单位且条件(３)成立.
设 ｕꎬｖ∈Ｕꎬ则存在 ｕｉｊꎬｖｉｊ∈Ｕｉｊ使得

ｕ＝ｕ１１＋ｕ１２＋ｕ２２ꎬｖ＝ ｖ１１＋ｖ１２＋ｖ２２ .
从而由引理 ３ 及 φ(ｕｉｉ) 􀳱φ(ｖｊｊ)＝ φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｖ１２)＝ ０( ｉ≠ｊ)可知ꎬ

φ(ｕ 􀳱ｖ)＝ φ((ｕ１１＋ｕ１２＋ｕ２２) 􀳱(ｖ１１＋ｖ１２＋ｖ２２))＝ φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１１)＋φ(ｕ１１ 􀳱ｖ１２)＋φ(ｕ１２ 􀳱ｖ１１)＋φ(ｕ１２ 􀳱ｖ２２)＋φ(ｕ２２ 􀳱ｖ１２)＋
φ(ｕ２２ 􀳱ｖ２２)＝ φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１１)＋φ(ｕ１１) 􀳱φ(ｖ１２)＋φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｖ１１)＋φ(ｕ１２) 􀳱φ(ｖ２２)＋φ(ｕ２２) 􀳱φ(ｖ１２)＋

φ(ｕ２２) 􀳱φ(ｖ２２)＝ (φ(ｕ１１)＋φ(ｕ１２)＋φ(ｕ２２)) 􀳱(φ(ｖ１１)＋φ(ｖ１２)＋φ(ｖ２２))＝ φ(ｕ) 􀳱φ(ｖ) .
因此ꎬφ是 Ｊｏｒｄａｎ 同构. 证毕.
设 Ｒ是含单位的交换环ꎬＭｎ×ｋ(Ｒ)表示 Ｒ上全体 ｎ×ｋ矩阵. 对 ｎ≥２ 且 １≤ｍ≤ｎꎬＭｎ(Ｒ)中形如

Ｍｋ１(Ｒ) Ｍｋ１×ｋ２(Ｒ) 􀆺 Ｍｋ１×ｋｍ(Ｒ)

０ Ｍｋ２(Ｒ) 􀆺 Ｍｋ２×ｋｍ(Ｒ)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
０ ０ 􀆺 Ｍｋｍ(Ｒ)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

的子代数记作 Ｔ􀭰ｋ
ｎ(Ｒ)ꎬ并称为上三角矩阵块代数ꎬ其中 􀭰ｋ＝(ｋ１ꎬ􀆺ꎬｋｍ)且 ｋ１＋􀆺＋ｋｍ ＝ｎ.

设 Ｂ(Ｈ)表示复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ上全体有界线性算子构成的代数. Ｈ 上的套 Ｎ 是 Ｂ(Ｈ)中包含 ０ 和 Ι
且在强算子拓扑下闭的全序投影族ꎬ称

Ａｌｇ Ｎ＝{Ｔ∈Ｂ(Ｈ):ＰＴＰ＝ＴＰꎬＰ∈Ｎ}
为关于 Ｎ的套代数. 我们知道上三角矩阵代数与非平凡套代数均为三角代数ꎬ从而由[４]和[３]的结论以

及定理 １ꎬ我们有下列推论.
推论 １　 设 Ｒ是含单位元的 ２－无挠交换环. Ｓｎ 是 Ｍｎ(Ｒ)中含单位的子代数ꎬ如果 φ:Ｔ􀭰ｋ

ｎ(Ｒ)→Ｓｎ 是一

—３—
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个保单位的线性双射且下列条件之一成立:
(１)φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ φ(Ａ) 􀳱φ(Ｂ)ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ｔ􀭰ｋ

ｎ(Ｒ)满足 ＡＢ＝ ０ꎬ
(２)φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ φ(Ａ) 􀳱φ(Ｂ)ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ｔ􀭰ｋ

ｎ(Ｒ)满足 Ａ 􀳱Ｂ＝ ０ꎬ
(３)φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ φ(Ａ) 􀳱φ(Ｂ)ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ｔ􀭰ｋ

ｎ(Ｒ)满足 ＡＢ＝ＢＡ＝ ０ꎬ
则 φ要么是一个同构ꎬ要么是一个反同构.
推论 ２　 设 Ｎ和 Ｍ是复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ上的非平凡套ꎬφ:Ａｌｇ Ｎ→Ａｌｇ Ｍ是一个线性双射且 φ(Ι)＝ Ιꎬ

如果下列条件之一成立:
(１)φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ φ(Ａ) 􀳱φ(Ｂ)ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ａｌｇ Ｎ满足 ＡＢ＝ ０ꎬ
(２)φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ φ(Ａ) 􀳱φ(Ｂ)ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ａｌｇ Ｎ满足 Ａ 􀳱Ｂ＝ ０ꎬ
(３)φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ φ(Ａ) 􀳱φ(Ｂ)ꎬ其中 ＡꎬＢ∈Ａｌｇ Ｎ满足 ＡＢ＝ＢＡ＝ ０ꎬ

则存在可逆算子 Ｔ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ使得对任意 Ａ∈Ａｌｇ Ｎ有 φ(Ａ)＝ ＴＡＴ－１或 φ(Ａ)＝ ＴＪＡ∗ＪＴ－１ꎬ其中 Ｊ 是共轭线性

对合.
注 １　 推论 ２ 在更弱的条件下得到了与文[１４]相同的结论. 文[１７]证明了保单位且双边保 Ｊｏｒｄａｎ 零

积的可加满射是双射ꎬ并由此给出了套代数上此类映射的具体结构ꎬ而推论 ２ 给出了套代数上保单位且单

边保 Ｊｏｒｄａｎ 零积的线性双射的具体结构.
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