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路因子临界覆盖图存在的若干充分条件

袁　 园

(海南大学数学与统计学院ꎬ海南 海口 ５７０２２８)

[摘要] 　 设 Ｇ是一个图ꎬ如果 Ｇ 的支撑子图 Ｆ 的每个分支都是一条路ꎬ则称 Ｆ 是路因子. Ｐ≥ｔ－因子表示每个分

支至少含有 ｔ 个顶点的路因子. 对于任意 ｅ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ如果图 Ｇ 存在 Ｐ≥ｔ－因子包含边 ｅꎬ则称图 Ｇ 是 Ｐ≥ｔ－因子覆

盖的. 对于图 Ｇ 的任意顶点子集 Ｓꎬ ｜ Ｓ ｜ ＝ ｋꎬ如果 Ｇ－Ｓ 是 Ｐ≥ｔ－因子覆盖的ꎬ则称 Ｇ 是 Ｐ≥ｔ－因子临界覆盖的. 本文

考虑 Ｐ≥ｔ－因子临界覆盖图存在的几个充分条件ꎬ且通过给出极图说明在某种意义下给出的界是最好的.
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在这篇文章中ꎬ我们主要考虑简单图. 本文未定义的概念和术语ꎬ读者可以参考文献[１] .
设 Ｇ 是一个图ꎬ其中顶点集是 Ｖ(Ｇ)ꎬ边集是 Ｅ(Ｇ) . 对于图 Ｇ 的任一点 ｖꎬ用符号 ｄＧ(ｖ) 表示点 ｖ 的

度数. 给定顶点子集 Ｓ⊆Ｖ(Ｇ)ꎬＧ[Ｓ] 表示由 Ｓ 诱导的图 Ｇ 的子图. 记 Ｇ－Ｓ＝Ｇ[Ｖ(Ｇ) ＼Ｓ]且 κ(Ｇ) 为图 Ｇ
的连通度. 通常ꎬ用 ω(Ｇ) 和 ｉ(Ｇ) 分别表示图 Ｇ 的连通分支和孤立点的个数. 图 Ｇ 的联结数定义为:

ｂｉｎｄ(Ｇ)＝ ｍｉｎ
｜ＮＧ(Ｘ) ｜

｜Ｘ ｜
:ϕ≠Ｘ⊆Ｖ(Ｇ)ꎬＮＧ(Ｘ)≠Ｖ(Ｇ){ } .

记 Ｐｎ为具有 ｎ 个顶点的路. 图 Ｇ 的路因子是一个生成子图ꎬ其中每个分支是阶数至少为 ２ 的路. Ｐ≥ｔ－
因子是每个分支的阶数 ｔ≥２ 的路因子. 设 Ｈ 是一个因子临界图ꎬ如果图 Ｇ ＝Ｋ１ꎬ或 Ｇ ＝Ｋ２ꎬ或将图 Ｈ 中的

每个顶点 ｕ 增加一个新的顶点 ｖ作成一条新的边ꎬ那么称图 Ｇ 是一个太阳(ｓｕｎ) . 具有至少 ６ 个顶点的太

阳称为大太阳(ｂｉｇ ｓｕｎ) . 用符号 ｓｕｎ(Ｇ) 表示图 Ｇ 的太阳分支的数目. 如果对于图 Ｇ 的任意一条边 ｅꎬ都
存在一个 Ｐ≥ｔ－因子包含边 ｅꎬ则称 Ｇ 是 Ｐ≥ｔ－因子覆盖的. 文献[２]给出了 (Ｐ≥ｔꎬｋ)－因子临界覆盖图的概

念:对于图 Ｇ 的任意子集 Ｓꎬ ｜ Ｓ ｜ ＝ ｋꎬ如果 Ｇ－Ｓ 是 Ｐ≥ｔ －因子覆盖的ꎬ则称图 Ｇ 是 (Ｐ≥ｔꎬｋ) －因子临界覆

盖的.
我们列出一些关于 Ｐ≥ｔ－因子的已知结果. 文献[３]给出了 Ｐ≥２－因子存在的充分必要条件. 文献[４]

刻画了具有 Ｐ≥３－因子的图类. 文献[５]刻画了 Ｐ≥２－因子和 Ｐ≥３－因子覆盖图. 文献[２]给出了 (Ｐ≥２ꎬｋ)－
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因子临界覆盖图和(Ｐ≥３ꎬｋ)－因子临界覆盖图存在的充分条件. 关于因子的更多结果可参考文献[６－９] .
定理 １[２] 　 ｋ≥０ 是一个整数ꎬ图 Ｇ 满足 κ(Ｇ)≥ｋ＋１. 若 ｂｉｎｄ(Ｇ)>ｋ＋１ꎬ则 Ｇ 是 (Ｐ≥２ꎬｋ)－因子临界覆

盖图.
定理 ２[２] 　 ｋ≥１ 是一个整数ꎬ图 Ｇ满足 κ(Ｇ)≥ｋ＋１ꎬ ｜Ｖ(Ｇ) ｜≥ｋ＋３. 若 ｂｉｎｄ(Ｇ)>ｋ＋２ꎬ则 Ｇ是(Ｐ≥３ꎬｋ)－

因子临界覆盖图.
图 Ｇ称为 Ｐ≥ｋ－因子一致图ꎬ如果对任意边 ｅ１ꎬｅ２∈Ｅ(Ｇ)ꎬＧ中存在 Ｐ≥ｋ－因子覆盖 ｅ１ 且避开 ｅ２ . 最近ꎬ

文献[１０]借助联结数刻画了 Ｐ≥３－因子一致图. 受这些结果的启发ꎬ一个自然且有趣的想法是给出(Ｐ≥２ꎬ
ｋ)－因子临界覆盖图和(Ｐ≥３ꎬｋ)－因子临界覆盖图的刻画. 我们的主要结果是借助连通度和联结数给出这

两类图存在的充分条件ꎬ从而推广了文献[２]中的结果.

定理 ３　 ｋ和 ｒ是非负整数. 图 Ｇ满足 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ＋１. 如果 ｂｉｎｄ(Ｇ)>ｋ
＋ｒ＋１
２ｒ＋１

ꎬ那么 Ｇ 是(Ｐ≥２ꎬｋ)－因子

临界覆盖图.

定理 ４　 ｋ≥１ 和 ｒ是非负整数. 图 Ｇ满足 ｜Ｖ(Ｇ) ｜≥ｋ＋３. 如果 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３)ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

且 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ＋１ꎬ

那么 Ｇ是(Ｐ≥３ꎬｋ)－因子临界覆盖图.

１　 预备知识

在本节ꎬ为了给出主要结果的证明ꎬ需要用到下面的两个引理. 第一个引理得到了 Ｐ≥２－因子覆盖图存

在的充分必要条件.
引理 １[５] 　 连通图 Ｇ是 Ｐ≥２－因子覆盖的当且仅当对于任意顶点子集 Ｘꎬ成立

ｉ(Ｇ－Ｘ)≤２ ｜Ｘ ｜ －ε１(Ｘ)ꎬ
其中ꎬε１(Ｘ)定义为

ε１(Ｘ)＝
２ꎬ 如果 Ｘ不是独立集ꎻ
１ꎬ 如果 Ｘ是非空独立集且 Ｇ－Ｘ存在非平凡的分支ꎻ
０ꎬ 否则.

ì

î

í

ïï

ïï

下面的引理给出了图中存在 Ｐ≥３－因子覆盖图的充分必要条件.
引理 ２[２] 　 连通图 Ｇ是 Ｐ≥３－因子覆盖的当且仅当对于任意顶点子集 Ｘ成立

ｓｕｎ(Ｇ－Ｘ)≤２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)ꎬ
其中ꎬε２(Ｘ)定义为

ε２(Ｘ)＝
２ꎬ 如果 Ｘ不是独立集ꎻ
１ꎬ 如果 Ｘ 是非空独立集且 Ｇ－Ｘ 存在不是太阳的分支ꎻ
０ꎬ 否则.

ì

î

í

ïï

ïï

２　 定理 ３ 的证明

在本节ꎬ我们通过联结数和连通度给出了 Ｐ≥２－因子覆盖图存在的条件.
如果 ｒ＝ ０ꎬ由定理 １ 可知定理 ３ 是成立的. 接下来我们考虑 ｒ≥１. 对任意子集 Ｓ⊂Ｖ(Ｇ)ꎬ ｜ Ｓ ｜ ＝ ｋꎬ令

Ｌ＝Ｇ－Ｓ. 为了证明定理 ３ꎬ我们只需证明 Ｌ 是 Ｐ≥２ －因子覆盖的. 用反证法ꎬ假设 Ｌ 不是 Ｐ≥２ －因子覆盖

的. 根据引理 １ꎬ下面的式子成立

ｉ(Ｌ－Ｘ)≥２ ｜Ｘ ｜ －ε１(Ｘ)＋１. (１)
接下来根据 ｜Ｘ ｜ 的值进行分类讨论.
情形 １　 ｜Ｘ ｜ ＝ ０.
显然ꎬε１(Ｘ)＝ ０. 根据不等式(１)ꎬ我们可以得到

ｉ(Ｈ－Ｘ)＝ ｉ(Ｈ)≥１. (２)
因为 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ＋１ꎬ所以 ｉ(Ｌ)＝ ０ꎬ这与不等式(２)相矛盾.
情形 ２　 １≤ ｜Ｘ ｜≤ｒ.

—２１—
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显然地ꎬε１(Ｘ)≤｜Ｘ ｜ . 根据不等式(１)ꎬ我们可以得到

ｉ(Ｌ－Ｘ)≥２ ｜Ｘ ｜ －ε１(Ｘ)＋１≥｜Ｘ ｜ ＋１≥２. (３)
因为 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ＋１ꎬ所以 ｉ(Ｌ－Ｘ)＝ ０ꎬ这与不等式(３)相矛盾.
情形 ３　 ｜Ｘ ｜≥ｒ＋１.
注意到 ε１(Ｘ)≤２ꎬ由不等式(１)可得

ｉ(Ｌ－Ｘ)≥２ ｜Ｘ ｜ －１. (４)
令 Ｅ＝{ｘ:ｄＬ－Ｘ(ｘ)＝ ０ꎬｘ∈Ｖ(Ｌ)}ꎬ由不等式(４)可得 Ｅ≠ϕ 且 ｜ＮＧ(Ｅ) ｜≤ ｜ Ｓ ｜ ＋ ｜ Ｘ ｜ ＝ ｋ＋ ｜ Ｘ ｜ . 再根据不

等式(４)和联结数的定义可得

ｋ＋ｒ＋１
２ｒ＋１

<ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｅ) ｜

｜Ｅ ｜
＝
｜ＮＧ(Ｅ) ｜
ｉ(Ｈ－Ｘ)

≤ ｋ
＋ ｜Ｘ ｜

２ ｜Ｘ ｜ －１
≤ｋ

＋ｒ＋１
２ｒ＋１

ꎬ (５)

这显然是一个矛盾. 结论成立.
注 １　 条件 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ＋１ 不能用 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ 替代. 令 Ｇ ＝Ｋｋ＋ｒ(２ｒ－１)Ｋ１ꎬ其中 ｋ 和 ｒ 是非负整数. 显

然ꎬκ(Ｇ)＝ ｋ＋ｒ且 ｂｉｎｄ(Ｇ)＝ ｋ
＋ｒ

２ｒ－１
>ｋ

＋ｒ＋１
２ｒ＋１

.

对任意 Ｓ⊂Ｖ(Ｋｋ＋ｒ)ꎬ ｜Ｓ ｜ ＝ｋꎬ令 Ｌ＝Ｇ－Ｓ. 选择 Ｘ＝Ｖ(Ｋｋ＋ｒ) ＼Ｓ⊂Ｖ(Ｌ)ꎬ因为 Ｘ不是独立集ꎬ所以 ε１(Ｘ)＝ ２.
从而ꎬｉ(Ｌ－Ｘ)＝ ２ｒ－１>２ｒ－２. 根据引理 １ꎬＬ不是 Ｐ≥２－因子覆盖的ꎬ因此ꎬＧ不是(Ｐ≥２ꎬｋ)－因子临界覆盖的.

注 ２　 条件 ｂｉｎｄ(Ｇ)>ｋ
＋ｒ＋１
２ｒ＋１

在一定意义下是最好的. 设 Ｇ ＝Ｋｋ＋ｒ＋１(２ｒ＋１)Ｋ１ꎬ其中 ｋ 和 ｒ 是非负整数. 显

然ꎬκ(Ｇ)＝ ｋ＋ｒ＋１ 且 ｂｉｎｄ(Ｇ)＝ ｋ
＋ｒ＋１
２ｒ＋１

. 对任意 Ｓ⊂Ｖ(Ｋｋ＋ｒ＋１)ꎬ ｜Ｓ ｜ ＝ｋꎬ令 Ｌ＝Ｇ－Ｓ. 选择 Ｘ＝Ｖ(Ｋｋ＋ｒ＋１) ＼Ｓ⊂Ｖ(Ｌ)ꎬ

因为 Ｘ不是独立集ꎬ所以 ε１(Ｘ)＝ ２. 从而 ｉ(Ｌ－Ｘ)＝ ２ｒ＋１>２ｒ. 根据引理 １ꎬＬ不是 Ｐ≥２－因子覆盖的. 因此ꎬＧ不

是 Ｐ≥２－因子临界覆盖的.

３　 定理 ４ 的证明

当 ｒ＝ ０ꎬ根据定理 ２ꎬ可知 Ｇ 是 (Ｐ≥３ꎬｋ)－因子临界覆盖的. 因此ꎬ我们只需要考虑 ｒ≥１ 的情形.
对任意 Ｓ⊂Ｖ(Ｇ)ꎬ ｜ Ｓ ｜ ＝ ｋꎬ令 Ｌ ＝ Ｇ－Ｓ. 为了证明定理 ４ꎬ接下来证明 Ｌ 是 Ｐ≥３ －因子覆盖的. 用反证

法. 假设 Ｌ 不是 Ｐ≥３－因子覆盖的. 根据引理 ２ꎬ可以得到

ｓｕｎ(Ｈ－Ｘ)≥２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＋１ (６)
对某个子集 Ｘ⊆Ｖ(Ｇ) 成立. 现在我们考虑下面的 ４ 种情形.

情形 １　 ｜Ｘ ｜ ＝ ０.
在这种情形下ꎬε２(Ｘ)＝ ０. 借助不等式(６)ꎬ下面的式子成立

１≤ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)＝ ｓｕｎ(Ｌ)≤ω(Ｌ)＝ １ꎬ
这意味着 ｓｕｎ(Ｌ)＝ ω(Ｌ)＝ １.
论断　 Ｌ 是一个大太阳.
否则ꎬＬ＝Ｋ１或 Ｌ＝Ｋ２ . 从而 ｜Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ ｜ Ｓ ｜ ＋ ｜Ｖ(Ｌ) ｜≤２＋ｋꎬ这与 ｜Ｖ(Ｇ) ｜≥ｋ＋３ 相矛盾.
根据上面的论断ꎬ记 Ｆ 是 Ｌ 的因子临界图ꎬ则有 ｜Ｖ(Ｌ) ＼Ｖ(Ｆ) ｜ ＝ ｜Ｖ(Ｆ) ｜≥３ꎬ从而可以得到

ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｖ(Ｌ) ＼Ｖ(Ｆ)) ｜

｜Ｖ(Ｌ) ＼Ｖ(Ｆ) ｜
≤

｜ＮＧ(Ｖ(Ｇ) ＼(Ｓ∪Ｖ(Ｆ))) ｜
｜Ｖ(Ｌ) ＼Ｖ(Ｆ) ｜

≤｜Ｓ∪Ｖ(Ｆ) ｜
｜Ｖ(Ｆ) ｜

＝ ｜Ｓ ｜ ＋ ｜Ｖ(Ｆ) ｜
｜Ｖ(Ｆ) ｜

≤１＋ ｋ
３
ꎬ

这与条件 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

相矛盾.

情形 ２　 １≤ ｜Ｘ ｜≤ｒ.
显然ꎬε２(Ｘ)≤｜Ｘ ｜ . 根据不等式(６)ꎬ我们可以得到

１＝ω(Ｌ－Ｘ)≥ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)≥２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＋１≥２ꎬ
产生矛盾.
情形 ３　 ｜Ｘ ｜ ＝ ｒ＋１.

—３１—
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在这种情形下ꎬε２(Ｘ)≤２. 根据不等式(６)ꎬ可以得到

ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)≥２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＋１≥２ｒ＋１. (７)
子情形 ３.１　 Ｌ－Ｘ 有一个非太阳的分支 Ｙ.
子情形 ３.１.１　 ａ≥１.
令 Ｗ＝Ｖ(Ｙ)∪Ｖ(ａＫ１)∪Ｖ(ｂＫ２)∪Ｖ(Ｔ１)∪􀆺∪Ｖ(Ｔｃ)ꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 分别表示孤立点、Ｋ２ 和大太阳分

支的个数ꎬ从而

｜Ｗ ｜ ＝ ｜Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ａ＋２ｂ＋ ∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜Ｖ(Ｔｉ) ｜ ꎬ

且

｜ＮＧ(Ｗ) ｜≤ ｜ Ｓ ｜ ＋ ｜Ｘ ｜ ＋ ｜Ｖ(Ｙ) ｜ ＋２ｂ＋ ∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜Ｖ(Ｔｉ) ｜≤ｋ＋ｒ＋１＋ ｜Ｖ(Ｙ) ｜ ＋２ｂ＋ ∑

ｃ

ｉ ＝ １
｜Ｖ(Ｔｉ) ｜ .

根据联结数的定义ꎬ我们可以得到

ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｗ) ｜

｜Ｗ ｜
≤
ｋ ＋ ｒ ＋ １ ＋｜ Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ ２ｂ ＋∑

ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜

｜ Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ ａ ＋ ２ｂ ＋∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜

≤

１＋ ｋ＋ｒ

｜Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ａ＋２ｂ＋∑
ｃ

ｉ＝１
｜Ｖ(Ｔｉ) ｜

≤ １ ＋ ｋ ＋ ｒ
３ ＋ ａ ＋ ２ｂ ＋ ６ｃ

≤ １ ＋ ｋ ＋ ｒ
３ ＋ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ

≤ ｋ
＋ ３ｒ ＋ ４
２ｒ ＋ ４

ꎬ

这与条件 ｂｉｎｄ(Ｇ) ≥ (ｋ ＋ ３) ｒ ＋ ２ ＋ ｋ
２ｒ ＋ １

相矛盾.

子情形 ３.１.２　 ａ ＝ ０.
令 Ｍ ＝ Ｖ(Ｙ) ∪ Ｖ(ｂＫ２) ∪ Ｖ(Ｔ１) ∪ 􀆺 ∪ Ｖ(Ｔｃ)ꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 分别表示孤立点、Ｋ２和大太阳分支的个

数ꎬ则存在点 ｘꎬｙ∈ Ｖ(Ｍ) 满足 ｄＭ(ｘ) ＝ １ꎬｘｙ∈ Ｅ(Ｍ) .
因为

｜ Ｖ(Ｍ) ＼{ｙ} ｜ ＝｜ Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ ２ｂ ＋ ∑
ｃ

ｉ＝１
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ － １ ≥ ３ ＋ ２ｂ ＋ ６ｃ － １ ＝ ２ ＋ ２ｂ ＋ ６ｃ

和

｜ ＮＧ(Ｖ(Ｍ) ＼{ｙ}) ｜≤｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｘ ｜ ＋｜ Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ ２ｂ ＋ ∑
ｃ

ｉ＝１
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ － １ ＝ ｋ ＋ ｒ ＋｜ Ｖ(Ｙ) ｜ ＋ ２ｂ ＋ ∑

ｃ

ｉ＝１
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ ꎬ

所以

ｂｉｎｄ(Ｇ) ≤
｜ ＮＧ(Ｖ(Ｍ) ＼{ｙ}) ｜
｜ (Ｖ(Ｍ) ＼{ｙ} ｜

≤
ｋ＋ｒ＋ ｜Ｖ(Ｙ) ｜ ＋２ｂ＋∑

ｃ

ｉ＝１
｜Ｖ(Ｔｉ) ｜

｜Ｖ(Ｙ) ｜ ＋２ｂ＋∑
ｃ

ｉ＝１
｜Ｖ(Ｔｉ) ｜ －１

≤１＋ ｋ
＋ｒ＋１

２＋２ｂ＋６ｃ
≤ｋ

＋５ｒ＋５
４ｒ＋４

ꎬ

这与条件 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

相矛盾.

子情形 ３.２　 Ｌ－Ｘ 没有非太阳分支.
在这种情形下ꎬ我们可以得到

ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)＝ ａ＋ｂ＋ｃ≥２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＋１≥２ｒ＋１.
子情形 ３.２.１　 ａ≥１.
令 Ｐ＝ａｋ１∪ｂＫ２∪Ｔ１∪Ｔ２∪􀆺∪Ｔｃꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 分别表示孤立点、Ｋ２以及大太阳分支的数目. 结合联结

数的定义ꎬ可以得到

ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｐ) ｜
｜Ｖ(Ｐ) ｜

≤
｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｘ ｜ ＋ ２ｂ ＋∑

ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜

ａ ＋ ２ｂ ＋∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜

＝

—４１—
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袁　 园:路因子临界覆盖图存在的若干充分条件

１ ＋ ｋ ＋ ｒ ＋ １ － ａ

ａ ＋ ２ｂ ＋∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜

≤１＋ ｋ
＋ｒ

ａ＋ｂ＋ｃ
≤ｋ

＋３ｒ＋１
２ｒ＋１

ꎬ

这与条件 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

相矛盾.

子情形 ３.２.２　 ａ＝ ０.
令 Ｐ＝ ｂＫ２∪Ｔ１∪Ｔ２∪􀆺∪Ｔｃꎬ其中 ａꎬｂꎬｃ 分别表示孤立点、Ｋ２和大太阳分支的数目ꎬ则存在 ｕꎬｖ∈

Ｖ(Ｐ)满足 ｄＰ(ｕ)＝ １ 和 ｕｖ∈Ｅ(Ｐ) . 根据 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

以及联结数的定义ꎬ我们可以得到

(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

≤ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｖ(Ｐ) ＼{ｖ}) ｜

｜Ｖ(Ｐ) ＼{ｖ} ｜
≤
｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｘ ｜ ＋ ２ｂ ＋∑

ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ － １

２ｂ ＋∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ － １

＝

１ ＋ ｋ ＋ ｒ ＋ １

２ｂ ＋∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ － １

≤１＋ ｋ
＋ｒ＋１

２ｂ＋６ｃ－１
≤１＋ ｋ＋ｒ＋１

２(ａ＋ｂ＋ｃ)－１
≤１＋ｋ

＋ｒ＋１
４ｒ＋１

.

从而得到

１＋ｋ
＋ｒ＋１
４ｒ＋１

≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

＝ １＋ｋｒ
＋ｒ＋ｋ＋１
２ｒ＋１

ꎬ

这与条件

(ｋｒ＋ｒ＋ｋ＋１)(４ｒ＋１)－(２ｒ＋１)(ｋ＋ｒ＋１)＝ ２ｒ２＋２ｋｒ＋４ｋｒ２＋２ｒ>０ 相矛盾.
情形 ４　 ｜Ｘ ｜≥ｒ＋２.
显然地ꎬε２(Ｘ)≤２. 借助不等式(６)ꎬ我们可以得到

ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)＝ ａ＋ｂ＋ｃ≥２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＋１≥２ ｜Ｘ ｜ －１. (８)
令 ａꎬｂꎬｃ分别表示孤立点、Ｋ２以及大太阳分支的数目.
子情形 ４.１　 ｂ＋ｃ＝ ０.
在这种情形下ꎬ容易得到 ａ≥２ ｜Ｘ ｜ －１. 根据联结数的定义ꎬ可以得到

ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｖ(ａＫ１)) ｜

｜Ｖ(ａＫ１) ｜
≤ ｋ

＋ ｜Ｘ ｜
２ ｜Ｘ ｜ －１

≤ｋ
＋ｒ＋２
２ｒ＋３

ꎬ

这与条件 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

相矛盾.

子情形 ４.２　 ｂ＋ｃ≥１.
令 Ｐ＝(ｂＫ２)∪Ｖ(Ｔ１)∪􀆺∪Ｖ(Ｔｃ) . 则存在两个顶点 ｘꎬｙ∈Ｖ(Ｐ) 满足 ｄＰ(ｘ)＝ １ꎬｘｙ∈Ｅ(Ｐ) .
根据联结数的定义ꎬ下面的式子成立

ｂｉｎｄ(Ｇ)≤
｜ＮＧ(Ｖ(ａＫ１)∪(Ｖ(Ｐ) ＼{ｖ})) ｜

｜Ｖ(ａＫ１)∪(Ｖ(Ｐ) ＼{ｖ}) ｜
≤
｜ Ｓ ｜ ＋｜ Ｘ ｜ ＋ ２ｂ ＋∑

ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜ － １

ａ ＋ ２ｂ ＋∑
ｃ

ｉ ＝ １
｜ Ｖ(Ｔｉ) ｜

≤

１＋ ｋ
＋ ｜Ｘ ｜ －ａ

ａ＋２ｂ＋６ｃ－１
≤１＋ｋ

＋ ｜Ｘ ｜ －ａ
２ ｜Ｘ ｜ －１

≤ｋ
＋３ｒ＋５
２ｒ＋３

ꎬ

这与条件 ｂｉｎｄ(Ｇ)≥(ｋ＋３) ｒ＋２＋ｋ
２ｒ＋１

相矛盾. 定理成立.

注 ３　 条件 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ＋１ 不能用 κ(Ｇ)≥ｋ＋ｒ 替换.
构造图 Ｇ＝Ｋｋ＋ｒ∨(２ｒ－１)Ｋ１ꎬ其中 ｋꎬｒ 是非负整数且 ｋ≥２ｒ２－１. 从而可以得到 κ(Ｇ)＝ ｋ＋ｒ 和 ｂｉｎｄ(Ｇ)＝

ｋ＋ｒ
２ｒ－１

≥ｋ
＋３ｒ＋２
２ｒ＋１

. 对于 Ｓ＝Ｖ(Ｋｋ)ꎬ令 Ｌ＝Ｇ－Ｓ. 选择 Ｘ＝Ｖ(Ｋｒ)⊆Ｖ(Ｌ)ꎬ我们可以得到
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ｓｕｎ(Ｌ－Ｘ)＝ ２ｒ－１>２ ｜Ｘ ｜ －ε２(Ｘ)＝ ２ｒ－２.
通过引理 ２ꎬＬ 不是 Ｐ≥３－因子覆盖的. 因此 Ｇ 不是 (Ｐ≥３ꎬｋ)－因子临界覆盖的.
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