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带非线性扩散的趋化－趋触模型解的大时间行为

刘锦涛ꎬ贾　 哲

(临沂大学数学与统计学院ꎬ山东 临沂 ２７６００５)

[摘要] 　 研究带齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的趋化－趋触模型:
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其中 Ω⊂Ｒ３ 是带光滑边界的有界域ꎬ通过构造合适的能量泛函得当 ０<ｍ≤１ꎬ并且 μ 充分大时ꎬ系统的解(ｕꎬｖꎬ

ｗ)将衰减到常数稳态解
ａ
μ ꎬ
ａ
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本文研究如下带非线性扩散的趋化－趋触模型
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解的大时间行为. 其中 Ω⊂Ｒ３ 是带光滑边界的有界域ꎬｕꎬｖꎬｗ 分别代表癌细胞密度、基质降解酶浓度

和细胞外基质浓度. Ｈ(ｕ)ꎬＳ(ｕ)分别代表趋化敏感项和趋触敏感项. 在本文中假设 ＨꎬＳ满足如下条件:
Ｈ( ｓ)≤χｓ( ｓ＋１) －αꎬ其中 ｓ≥０ 且 Ｈ(０)＝ ０ꎬ (２)
Ｓ( ｓ)≤ξｓ( ｓ＋１) －βꎬ其中 ｓ≥０ 且 Ｓ(０)＝ ０ꎬ (３)

式中ꎬ χꎬξꎬαꎬβ>０. 另外ꎬ假设初值满足

ｕ０ꎬｖ０∈Ｗ１ꎬ∞(Ω)ꎬｗ０∈Ｃ２ꎬα(􀭺Ω)ꎬ其中 α∈(０ꎬ１)ꎬｕ０ꎬｖ０ꎬｗ０≥０. (４)
２０１６ 年ꎬＣｈａｐｌａｉｎ 等[１]提出肿瘤细胞的运动依赖于随机扩散、趋触运动和基质降解酶的扩散梯度ꎬ并

引入了趋化－趋触模型. 之后该方程被广泛关注(参见文献[２－１０]) . 当 ｍ ＝ １ꎬＨ(ｕ)＝ Ｓ(ｕ)＝ ｕ 时ꎬＺｈｅｎｇ
等[２]研究了解的整体存在性和大时间行为. 另外ꎬ当 ０<ｍ≤１ꎬａ ＝λ ＝ μ 时ꎬＸｕ 等[３]得到模型(１)的解会最

终衰减到常数稳态解(１ꎬ１ꎬ０) .
本文主要研究模型(１)弱解的大时间行为ꎬ主要结果如下:
定理 １　 记 Ω⊂Ｒ３ 是具有光滑边界的有界域. 假设条件(２) －(４)成立ꎬ且 ０<ｍ≤１ꎬ０<ｗ０≤１ꎬμ>
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１　 预备知识

首先回顾模型(１)弱解的整体存在性和有界性结果:

引理 １[４－５] 　 记 Ω⊂Ｒ３ 是具光滑边界的有界域. 假设 α>０ꎬβ>－ １
６
ꎬ则问题(１)存在一个非负弱解满足

ｓｕｐ
ｔ∈(０ꎬ＋∞ )

(‖ｕ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ∞ (Ω) ＋‖ｖ(􀅰ꎬｔ)‖ｗ１ꎬ∞ (Ω) ＋‖ｗ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ∞ (Ω) )≤Ａꎬ其中 Ａ 是与 ｕ０ꎬｖ０ꎬｗ０ｍꎬ χꎬξꎬαꎬβꎬａꎬ

λꎬμꎬΩ有关的常数. 特别地ꎬ当 μ>１ 时ꎬ有
ｓｕｐ

ｔ∈(０ꎬ＋∞ )
‖ｕ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ∞ (Ω)≤Ｃμꎬ

式中ꎬＣ是与 μ无关的常数.
下面介绍在定理 １ 的证明中起到重要作用的两个引理:
引理 ２[２－３] 　 假设 ０<ｍ≤１ꎬａ>０ꎬ０<ｗ０≤１ꎬ则当 μ充分大时ꎬ存在常数 Ｋ>０ 使得对任意的 ｘ∈Ω和 ｔ≥１ꎬ

都有 ｖ(ｘꎬｔ)≥Ｋꎬ进一步得到 ｗ(ｘꎬｔ)≤‖ｗ０‖Ｌ∞(Ω) ｅ
－Ｋ( ｔ－１) .

引理 ３[６] 　 假设 ｈ( ｔ)∈Ｌ１(Ｔꎬ∞ )ꎬ其中 Ｔ>０ꎬｈ≥０. 如果存在常数 Ｃ>０ 使得

ｈ( ｔ)－ｈ( ｓ)≤Ｃ( ｔ－ｓ)ꎬ其中 ｔ>ｓ>Ｔ或 ｈ( ｔ)－ｈ( ｓ)≥－Ｃ( ｔ－ｓ)ꎬ其中 ｔ>ｓ>Ｔꎬ
则ｌｉｍ
ｔ→∞
ｈ( ｔ)＝ ０.

２　 定理 １ 的证明

受文献[２－３ꎬ７]启发ꎬ定义下面的能量泛函:
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则 Ｆ( ｔ)满足下面的引理:

引理 ４　 假设条件(２)－(４)成立ꎬ且 ０<ｍ≤１ꎬ０<ｗ０≤１ꎬμ> ａ
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ꎬ其中 Ｃ 是一个正常数ꎬ则存在

合适的常数 σꎬηꎬρꎬδ>０ 满足
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证明　 经计算得
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式中ꎬＭ:＝ｓｕｐ
ｔ>０

‖ｕ(􀅰ꎬｔ)‖Ｌ∞ (Ω) . 通过模型(１)的第二个式子ꎬ我们有
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这意味着
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再通过模型(１)的第三个式子ꎬ然后结合引理 １ 和引理 ２ 我们得到

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜∇ｗ ｜ ２ｄｘ＝ －２ ∫

Ω

ｖ ｜∇ｗ ｜ ２ｄｘ－２ ∫
Ω

ｗ∇ｗ􀅰∇ｖｄｘ≤－Ｋ ∫
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｜∇ｗ ｜ ２ｄｘ＋ ２
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因此ꎬ我们得到
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由条件 ０<ｍ≤１ꎬＭ<Ｃμ以及 μ> ａ
χ２Ｃ１－ｍ
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得 μ２>ａ
χ２Ｍ１－ｍ

２ｍ
. 因此存在常数 σ>０ 满足

ａχ２Ｍ１－ｍ

２μｍ
<２σ<μ. 接

下来选择充分大的常数 ηꎬδꎬρ>０ 使其满足条件 ηＫ－ξ
２ａ(１＋Ｍ) １－ｍ

２μｍ
≥１ꎬ２Ｋρ－Ｃ１η≥１ 以及 Ｋδ－λａ

μ
>１. 最后结

合式(５)得 Ｆ′( ｔ)≤－ ∫
Ω
｜∇ｗ ｜ ２ｄｘ－ μ

２ ∫Ω ｕ－
ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ－σ ∫
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ｖ－ ａ
μ

æ

è
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ö

ø
÷

２

ｄｘ－ ∫
Ω
ｗ２ｄｘ－ ∫

Ω
ｗｄｘ.

对该式关于时间 ｔ在(１ꎬ＋∞ )上积分ꎬ得到

∫＋∞
１
∫
Ω
｜∇ｗ ｜ ２ｄｘｄｔ＋ μ

２ ∫
＋∞

１
∫
Ω
ｕ－ ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘｄｔ＋σ ∫＋∞
１
∫
Ω
ｖ－ ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘｄｔ≤Ｆ(１) .

定理 １ 的证明　 定义 φ( ｚ)＝ ∫ｚ
０
Ｓ(σ)ｄσꎬ则由条件(３)知对任意的 ｚ≥０ꎬ有

φ( ｚ)≤ ξ
２－β

(１＋ｚ) ２－βꎬ进而得 φ( ｚ)≤

２ξ
｜ ２－β ｜

ꎬ若 β>２

ξｌｎ(１＋ｕ)ꎬ若 β＝ ２
ξ

２－β
(１＋ｚ) ２－βꎬ若 β<２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

对模型(１)的第一个方程乘以 ｕ－ ａ
μ
ꎬ并在 Ω上积分ꎬ则有

１
２

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｕ－

ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ≤－ｍ ∫
Ω

ｕｍ－１ ｜∇ｕ ｜ ２ｄｘ＋χ ∫
Ω

ｕ
(１＋ｕ) α

∇ｕ􀅰∇ｖｄｘ－ ∫
Ω

φ(ｕ)􀅰Δｗｄｘ＋２ａ ∫
Ω

ｕ２ｄｘ－μ ∫
Ω

ｕ３ｄｘ－

λ ∫
Ω

ｕ２ｗｄｘ－ａ
２

μ ∫Ω ｕｄｘ＋
ａλ
μ ∫Ω ｕｗｄｘ≤－ｍ

２ ∫Ω ｕ
ｍ－１ ｜∇ｕ ｜ ２ｄｘ＋

χ２

２ｍ ∫Ω ｕ
３－ｍ ｜∇ｖ ｜ ２ｄｘ＋‖ｗ０‖Ｌ∞ (Ω)∫

Ω

φ(ｕ)ｖｄｘ＋

—９１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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Ｄ ∫
Ω

φ(ｕ)ｄｘ＋２ａ ∫
Ω

ｕ２ｄｘ－μ ∫
Ω

ｕ３ｄｘ－λ ∫
Ω

ｕ２ｗｄｘ－ａ
２

μ ∫Ω ｕｄｘ＋
ａλ
μ ∫Ω ｕｗｄｘ.

上式用到结论－Δｗ( ｘꎬｔ)≤‖ｗ０‖Ｌ∞ (Ω) ｖ( ｘꎬ ｔ) ＋Ｄꎬ( ｘꎬ ｔ)∈Ω×(０ꎬＴｍａｘ)ꎬ其中 Ｄ 是正常数(见文献

[８]) . 结合引理 １ 得

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｕ－

ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ≤Ｃ２ꎬ

进而由引理 ３ 和 ４ 得当 ｔ→∞时ꎬ

ｕ(􀅰ꎬｔ)－ ａ
μ Ｌ２(Ω)

→０ꎬ

再利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式得对任意的 ｐ≥２ꎬ有

ｕ(􀅰ꎬｔ)－ ａ
μ Ｌｐ(Ω)

→０.

另外ꎬ结合模型(１)的第二个式子和引理 １ 得

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｖ－

ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ＋２ ∫
Ω
｜∇ｖ ｜ ２ｄｘ＋２ ∫

Ω
ｖ－ ａ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ≤Ｃ３ .

利用引理 ３ 和 ４ꎬ同样得到当 ｔ→∞时ꎬ

ｖ(􀅰ꎬｔ)－ ａ
μ Ｌ２(Ω)

→０.

再通过 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ￣Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式得当 ｔ→∞时ꎬ

ｖ(􀅰ꎬｔ)－ ａ
μ Ｌ∞ (Ω)

→０.

证毕.

３　 结论

在定理 １ 的条件下ꎬ通过构造合适的能量泛函ꎬ模型(１)的解会最终衰减到常数稳定解
ａ
μ
ꎬ ａ
μ
ꎬ０æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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