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[摘要] 　 考虑一类带线性约束的变分不等式问题:寻找 ｘ∗∈Ω满足 Ｆ(ｘ∗) Ｔ(ｘ－ｘ∗)≥０ꎬ∀ｘ∈Ωꎬ其中 Ω＝ {ｘ∈
Rｎ ｜Ａｘ≤ｂꎬｘ∈Ｋ}ꎬＡ∈Rｍ×ｎꎬｂ∈RｍꎬＫ是 Rｎ 上的一个简单的非空闭凸子集ꎬＦ是 Rｎ 到 Rｎ 的连续未知算子且满

足强单调. 对此类问题ꎬ本文研究了一种新的预测校正方法. 根据已有的收敛性结果ꎬ利用误差界条件进一步分析

了该方法的线性收敛性. 最后ꎬ通过交通均衡问题中两个带线性约束例子的数值结果展示了算法的有效性.
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本文考虑一类带线性约束的变分不等式:寻找 ｘ∗∈Ω 满足

Ｆ(ｘ∗) Ｔ(ｘ－ｘ∗)≥０ꎬ∀ｘ∈Ωꎬ (１)
式中ꎬΩ＝{ｘ∈Ｒｎ ｜Ａｘ≤ｂꎬｘ∈Ｋ}ꎬＦ是 Rｎ 到 Rｎ 的连续未知算子ꎬＡ∈Rｍ×ｎꎬｂ∈RｍꎬＫ是 Rｎ 上的一个简单

的非空闭凸子集. 这类变分不等式在交通均衡和网络经济问题中有广泛的应用[１－３] .
通过引入拉格朗日乘子 ｙ∈Rｍ

＋ ꎬ得到问题(１)的拉格朗日函数为

Ｌ(ｘꎬｙ)＝ Ｆ(ｘ)＋ｙＴ(Ａｘ－ｂ) .
根据一阶最优性条件ꎬ得到问题(１)的等价变分不等式形式为

ｘ∗∈Ｋꎬ(ｘ－ｘ∗) Ｔ(Ｆ(ｘ∗)＋ＡＴｙ∗)≥０ꎬ ∀ｘ∈Ｋꎬ
ｙ∗∈Rｍ

＋ ꎬ(ｙ－ｙ
∗) Ｔ(－(Ａｘ∗－ｂ))≥０ꎬ ∀ｙ∈Rｍ

＋ .{ (２ａ)
(２ｂ)

—１—
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当 Ｆ具有显式表达式时ꎬ学者们研究了很多数值方法[４] . 比如ꎬ投影类方法[５]ꎬ邻近点方法[６]ꎬ算子分

裂法[７]等. 然而ꎬ通常这些方法每次迭代都需要计算算子 Ｆ的值. 在很多应用中ꎬ算子 Ｆ 的值往往很难计

算ꎬ甚至有时它的显式表达式都很难知道. 根据 Ｗａｒｄｒｏｐ 用户均衡准则[８]ꎬ交通均衡问题中带容量约束的

拥堵道路收费问题就可以看成这样一类变分不等式问题ꎬ其中 Ｋ 表示守恒约束ꎬＡｘ≤ｂ 表示容量约束. 在
这个问题中ꎬ由于需求函数是未知的[９－１１]ꎬ因此 Ｆ未知. 现存的数值方法ꎬ如果没有其他额外的信息ꎬ很难

求解这样的问题. 幸运的是ꎬ对于给定的收费 ｙꎬ可以通过观测用户的反应得到路段流量 ｘ. 即ꎬ给定收费

ｙꎬ可以通过观测得到如下变分不等式问题的解 ｘ:
(ｘ′－ｘ) Ｔ(Ｆ(ｘ)＋ＡＴｙ)≥０ꎬ∀ｘ′∈Ｋꎬ (３)

因此ꎬ对于任意给定的 ｙꎬ可以假设它是一个黑匣子ꎬ能得到相应的问题(３)的解.
在上述假设下ꎬＹａｎｇ 等[９]对(２)提出了一种迭代方法. 该方法由两步组成. 第一步ꎬ又叫预测步. 对于

当前点的迭代向量 ｙｋ 和 ｘｋｅꎬ其中 ｘｋｅ 是由黑匣子给出的如下变分不等式问题

(ｘ′－ｘ) Ｔ(Ｆ(ｘ)＋ＡＴｙｋ)≥０ꎬ　 ∀ｘ′∈Ｋ (４)
的解ꎬ找到合适的 βｋ 使得预测点

􀭴ｙｋ ＝ＰRｍ＋
(ｙｋ＋βｋ(Ａｘｋｅ－ｂ))

满足

βｋ‖Ａ(ｘｋｅ－􀭹ｘｋｅ)‖≤ν‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖ꎬν∈(０ꎬ１)ꎬ
式中ꎬ０<βｋ<β０<＋∞ ꎬＰRｍ＋

表示 Rｍ
＋ 的投影ꎬ[ＰRｍ＋

(ｙ)] ｉ ＝ｍａｘ(ｙｉꎬ０)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ􀭹ｘｋｅ 是由黑匣子给出的如下

变分不等式问题

(ｘ′－ｘ) Ｔ(Ｆ(ｘ)＋ＡＴ􀭴ｙｋ)≥０ꎬ∀ｘ′∈Ｋ (５)
的解. 第二步是由当前点(ｘｋｅꎬｙｋ)和预测点(􀭹ｘｋｅꎬ􀭴ｙｋ)构造方向和步长ꎬ得到一个新的迭代点. 注意到ꎬ虽然黑

匣子能够给出变分不等式(３)的解ꎬ但是代价往往很高. 就交通拥堵道路收费问题来说ꎬ对于给定的收费

ｙꎬ用户需要花很长时间才能在新的环境里找到他们自己的最优线路. 即ꎬ整个网络需要花很长时间才能

找到新的用户均衡点 ｘ. 然而ꎬ新的用户均衡并不意味着一定是系统最优. 用户均衡的交通网络的总成本

可能要比系统最优时的高. 因此ꎬ需要通过调整收费最终达到用户均衡和系统最优一致. 而精确求解(３)
花费大ꎬ尤其当收费 ｙ与最优收费距离较远时ꎬ精确求解(３)的意义就更小. 基于以上分析ꎬＨａｎ 等[１０]拓展

了 Ｙａｎｇ 等[９]的方法. 对于给定的当前点(ｘｋｅꎬｙｋ)得到预测向量 􀭴ｙｋꎬ他们并不需要黑匣子给出子问题(５)的
精确解ꎬ只要非精确解即可. 尽管文献[１０]中ꎬ已经非精确求解子问题(５)ꎬ但子问题(４)仍然需要精确求

解. 沿着这个思路ꎬＤｏｎｇ 等[１２]利用非精确策略求解(４)ꎬ在与文献[１０]相同的条件下ꎬ得到新算法的全局

收敛性ꎬ最后的数值实验也表明了算法的有效性.
对这一类变分不等式问题的研究ꎬ早期的学者更多关注的是算法的数值效果ꎬ很少有从理论上研究算

法的收敛速度. 前期对无约束的算子未知的变分不等式问题ꎬＫｏｕ 等[１３] 在算子强单调的情况下ꎬ给出了

Ｈａｎ 等[１０]所提出算子分裂法的收敛率分析. 基于他们的算法ꎬ文[１４]进一步给出了单调算子情况下的次

线性收敛率分析. 在变分不等式框架下ꎬ对带线性约束的可分凸优化问题ꎬＨｅ 等[１５－１６] 分别给出了交替方

向法和算子分裂法在遍历和非遍历意义下的收敛率分析. 但算子未知的带线性约束的变分不等式问题的

预测校正方法[９－１０ꎬ１２]的收敛率一直未被研究. 值得一提的是ꎬ误差界条件[１７] 作为衡量迭代点到解集的距

离与连续两个迭代点之间距离关系的一个不等式ꎬ近年来被广泛应用于分析强凸[１８]ꎬ凸[１９] 和非凸[２０] 可

分优化问题的线性收敛速度. 因此ꎬ本文将基于 Ｄｏｎｇ 等[１２]提出的预测校正方法ꎬ利用误差界条件来分析

它的线性收敛速度. 最后ꎬ数值实验展示了算法的有效性.

１　 预备知识

本节将介绍有关误差界条件、投影算子等基本概念与性质.

首先ꎬ对 Rｎ 中的任意两个向量 ｘ和 ｙꎬ用 ｘＴｙ表示 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ 空间中的内积ꎬ‖ｘ‖＝ ｘＴｘ为向量 ｘ∈Rｎ

的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ－范数. 对任一矩阵 Ａ∈Rｍ×ｎꎬ用 ＡＴ 表示它的转置. 对 Rｎ 上的任一子集 Ω⊂Rｎ 以及任意一点

ｘ∈Rｎꎬｘ到 Ω上的距离记为 ｄｉｓｔ(ｘꎬΩ)＝ ｉｎｆ
ｙ∈Ω

‖ｙ－ｘ‖. 值得注意的是ꎬ如果 Ω是 Rｎ 上的非空闭凸集ꎬ求解变

—２—
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分不等式

(ｘ－ｘ∗) ＴＦ(ｘ∗)≥０ꎬ∀ｘ∈Ωꎬ
等价于求解投影方程

ｘ＝ＰΩ(ｘ－βＦ(ｘ))ꎬ
式中ꎬβ>０ꎬＰΩ(􀅰)表示 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ－范数下的投影ꎬ即

ＰΩ(ｙ)＝ ａｒｇ ｍｉｎ{‖ｙ－ｘ‖｜ ｘ∈Ω} .
每计算一次投影ꎬ相当于求解一个约束二次规划问题. 因此ꎬ投影的计算并不容易. 但在很多实际应

用中ꎬ约束集 Ω的结构比较简单ꎬ很容易得到 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ－范数下投影的显式解ꎬ具体见文献[４] . 此外ꎬ若
集合 Ω是闭凸集ꎬ则投影到 Ω上的点是唯一的. 接下来ꎬ给出投影的一些有用的性质和单调算子的概念.

引理 １　 令 Ω⊂Rｎ 为一非空闭凸集ꎬ则有

(ｕ－ＰΩ(ｕ)) Ｔ(ｖ－ＰΩ(ｕ))≤０ꎬ ∀ｕ∈Rｎꎬ∀ｖ∈Ωꎻ

‖ＰΩ(ｕ)－ＰΩ(ｖ)‖≤‖ｕ－ｖ‖ꎬ ∀ｕꎬｖ∈Rｎꎻ

‖ＰΩ(ｕ)－ｖ‖２≤‖ｕ－ｖ‖２－‖ｕ－ＰΩ(ｕ)‖２ꎬ ∀ｕ∈Rｎꎬ∀ｖ∈Ω.

定义 １　 给定 Ω⊂Rｎ 和算子 Ｆ:Ω→Rｎꎬ
(１)如果(ｘ－ｙ) Ｔ(Ｆ(ｘ)－Ｆ(ｙ))≥０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ω成立ꎬ则称 Ｆ(􀅰)是单调的.
(２)如果存在常数 μ>０ꎬ使得

(ｘ－ｙ) Ｔ(Ｆ(ｘ)－Ｆ(ｙ))≥μ‖ｘ－ｙ‖２ꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ωꎬ
成立ꎬ则称 Ｆ(􀅰)是强单调的.
(３)如果存在常数 Ｌ>０ꎬ满足如下不等式

‖Ｆ(ｘ)－Ｆ(ｙ)‖≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖ꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ωꎬ
成立ꎬ则称 Ｆ(􀅰)在 Ω上是 Ｌ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的.
在后面的分析中ꎬ始终假设算子 Ｆ是连续且强单调. 这就意味着带有线性约束的变分不等式(１)有唯

一解且其解集 Ω∗非空[４] .
令 ｕ＝(ｘꎬｙ)ꎬ定义

ｅ(ｕꎬβ):＝
ｅｘ(ｘꎬｙꎬβ):＝ｘ－ＰＫ(ｘ－β(Ｆ(ｘ)＋ＡＴｙ))ꎬ

ｅｙ(ｘꎬｙꎬβ):＝ ｙ－ＰRｍ＋
(ｙ＋β(Ａｘ－ｂ)) .{ (６ａ)

(６ｂ)

求解(２)等价于求 ｅ(ｕꎬβ)＝ ０ 的根. 对于给定的 ｕ∈Rｎꎬ下面的引理给出了‖ｅ(ｕꎬβ)‖是关于 β的非

减函数ꎬ而‖ｅ(ｕꎬβ)‖
β

是关于 β的非增函数.

引理 ２　 对任意 ｕ∈Rｎ 和 􀭹β≥β>０ꎬ则有

‖ｅ(ｕꎬ􀭹β)‖≥‖ｅ(ｕꎬβ)‖ꎬ
和

‖ｅ(ｕꎬ􀭹β)‖
􀭹β

≤‖ｅ(ｕꎬβ)‖
β

.

为后续分析算法线性收敛性的需要ꎬ下面还需要给出常见的误差界条件[１７] .
假设 １　 设 Ω是 Rｎ 上的有界非空集合ꎬ则存在 ρ>０ 满足

ｄｉｓｔ(ｕꎬΩ∗)≤ρ‖ｅ(ｕꎬ１)‖ꎬ　 ∀ｕ∈Ω.
注 １　 引理 ２ 隐含了对任意给定的 β>０ꎬ均有

‖ｅ(ｕꎬ１)‖≤ｍａｘ βꎬ １
β{ }‖ｅ(ｕꎬβ)‖.

因此ꎬ对任意给定的 β>０ꎬ均有

ｄｉｓｔ(ｕꎬΩ∗)≤ρｍａｘ βꎬ １
β{ }‖ｅ(ｕꎬβ)‖.

方便起见ꎬ在线性收敛性的分析过程中ꎬ取 β≡１.
—３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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２　 全局收敛性和线性收敛性

为后面分析收敛性需要ꎬ本节正式给出 Ｄｏｎｇ 等[１２]的算法. 假设 ｘｋｅꎬｘｋ 分别是如下变分不等式

(ｘ′－ｘ) Ｔ(Ｆ(ｘ)＋ＡＴｙｋ)≥０ꎬ　 ∀ｘ′∈Ｋꎬ (７)
的精确解和近似解ꎬ且 􀭹ｘｋｅꎬ􀭹ｘｋ 分别是

(ｘ′－ｘ) Ｔ(Ｆ(ｘ)＋ＡＴ􀭴ｙｋ)≥０ꎬ　 ∀ｘ′∈Ｋ. (８)
的精确解和近似解. 完整起见ꎬ列出如下的算法.

算法 １　 带有非精确策略的预测校正方法

步 ０　 任取初始点 ｙ０∈Ｒｍ＋ ꎬ选择 ε>０ꎬｌ∈(０ꎬ１)ꎬν∈(０ꎬ１)ꎬβ０>０ꎬ０< ｌ< ｕ<２ 和两个非负序列{ηｋ}ꎬ{αｋ}满足

∑
∞

ｋ ＝ ０
ηｋ<＋∞ ꎬ　 ∑

∞

ｋ ＝ ０
αｋ<＋∞ (９)

令 ｋ:＝ ０.
步 １　 对于 ｙｋꎬ找一个最小的非负整数 ｍｋꎬ使得 βｋ ＝β０ ｌｍｋ满足

‖ｘｋ－ｘｋｅ‖≤ηｋ‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖ꎬ (１０)
􀭴ｙｋ ＝ＰRｍ＋

(ｙｋ＋βｋ(Ａｘｋ－ｂ))ꎬ

‖􀭹ｘｋ－􀭹ｘｋｅ‖≤αｋ‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖ꎬ (１１)
和

βｋ‖Ａ(ｘｋ－􀭹ｘｋ)≤ν‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖ꎬν∈(０ꎬ１) . (１２)
步 ２　 任选 ｋ∈[ ｌꎬ ｕ]ꎬ计算

ｙｋ＋１Ｉ ＝ＰRｍ＋
(ｙｋ－γｋｄ(ｙ

ｋꎬβｋ))ꎬ

和

ｙｋ＋１ＩＩ ＝ＰRｍ＋
(ｙｋ＋γｋβｋ(Ａ􀭹ｘｋ－ｂ))ꎬ

式中ꎬ

γｋ ＝
 ｋ(ｙｋ－􀭴ｙｋ) Ｔｄ(ｙｋꎬβｋ)

‖ｄ(ｙｋꎬβｋ)‖２ ꎬ (１３)

ｄ(ｙｋꎬβｋ)＝ ｙｋ－􀭴ｙｋ＋βｋＡ(ｘｋ－􀭹ｘｋ) . (１４)
步 ３　 如果‖ｅｙ(ｘｋꎬｙｋꎬβｋ)‖≤εꎬ停止ꎻ否则ꎬ令 ｋ:＝ ｋ＋１ꎬ转步 １.

已有的收敛性结论ꎬ具体的证明细节见文献[１２] . 为进一步分析其线性收敛性ꎬ下面列出收敛性的相

关引理和定理. 首先ꎬ对算法 １ꎬ给出如下引理.
引理 ３　 假设 Ｆ是模为 μ的强单调算子ꎬ则

(􀭴ｙｋ－ｙｋ) ＴＡ(ｘｋｅ－􀭹ｘｋｅ)≥μ‖ｘｋｅ－􀭹ｘｋｅ‖２ꎬ (１５)
和

‖ｘｋｅ－􀭹ｘｋｅ‖≤‖Ａ‖
μ

‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖. (１６)

引理 ４　 假设 ｙｋ 不是(２ｂ)的解. 则对任意的 βｋ≤
μν

‖Ａ‖(‖Ａ‖＋μ(ηｋ＋αｋ))
ꎬ(１２)成立.

说明　 分别令式(３)中的 ｙ＝ ｙｋꎬ􀭴ｙｋꎬ结合它们对应的解 ｘｋｅꎬ􀭹ｘｋｅꎬ可得引理 ３ 的结论. 再结合算法 １ 中的

不等式(１０)－(１１)ꎬ可以得到引理 ４ 的结论.
引理 ５　 由(１４)定义的方向 ｄ(ｙｋꎬβｋ)满足

(ｙｋ－ｙ∗) Ｔｄ(ｙｋꎬβｋ)≥(ｙｋ－􀭴ｙｋ) Ｔｄ(ｙｋꎬβｋ)＋βｋ(􀭴ｙｋ－ｙ∗) ＴＡ(􀭹ｘｋｅ－􀭹ｘｋ)ꎬ (１７)
式中ꎬｙ∗是(２ｂ)的任意解.

引理 ６　 方向－βｋ(Ａ􀭹ｘｋ－ｂ)满足如下不等式

(ｙｋ－ｙ∗) Ｔ(－βｋ(Ａ􀭹ｘｋ－ｂ))≥(ｙｋ－􀭴ｙｋ) Ｔ(－βｋ(Ａ􀭹ｘｋ－ｂ))＋βｋ(􀭴ｙｋ－ｙ∗) ＴＡ(􀭹ｘｋｅ－􀭹ｘｋ)ꎬ (１８)
式中ꎬｙ∗是(２ｂ)的任意解.

—４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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引理 ７　 设 ｙ∗是(２ｂ)的任意解ꎬ由算法 １ 产生的序列{ｙｋ}满足

‖ｙｋ＋１－ｙ∗‖２≤‖ｙｋ－ｙ∗‖２－２γｋｄ(ｙｋꎬβｋ) Ｔ(ｙｋ－􀭴ｙｋ)－２γｋβｋ(􀭴ｙｋ－ｙ∗) ＴＡ(􀭹ｘｋｅ－􀭹ｘｋ)＋γ２
ｋ‖ｄ(ｙｋꎬβｋ)‖２ .

说明　 根据引理 １ 和引理 ３ꎬ可直接得出引理 ５、引理 ６ 的结论. 利用投影算子的非扩张性ꎬ再结合不

等式 ２ｕＴｖ≤ａｕ２＋ １
ａ
ｖ２ꎬ(ａ>０)ꎬ可得引理 ７.

下面ꎬ给出算法 １ 的收敛性结果. 在证明收敛性之前ꎬ首先给出序列{ｙｋ}的有界性.
定理 １　 由算法 １ 产生的序列{ｙｋ}有界.
说明　 根据引理 ７ 以及算法中的定义及相关不等式ꎬ可以得到定理 １. 具体可见文献[１２] .
注 ２　 令算法 １ 中的不等式(１０)ｘｋｅ ＝ｘ∗ꎬ􀭴ｙｋ ＝ ｙ∗ . 因此ꎬ得到

‖ｘｋ－ｘ∗‖≤ηｋ‖ｙｋ－ｙ∗‖ꎬ (１９)
这就意味着序列 {ｘｋ} 也是有界的.
定理 ２　 由算法 １ 产生的序列{ｙｋ}收敛到(２ｂ)的解.
证明　 根据文献[１２]中定理 １ 的证明过程ꎬ

ｃ＝
(２－ ｕ) ｌ(１－ν)

２
－ ２＋

β２０ ２
ｕ‖Ａ‖２

(１－ν) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ αｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

我们得到

ｃ‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖２≤(‖ｙｋ－ｙ∗‖２－‖ｙｋ＋１－ｙ∗‖２)＋２αｋ‖ｙｋ－ｙ∗‖２ . (２０)

ｃ∑
∞

ｋ ＝ Ｋ
‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖２≤ ∑

∞

ｋ ＝ Ｋ
(‖ｙｋ－ｙ∗‖２－‖ｙｋ＋１－ｙ∗‖２)＋ ２∑

∞

ｋ ＝ Ｋ
αｋ‖ｙｋ－ｙ∗‖２≤

‖ｙＫ－ｙ∗‖２＋ ２∑
∞

ｋ ＝ Ｋ
αｋ‖ｙｋ－ｙ∗‖２<＋∞ ꎬ

式中ꎬ最后一个不等式根据序列{ｙｋ}的有界性和 αｋ 的定义. 因此ꎬ可以推出

ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖＝０. (２１)

根据(１９)及{ｙｋ}的有界性ꎬ可以得到序列{ｘｋ}的有界性. 因为{ ｙｋ}有界ꎬ所以{ ｙｋ}至少有一个聚

点. 不妨设其为 􀭰ｙ∈Rｍ
＋ ꎬ且让相应的子列{ｙｋ ｊ}收敛到 􀭰ｙ. 同理ꎬ对于序列{ｘｋ}ꎬ令 􀭵ｘ∈Ｋ为一聚点ꎬ也有相应

的子列{ｘｋ ｊ}收敛到 􀭵ｘ.
根据 ｅ(􀅰ꎬβ)的连续性和 βｋ≥β(见引理 ４ 和引理 １)ꎬ得到

‖ｅｙ(􀭵ｘꎬ􀭰ｙꎬβ)‖＝ｌｉｍ
ｊ→∞

‖ｅｙ(ｘｋ ｊꎬｙｋ ｊꎬβ)‖≤ｌｉｍ
ｊ→∞

‖ｅｙ(ｘｋ ｊꎬｙｋ ｊꎬβｋ)‖＝ｌｉｍ
ｊ→∞

‖ｙｂ－􀭰ｙｂ１‖＝０ꎬ由此表明 􀭰ｙ是(２ｂ)的解.

对任意给定的 ε>０ꎬ根据 ｙｋ ｊ→􀭰ｙ和∏
∞

ｋ ＝ ０
(１＋２αｋ)<＋∞ ꎬ我们可以推出存在常数 ｌ>０ 使得对任意的 ｋｌ≥Ｋꎬ

都有‖ｙｋｌ－􀭰ｙ‖< ε
２
和∏

∞

ｋ ＝ ｋｌ

(１＋２αｋ)<４ 成立.

由于 ｙ∗是(２ｂ)的解ꎬ在上述分析中ꎬ令 ｙ∗ ＝􀭰ｙ. 因此ꎬ对任意的 ｋ≥ｋｌꎬ根据定理 １ 和上述不等式ꎬ得到

‖ｙｋ＋１－􀭰ｙ‖≤ ∏
∞

ｋ ＝ ｋｌ

１＋２αｋ􀅰‖ｙｋｌ－􀭰ｙ‖<εꎬ即ꎬ序列{ｙｋ}收敛到 􀭰ｙ.

接下来ꎬ在收敛性的基础上ꎬ利用误差界条件进一步给出算法产生的序列是线性收敛到原问题的解.
定理 ３　 由算法 １ 产生的序列{ｙｋ}线性收敛到(２ｂ)的解.
证明　 设 ｕ∗:＝(ｘ∗ꎬｙ∗)∈Ω∗且有 ｄｉｓｔ(ｕｋꎬΩ∗)＝ ‖ｕｋ－ｕ∗‖ꎬ利用假设 １ꎬ得到

‖ｘｋ－ｘ∗‖２＋‖ｙｋ－ｙ∗‖２≤ρ２(‖ｘｋ－ＰＫ[ｘｋ－(Ｆ(ｘｋ)＋ＡＴｙｋ)]‖２＋‖ｙｋ－ＰＲｍ＋ [ｙ
ｋ＋(Ａｘｋ－ｂ)]‖２) .

根据非精确准则(１０)和 􀭴ｙｋ 的定义ꎬ进一步得到

‖ｘｋ－ｘ∗‖２＋‖ｙｋ－ｙ∗‖２≤ρ２(１＋η２
ｋ)‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖２ . (２２)

由(２０)ꎬ可以得到

‖ｙｋ＋１－ｙ∗‖２≤(１＋２αｋ)‖ｙｋ－ｙ∗‖２－ｃ‖ｙｋ－􀭴ｙｋ‖２ . (２３)
通过合并不等式(２２)和(２３)ꎬ得到

—５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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‖ｙｋ＋１－ｙ∗‖２≤Ｃ‖ｙｋ－ｙ∗‖２ꎬ

式中ꎬＣ＝ １＋２αｋ－
１

ρ２(１＋η２
ｋ)
ｃ. 根据 ∑

∞

ｋ ＝ ０
ηｋ<＋∞ ꎬ ∑

∞

ｋ ＝ ０
αｋ<＋∞ ꎬ则一定存在正整数 Ｋ>０ꎬ当 ｋ>Ｋ 时ꎬ有 αｋ ＝ ０

和 ηｋ ＝ ０ 成立. 若 ρ>
(２－ ｕ) ｌ(１－ν)

２
ꎬ则参数 Ｃ满足 ０<Ｃ<１. 因此ꎬ{ｙｋ}线性收敛到 ｙ∗ .

３　 数值实验

本节通过两个数值例子来比较算法 １ 与文献[９－１０]中算法ꎬ分别将其命名为 ＭＩＰＣꎬＥＰＣ 和 ＩＰＣ. 这

两个例子都来自交通均衡问题中带容量约束的交通拥堵收费问题. 例 １ 来自文献[１２]ꎬ其中路段出行成

本函数和需求函数都是可分的. 例 ２ 同样来自[１２]ꎬ是更一般的非对称不可分的路段出行成本函数. 两个

例子在实验过程中涉及到的相关函数以及参数选择与文献[１２]一样ꎬ不再赘述. 考虑到求解(２ｂ)等价于

寻找投影方程(６ｂ)的零点. 因此ꎬ对任意给定的 ε>０ꎬ我们使用‖ｅｙ(ｘｋꎬｙｋꎬ１)‖∞ ≤ε作为停机准则. 本文

的算法采用 Ｍａｔｌａｂ 编程实现ꎬ运行环境为 ＭＡＴＬＡＢ２０２０ａ. 所有的数值实验均在个人计算机上运行ꎬ计算

机处理器型号:Ｉｎｔｅｌ(Ｒ)Ｃｏｒｅ(ＴＭ) ｉ７－１１６５Ｇ７ꎬ主频:２.８０ＧＨｚꎬ内存:１６.０ＧＢ.
例 １　 外迭代 ｙ与内迭代 􀭴ｙ的变化能够反映收费调整的频率ꎬ频繁的调整收费将不利于整个交通均衡

系统的稳定. 由[１２]的结果可以看出ꎬ对每个外迭代步ꎬ精确算法和非精确算法几乎需要相同的内试探

步. 因此ꎬ我们主要考虑不同精度的外迭代次数的变化. 由表 １ꎬ可以看到:
(１)无论是哪种方法ꎬ迭代次数随着 ε的减小而增加.
(２)ＥＰＣ 与 ＩＰＣ 两种方法的第 ＩＩ 种更新策略要比第 Ｉ 种更新策略的外迭代次数少ꎬ而 ＭＩＰＣ 的两种更

新策略所需要的迭代次数差不多ꎬ这也表明 ＭＩＰＣ 的数值结果更稳定.
(３)就同一个 ε 而言ꎬＭＩＰＣ 要比 ＩＰＣꎬＥＰＣ 需要更少的迭代次数ꎬ进一步展示了非精确策略的优势.
例 ２　 与例 １ 类似ꎬ针对更一般的非对称不可分的交通网络ꎬ表 ２ 也展示了算法 ＭＩＰＣ 的优越性.
基于本文的理论结果ꎬ为进一步说明 ＭＩＰＣ 的优越性ꎬ我们通过图 １ 展示了算法的线性效果. 图 １ 中ꎬ

横坐标表示外迭代次数ꎬ纵坐标表示 ｌｏｇ(‖ｙｋ－ｙ∗‖)的值. 从图 １ 可以看出ꎬＭＩＰＣ 优于 ＩＰＣ 和 ＥＰＣ.
表 ２　 算例 ２ 三种算法的外迭代次数比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｏｕｔｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ ２
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ＥＰＣ Ｉ
ＩＩ

２１９
１５９

３１０
２２８

３７７
２８３

ＩＰＣ Ｉ
ＩＩ

６５
５２

８３
８２

１０９
１００

ＭＩＰＣ Ｉ
ＩＩ

５０
４６

６７
７１

８８
８６

表 １　 算例 １ 三种算法的外迭代次数比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｏｕｔｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ １

算法 更新方案 １０－２ １０－３ １０－４

ＥＰＣ Ｉ
ＩＩ

５０
３９

７９
５１

９５
６２

ＩＰＣ Ｉ
ＩＩ

２３
１７

３１
２４

３３
２７

ＭＩＰＣ Ｉ
ＩＩ

１４
１４

１８
１７

２２
２０

图 １　 算法 １ 分别针对两个例子的比较结果

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ
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４　 结论

本文主要考虑了一类带线性约束的算子未知的变分不等式模型及算法. 在算子 Ｆ 强单调的情况下ꎬ
利用误差界条件分析了算法的线性收敛性. 最后ꎬ通过两个数值实验展示了算法的稳定性和有效性.
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