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一类具有年龄结构的溶瘤病毒模型的

动力学行为分析

田小江ꎬ谭远顺ꎬ颜　 莉

(重庆交通大学数学与统计学院ꎬ重庆 ４０００７４)

[摘要] 　 本文考虑到溶瘤病毒感染肿瘤细胞的可能性取决于可以感染的肿瘤细胞的数量ꎬ引入了频率依赖性函

数ꎬ建立了一类具有年龄结构的溶瘤病毒感染模型ꎬ并研究了模型的全局动力学行为.首先证明了模型解的存在唯

一性ꎬ计算了基本再生数 Ｒ０ꎬ得到了稳态的存在定理.之后通过分析特征方程特征根的分布ꎬ得到了稳态的局部稳

定性结论.最后通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数和运用 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理ꎬ得到模型无感染稳态 Ｅ０ 和感染稳态 Ｅ∗的全局

稳定性结论:当 Ｒ０<１ 时ꎬ无感染稳态 Ｅ０ 是全局渐近稳定的ꎻ当 Ｒ０>１ 时ꎬ感染稳态 Ｅ∗是全局渐近稳定的.
[关键词] 　 年龄结构病毒模型ꎬ溶瘤病毒ꎬ稳态ꎬＬｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ全局稳定性
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溶瘤病毒治疗是一种备受瞩目的癌症治疗方法[１] . 研究溶瘤病毒模型的动力学行为ꎬ对于理解溶瘤

病毒的生长规律、优化治疗方案、提高治疗效果和减少治疗副作用具有重要意义. 在研究溶瘤病毒治疗方

面ꎬ重要的进展是利用数学模型来研究溶瘤病毒宿主内动力学的相互作用[２] . 由于年龄结构是建立病毒

模型的一个重要因素ꎬ已经有许多年龄结构的数学模型来描述体内病毒感染的动态[３－７] . 结合 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 生
长函数ꎬＪｅｎｎｅｒ 等[８]推导出一个数学模型ꎬ描述了肿瘤细胞和溶瘤病毒之间的相互作用ꎬ并优化参数ꎬ提供

了一个平台ꎬ从该平台可以预测癌症生长对实验之外的其他治疗方案的反应. Ｊｅｎｎｅｒ 等[９]为此模型提供了

局部稳定性分析和分叉图等模型参数ꎬ以研究典型的动力学系统. Ａｎｅｌｏｎｅ 等[１０]将控制理论引入该数学模

型ꎬ以推进溶瘤病毒治疗的分析. 然而ꎬ这些论文中的模型并未考虑年龄结构的影响ꎬ并且论文主要是对

数值模拟的分析ꎬ本文将年龄结构加入该模型并对全局动力学行为进行分析.
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１　 模型的建立

为了模拟肿瘤生长ꎬ Ｊｅｎｎｅｒ 假设易感种群 Ｓ 是肿瘤细胞增殖的唯一种群ꎬ由 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ 生长函数

ｒｌｎ Ｌ
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ 描述ꎬ并且考虑到溶瘤病毒感染肿瘤细胞的可能性取决于可以感染的肿瘤细胞的数量ꎬ建立了

以下数学模型:
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒｌｎ Ｌ
Ｓ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ( ｔ)－βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ)＋Ｉ( ｔ)
ꎬ

ｄＩ( ｔ)
ｄｔ

＝βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)
Ｓ( ｔ)＋Ｉ( ｔ)

－ｄＩＩ( ｔ)ꎬ

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ

＝ －ｄＶＶ( ｔ)＋αｄＩＩ( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１)

然而ꎬ他们的模型(１)忽略了不同感染年龄的肿瘤细胞之间病毒反应的差异. 因此ꎬ本文提出具有年

龄结构的溶瘤病毒模型(２)ꎬ其可以描述未感染的肿瘤细胞 Ｓꎬ感染的肿瘤细胞 ｉꎬ病毒 Ｖ之间的复杂作用

机制:
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒｌｎ Ｌ
Ｓ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ( ｔ) － βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

ꎬ

∂ｉ( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋ ∂ｉ( ｔꎬａ)
∂ａ

＝ － ｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ꎬ

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ

＝ － ｄＶＶ( ｔ) ＋ ∫∞
０
αｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(２)

初值边界条件:

ｉ( ｔꎬ０) ＝ βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

ꎬ

Ｓ(０) ＝ Ｓ０ꎬｉ(０ꎬａ) ＝ ｉ０(ａ)ꎬＶ(０) ＝ Ｖ０ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

式中ꎬＳ(ｔ)、Ｖ(ｔ)分别表示在 ｔ时刻未感染的肿瘤细胞、病毒体的密度. ｉ( ｔꎬａ)表示在 ｔ 时刻具有感染年龄 ａ
的感染肿瘤细胞的密度ꎬｒ代表肿瘤细胞生长的速率ꎬＬ代表体内环境对肿瘤细胞的耐受性ꎬβ 代表病毒对

肿瘤细胞的感染率ꎬｄＩ(ａ)代表被感染肿瘤细胞在年龄 ａ 时的衰减率ꎬｄＶ 代表病毒粒子的死亡率ꎬαｄＩ(ａ)
代表被感染肿瘤细胞在年龄 ａ时释放病毒颗粒的速率ꎬ函数 αｄＩ(ａ)属于 Ｌ∞＋ ((０ꎬ＋∞ )ꎬℝ ) ＼{０Ｌ∞ }ꎬ所有

参数都是正数.

２　 模型的分析

在这一节中ꎬ首先研究了模型(２)解的存在唯一性ꎬ给出了模型的再生数ꎬ研究了稳态的存在性ꎬ并证

明了稳态的局部稳定性.
２.１　 解的存在唯一性

ｔ时刻肿瘤细胞总数 Ｔ( ｔ)可表示为

Ｔ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａꎬ

由模型(２)一式、二式可得

ｄＴ( ｔ)
ｄｔ

≤ｒＬ－μＴ( ｔ)ꎬ

式中ꎬμ＝ｍｉｎ( ｒꎬｄＩ)ꎬｄＩ ＝ ｉｎｆ ｄＩ(ａ) . 可以得到

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓｕｐ Ｔ( ｔ)≤ｒＬ
μ
.

—９—
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由模型(２)三式可得

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ

＝ －ｄＶＶ( ｔ)＋ ∫∞
０
αｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａ≤α􀭵ｄＩ ∫∞

０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ－ｄＶＶ( ｔ)ꎬ

式中ꎬ􀭵ｄＩ ＝ｅｓｓｓｕｐ ｄＩ(ａ)ꎬ并且 ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ≤Ｔ( ｔ)≤ｒＬ

μ
ꎬ因此得到

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｓｕｐ Ｖ( ｔ)≤
α􀭵ｄＩｒＬ
μｄＶ
.

定义可行域

φ＝ (ＳꎬｉꎬＶ) ∈ ℝ ＋ × Ｌ１＋ ((０ꎬ ＋ ∞ )ꎬℝ ＋) × ℝ ＋:Ｓ ＋ ∫∞
０
ｉ(ａ)ｄａ≤ ｒＬ

μ
ꎬＶ≤

α􀭵ｄＩｒＬ
μｄＶ{ } .

φ是模型(２)的正不变集. 从现在开始ꎬ本文总是假设初始值 Ｓ(０)ꎬｉ０(ａ)ꎬＶ(０)ꎬＴ(０)∈φ.在下文中ꎬ
本文将具有边界和初始条件的系统(２)重新表示为半线性柯西问题ꎬ为了考虑边界条件ꎬ扩大了状态空间

Ｘ＝ℝ ×Ｌ１((０ꎬ＋∞ )ꎬℝ )×ℝ ×ℝ .
定义线性算子 Ｆ:Ｄｏｍ(Ｆ)⊂Ｘ→Ｘ

Ｆ

Ｓ
ｉ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｖ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＝Ｆ

０
－ｉ′－ｄＩ(ａ) ｉ

－ｉ(０)
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｄＶＶ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

Ｄｏｍ(Ｆ)＝ ℝ ×Ｗ１.１((０ꎬ＋∞ )ꎬℝ )×{０}×ℝ ꎬ
这里 Ｗ１.１是一个 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间ꎬ有

Ｘ０ ＝ℝ ×Ｌ１((０ꎬ＋∞ )ꎬℝ )×{０}×ℝ ꎬＸ＋ ＝ℝ ＋×Ｌ１＋((０ꎬ＋∞ )ꎬℝ ＋)×{０}×ℝ ＋ .
定义非线性算子 ＨꎬＵ

Ｈ

Ｓ
ｉ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｖ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＝ Ｈ

ｒｌｎ Ｌ
Ｓ( ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ( ｔ) － βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

０Ｌ１
βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

∫∞
０
αｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ　 Ｕ( ｔ)＝

Ｓ( ｔ)
ｉ( ｔꎬ􀅰)

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｖ( ｔ)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

可以用以下具有初值边界的抽象柯西问题重新描述模型(２):
ｄＵ( ｔ)

ｄｔ
＝Ｆ(Ｕ( ｔ))＋Ｈ(Ｕ( ｔ))ꎬ　 ｔ≥０ꎬ

Ｕ(０)＝ ｘ∈Ｘ０＋ .

ì

î

í
ïï

ïï
(３)

应用 Ｈａｌｅ[１１]的结果ꎬ本文得到以下定理.
定理 １　 系统(３)在 Ｘ０＋上产生唯一的渐近光滑且有界耗散的连续解半流{Ｕ( ｔ)} ｔ≥０ .

２.２　 稳态的存在性以及局部稳定性

接下来ꎬ研究模型稳态的存在性. 模型(２)存在一个未感染稳态 Ｅ０ ＝ (Ｌꎬ０ꎬ０)和可能存在一个感染稳

态 Ｅ∗ ＝(Ｓ∗ꎬｉ∗(ａ)ꎬＶ∗) .
利用特征线法计算出

ｉ( ｔꎬａ)＝

βＳ( ｔ － ａ)Ｖ( ｔ － ａ)

Ｓ( ｔ － ａ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔ － ａꎬａ)ｄａ

ｅ －∫
ａ

０
ｄＩ( )ｄ ꎬ ｔ > ａ > ０ꎬ

ｉ０(ａ － ｔ)ｅ
－∫ｔ０ｄＩ(ａ－ｔ＋ )ｄ ꎬ ａ > ｔ > ０.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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一个被感染细胞在其生命周期中产生的病毒颗粒总数等于

Ｎ＝ ∫∞
０
αｄＩ(ａ) ｅ －∫

ａ

０
ｄＩ( )ｄ ｄａ.

对于感染稳态 Ｅ∗ ＝(Ｓ∗ꎬｉ∗(ａ)ꎬＶ∗)有

ｒｌｎ
Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ∗－ βＳ∗Ｖ∗

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

＝ ０ꎬ 　 ｄｉ∗(ａ)
ｄａ

＝ －ｄＩ(ａ) ｉ∗(ａ)ꎬ

－ｄＶＶ∗＋ ∫∞
０
αｄＩ(ａ) ｉ∗(ａ)ｄａ＝ ０ꎬ ｉ∗(０)＝ βＳ∗Ｖ∗

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

.

得

ｉ∗(ａ)＝ ｉ∗(０) ｅ －∫
ａ

０
ｄＩ( )ｄ ꎬ ｄＶ ＝

βＳ∗Ｎ

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

ꎬ Ｖ∗ ＝ １
ｄＶ
ｒｌｎ

Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ∗Ｎ.

定义一个在区间[０ꎬＳ０]上的 ｇ函数

ｇ(Ｓ∗)＝ βＳ∗Ｎ

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

－ ｄＶ .

有

ｇ(０)＝ －ｄＶ<０ꎬ　 ｇ(Ｓ０)＝ ｄＶ
βＮ
ｄＶ

－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｇ′(Ｓ∗)＝ (βＮＳ∗) ２ｂｒ

ｄＶ ２∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ ＋ Ｓ∗( ) Ｓ∗ ＋ ∫∞

０
ｉ∗(ａ)ｄａ( )

２ > ０ꎬ

式中ꎬｂ＝ ∫∞
０
ｅ －∫

ａ

０
ｄＩ( )ｄ ｄａ. 定义基本繁殖数 Ｒ０ ＝

βＮ
ｄＶ

ꎬ则当 Ｒ０>１ 时方程 ｇ(Ｓ∗)＝ ０ 有唯一的解 Ｓ∗∈(０ꎬＳ０)ꎬ

即当 Ｒ０>１ 时有唯一感染稳态 Ｅ∗ ＝(Ｓ∗ꎬｉ∗(ａ)ꎬＶ∗) . 综上所述ꎬ我们得到了如下结果.
定理 ２
(１)如果 Ｒ０<１ꎬ模型(２)具有唯一的未感染稳态 Ｅ０ ＝(Ｌꎬ０ꎬ０)ꎬ其中 Ｓ０ ＝Ｌꎻ
(２)如果 Ｒ０ > １ꎬ模型(２)具有唯一的感染稳态 Ｅ∗ ＝ ( Ｓ∗ꎬ ｉ∗( ａ)ꎬＶ∗ )ꎬ其中 Ｓ∗ ∈(０ꎬＳ０ )ꎬＶ∗ ＝

１
ｄＶ
ｒｌｎ

Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ∗Ｎꎬｉ∗(ａ)＝ ｉ∗(０) ｅ －∫

ａ

０
ｄＩ( )ｄ .

现在利用它们对应的特征方程来研究稳态的局部稳定性.当特征方程的所有特征值都具有负实部时ꎬ
平衡点是局部渐近稳定的ꎻ当至少一个特征值有正实部时ꎬ平衡点是不稳定的.设 􀭹Ｅ(􀭹Ｓꎬ􀭴ｉ(ａ)ꎬ􀭹Ｖ)是系统

(２)的任意平衡ꎬ然后给出 􀭹Ｅ处的线性化系统并且考虑指数形式的解.

ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

＝ ｒｌｎ Ｌ
􀭹Ｓ
－ ｒ －

β􀭹Ｖ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ

􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ( )

２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
Ｓ( ｔ) ＋

β􀭹Ｓ􀭹Ｖ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ( )

２
－ β􀭹Ｓ

􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ

Ｖ( ｔ)ꎬ

∂ｉ( ｔꎬａ)
∂ｔ

＋ ∂ｉ( ｔꎬａ)
∂ａ

＝ － ｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ꎬ

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ

＝ － ｄＶＶ( ｔ) ＋ ∫∞
０
αｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａꎬ

ｉ( ｔꎬ０) ＝ β􀭹Ｓ􀭹Ｖ

􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ

＋
β􀭹Ｖ∫∞

０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ

(􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ) ２

Ｓ( ｔ) － β􀭹Ｓ􀭹Ｖ

(􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ) ２

∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ ＋ β􀭹Ｓ

􀭹Ｓ ＋ ∫∞
０
􀭴ｉ(ａ)ｄａ

Ｖ( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

本文首先研究未感染稳态的稳定性.
定理 ３　 未感染稳态 Ｅ０ ＝(Ｌꎬ０ꎬ０)在 Ｒ０<１ 时局部渐近稳定.
证明　 当 ｔ>０ 时ꎬ对于 Ｅ０ ＝(Ｌꎬ０ꎬ０)ꎬ模型(２)在 Ｅ０ 的特征方程为
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(λ＋ｒ)(λ＋ｄＶ－􀭾Ｎ(λ)β)＝ ０.

式中ꎬ􀭾Ｎ(λ)＝ ∫∞
０
ｋ(ａ)ｅ－λａｅ －∫

ａ

０
ｄ( )ｄ ｄａꎬｋ(ａ)＝ αｄＩ(ａ) .

因为 λ＝ －ｒ<０ 是一个负根ꎬ所以只用考虑等式

λ＋ｄＶ－􀭾Ｎ(λ)β＝ ０.
如果 Ｒｅ(λ)≥０ 可以得到

｜􀭾Ｎ(λ) ｜ ＝ ｜ ∫∞
０
ｋ(ａ)ｅ－λａｅ －∫

ａ

０
ｄ( )ｄ ｄａ ｜≤Ｎꎬ　 ｄＶ≤｜λ＋ｄＶ ｜ ＝ ｜􀭾Ｎ(λ)β ｜≤Ｎβ.

有 Ｒ０≥１ꎬ因此当 Ｒ０<１ 时特征方程所有根的实部为负ꎬ未感染稳态 Ｅ０ 局部渐近稳定.
接下来研究感染稳态的稳定性.
定理 ４　 感染稳态 Ｅ∗在 Ｒ０>１ 时局部渐近稳定.
证明　 当 ｔ>０ 时ꎬ对于 Ｅ∗ ＝(Ｓ∗ꎬｉ∗(ａ)ꎬＶ∗)ꎬ模型(２)在 Ｅ∗的特征方程为

(ｄＶ＋λ) λ ＋ ｒ １ － ｌｎ Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

βＶ∗∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－

βＳ∗􀭾Ｎ(λ)

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

－
βＳ∗Ｖ∗(ｄＶ ＋ λ)􀭾Ｍ(λ)

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
λ ＋ ｒ １ － ｌｎ Ｌ

Ｓ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０.

式中ꎬ􀭾Ｎ(λ)＝ ∫∞
０
ｋ(ａ)ｅ－λａｅ －∫

ａ

０
ｄ( )ｄ ｄａꎬｋ(ａ)＝ αｄＩ(ａ)ꎬ􀭾Ｍ(λ)＝ ∫∞

０
ｅ －λａｅ －∫

ａ

０
ｄ( )ｄ ｄａ.

因为 λ＝ －ｒ １－ｌｎ Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ 不是特征方程的解ꎬ所以特征方程可以改写成

(ｄＶ＋λ)＋
βＶ∗∫∞

０
ｉ∗(ａ)ｄａ

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

Ｐ －
βＳ∗􀭾Ｎ(λ)

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

－
(ｄＶ ＋ λ)βＳ∗Ｖ∗􀭾Ｍ(λ)

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝ ０.

Ｐ＝
ｄＶ＋λ

λ＋ｒ １－ｌｎ Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ当 Ｌ<ｅＳ∗ꎬ如果 Ｒｅ(λ)≥０ꎬ则

ｄＶ≤ (ｄＶ ＋ λ) ＋
βＶ∗∫∞

０
ｉ∗(ａ)ｄａ

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

Ｐ ＝
βＳ∗􀭾Ｎ(λ)

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

－
(ｄＶ ＋ λ)βＳ∗Ｖ∗􀭾Ｍ(λ)

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

≤

βＳ∗Ｎ

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

－
(ｄＶ ＋ λ)βＳ∗Ｖ∗􀭾Ｍ(λ)

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

≤ ｄＶ －
ｄＶβＳ∗Ｖ∗􀭾Ｍ(λ)

(Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ) ２ .

这与 Ｓ∗ꎬＶ∗大于 ０ 矛盾ꎬ所以当 Ｒ０>１ 时ꎬ特征方程的特征根只有负实部ꎬ感染稳态 Ｅ∗局部渐近稳定.

３　 模型稳态的全局稳定性

在本节中ꎬ将进一步研究模型(２)稳态的全局稳定性.
定理 ５　 如果 Ｒ０<１ꎬ那么未感染稳态 Ｅ０ 是全局渐近稳定的.
证明　 本文定义了下列 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

Ｗ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)－Ｓ０－ ∫Ｓ( ｔ)
Ｓ０

ｆ(Ｓ０)
ｆ(θ)

ｄθ＋ １
Ｎ ∫

∞

０
ｇ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａ＋ １

Ｎ
Ｖ( ｔ) .

式中ꎬｆ( ｓ)＝ βｓ

ｓ ＋ ∫∞
０
ｉ(ａ)ｄａ

ꎬ ｇ(ａ)＝ ∫∞
ａ
ｋ(ξ)ｅ －∫

ξ

ａ
ｄＩ( )ｄ ｄξꎬ ｇ(ａ)满足 ｇ(ａ) ′＝ｄＩ(ａ)ｇ(ａ)－ｋ(ａ) .

—２１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



田小江ꎬ等:一类具有年龄结构的溶瘤病毒模型的动力学行为分析

计算 Ｗ( ｔ)沿系统(２)解的时间导数

ｄＷ( ｔ)
ｄｔ

＝ １－ ｆ(Ｓ
０)

ｆ(Ｓ( ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

＋ １
Ｎ ∫

∞

０
ｇ(ａ)∂ｉ( ｔꎬａ)

∂ｔ
ｄａ＋ １
Ｎ

ｄＶ( ｔ)
ｄｔ
.

因为 ｇ(０)＝ Ｎ可以得到

∫∞
０
ｇ(ａ)∂ｉ( ｔꎬａ)

∂ａ
ｄａ＝ ∫∞

０
ｇ(ａ)ｄｉ( ｔꎬａ)＝ ｇ(ａ) ｉ( ｔꎬａ) ｜ ａ＝∞ －Ｎ βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

－

∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄＩ(ａ)ｇ(ａ)ｄａ＋ ∫∞

０
ｉ( ｔꎬａ)ｋ(ａ)ｄａ.

因为 Ｓ０ ＝Ｌ可以得到

ｄＷ( ｔ)
ｄｔ

＝ １－ ｆ(Ｓ
０)

ｆ(Ｓ( ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú
ｒＳ( ｔ) ｌｎ Ｓ

０

Ｓ( ｔ)
－ βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

－ １
Ｎ ∫

∞

０
ｇ(ａ) ∂ｉ( ｔꎬａ)

∂ａ
＋ ｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄａ＋

１
Ｎ ∫

∞

０
ｋ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａ－ １

Ｎ
ｄＶＶ＝ １－ ｆ(Ｓ

０)
ｆ(Ｓ( ｔ))

é

ë
êê

ù

û
úú ｒＳ( ｔ) ｌｎ

Ｓ０

Ｓ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú －

１
Ｎ
ｇ(ａ) ｉ( ｔꎬａ) ｜ ａ＝∞ － １

Ｎ
ｄＶＶ( ｔ)＋

ｆ(Ｓ０)
ｆ(Ｓ( ｔ))

βＳ( ｔ)Ｖ( ｔ)

Ｓ( ｔ) ＋ ∫∞
０
ｉ( ｔꎬａ)ｄａ

＝ １－ ｆ(Ｓ
０)

ｆ(Ｓ( ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú ｒＳ( ｔ) ｌｎ

Ｓ０

Ｓ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú －

１
Ｎ
ｇ(ａ) ｉ( ｔꎬａ) ｜ ａ＝∞ ＋

ＶｄＶ
Ｎ

(Ｒ０－１) .

因为 ｆ( ｓ)是单调递增的函数ꎬ可以得到

１－ ｆ(Ｓ
０)

ｆ(Ｓ( ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú ｒＳ( ｔ) ｌｎ

Ｓ０

Ｓ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú ≤０.

因此ꎬＲ０<１ 保证了
ｄＷ( ｔ)

ｄｔ
≤０ꎬ等式

ｄＷ( ｔ)
ｄｔ

＝ ０ 成立当且仅当在 Ｅ０ 处ꎬ根据文[１２]渐近稳定性定理ꎬ证

明了系统(２)的无感染稳态 Ｅ０ 对 Ｒ０<１ 是全局渐近稳定的.
定理 ６　 如果 Ｒ０>１ꎬ那么感染稳态 Ｅ∗是全局渐近稳定的.
证明　 本文定义了下列 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

Ｗ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)－Ｓ∗－ ∫Ｓ( ｔ)
Ｓ∗

ｆ(Ｓ∗)
ｆ(θ)

ｄθ＋ １
Ｎ ∫

∞

０
ｇ(ａ) ｉ∗(ａ)H

ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄａ＋ １

Ｎ
Ｖ∗( ｔ)H

Ｖ( ｔ)
Ｖ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

式中ꎬH(ｘ)＝ ｘ－１－ｌｎｘ.
计算 Ｗ( ｔ)沿系统(２)解的时间导数

ｄＷ( ｔ)
ｄｔ

＝ １－ ｆ(Ｓ
∗)

ｆ(Ｓ( ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú
ｄＳ( ｔ)
ｄｔ

－ １
Ｎ ∫

∞

０
ｇ(ａ) １－ ｉ

∗(ａ)
ｉ( ｔꎬａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｉ( ｔꎬａ)
∂ａ

＋ｄＩ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)
é

ë
êê

ù

û
úú ｄａ＋

１
Ｎ

１－Ｖ
∗

Ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫∞

０
ｋ(ａ) ｉ( ｔꎬａ)ｄａ － ｄＶＶ[ ] .

因为

∫∞
０
ｇ(ａ) １－ ｉ

∗(ａ)
ｉ( ｔꎬａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｉ( ｔꎬａ)

∂ａ
ｄａ＝ ∫∞

０
ｇ(ａ) ｉ∗(ａ)ｄ

ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

－１－ｌｎ ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｇ(ａ) ｉ∗(ａ)
ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

－１－ｌｎ ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｜ ∞ －Ｎｉ∗(０)

ｉ( ｔꎬ０)
ｉ∗(０)

－１－ｌｎ ｉ( ｔꎬ０)
ｉ∗(０)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú －

∫∞
０

ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

－１－ｌｎ ｉ( ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｇ(ａ) ′ｉ

∗(ａ)＋ｇ(ａ)ｄｉ
∗(ａ)
ｄａ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄａꎬ

并且

ｇ(ａ) ′ｉ∗(ａ)＋ｇ(ａ)ｄｉ
∗(ａ)
ｄａ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｉ∗(ａ)[ｄＩ(ａ)ｇ(ａ)－ｋ(ａ)]－ｉ∗(ａ)ｄＩ(ａ)ｇ(ａ)＝ －ｋ(ａ) ｉ∗(ａ)ꎬ

ｒｌｎ
Ｌ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ∗ ＝ ｆ(Ｓ∗)Ｖ∗ꎬ　 ｌｎＬ＝ １

ｒＳ∗
ｆ(Ｓ∗)Ｖ∗＋ｌｎ(Ｓ∗)ꎬ　 ｄＶＶ∗ ＝ ∫∞

０
ｋ(ａ) ｉ∗(ａ)ｄａꎬＮｆ(Ｓ∗)＝ ｄＶꎬ
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ｇ(０)＝ Ｎꎬ　 ｉ( ｔꎬ０)＝ ｆ(Ｓ( ｔ))Ｖ( ｔ)ꎬ　 ｉ∗(０)＝ βＳ∗Ｖ∗

Ｓ∗ ＋ ∫∞
０
ｉ∗(ａ)ｄａ

＝ ｆ(Ｓ∗)Ｖ∗ .

可以得到

ｄＷ(ｔ)
ｄｔ

＝ １－ ｆ(Ｓ
∗)

ｆ(Ｓ(ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú ｒＳ(ｔ)ｌｎ

Ｓ∗

Ｓ(ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú －

１
Ｎ
ｇ(ａ)ｉ∗(ａ)H

ｉ(ｔꎬａ)
ｉ∗(ａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ＝∞

－ １
Ｎ ∫

∞

０
ｋ(ａ)ｉ∗(ａ)H

Ｖ∗ ｉ(ｔꎬａ)
Ｖ(ｔ)ｉ∗(ａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄａ－

ｆ(Ｓ∗)Ｖ∗ H
ｆ(Ｓ∗)
ｆ(Ｓ( ｔ))

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｆ(Ｓ∗)Ｖ∗ Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－１)(１－ ｆ(Ｓ

∗)
ｆ(Ｓ( ｔ))

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú .

因为 ｆ( ｓ)是单调递增的函数ꎬ可以得到

１－ ｆ(Ｓ
∗)

ｆ(Ｓ( ｔ))
é

ë
êê

ù

û
úú ｒＳ( ｔ) ｌｎ

Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
é

ë
êê

ù

û
úú ≤０ꎬ　 Ｓ∗

Ｓ( ｔ)
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ １－ ｆ(Ｓ

∗)
ｆ(Ｓ( ｔ))

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０.

因为 ｘ>０ꎬH(ｘ) >０ꎬ所以 Ｒ０>１ 时
ｄＷ( ｔ)

ｄｔ
≤０. 等式

ｄＷ( ｔ)
ｄｔ

＝ ０ 成立当且仅当在 Ｅ∗处ꎬ利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣

ＬａＳａｌｌｅ 渐近稳定性定理ꎬ证明了系统(２)的感染稳态 Ｅ∗对 Ｒ０>１ 是全局渐近稳定的.
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