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一般有界区域上高维变权 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ
问题保号解的存在性

沈文国

(广东科技学院通识教育学院ꎬ广东 东莞 ５２３０８３)

[摘要] 　 研究一般有界区域上高维变权 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 方程－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ γｍ(ｘ) ｆ(ｕ)ꎬｕ(ｘ)＝ ０ꎬｘ∈∂Ω保号解的

存在性. 其中 Ω是ℝ ℕ 上的一个有界且在其边界上光滑的区域ꎬｍ(ｘ)∈Ｃ(􀭺Ω)ꎬγ是一个参数ꎬｆ∈Ｃ(ℝ ꎬℝ )ꎬ对于

ｓ≠０ 满足 ｓｆ(ｓ)>０. 当满足 ｆ０∉(０ꎬ∞ ) 或 ｆ∞ ∉(０ꎬ∞ )(其中 ｆ０ ＝ ｌｉｍ
｜ ｓ ｜→０
ｆ(ｓ) / φｐ(ｓ)ꎬｆ∞ ＝ ｌｉｍ

｜ ｓ ｜→∞
ｆ(ｓ) / φｐ(ｓ))ꎬ且 γ≠０ 属

于一定区间时ꎬ本文研究上述高维 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 方程保号解的存在性. 我们用全局分歧技巧和连通序列集取极限的

方法获得主要结果.
[关键词] 　 单侧全局分歧ꎬ一般区域上高维变权 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 方程ꎬ保号解
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｓｈａｌｌ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｏｎｅ￣ｓｉｇｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ:－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝

γｍ(ｘ) ｆ(ｕ)ꎬｕ(ｘ)＝ ０ꎬｘ∈∂Ωꎬｗｈｅｒｅ Ω ｉｓ ａ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｎ ℝ ℕ ｗｉｔｈ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｂｏｕｎｄａｒｙ ∂Ωꎬａｎｄ ｍ(ｘ)∈Ｃ(􀭺Ω) ｉｓ
ａ ｓｉｇｎ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬγ ｉｓ ａ ｐａｒａｍｅｔｅｒꎬｆ∈Ｃ(ℝ ꎬℝ )ꎬｓｆ( ｓ)>０ ｆｏｒ ｓ≠０. Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ Ｄａｉ ｅｔ ａｌ.
[９ꎬＴｈｅｏｒｅｍ ５.１]ꎬｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ≠０ ｗｈｉｃｈ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｏｎｅ￣ｓｉｇｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ａｂｏｖｅ ｈｉｇｈ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｆ ｆ０ ∉ (０ꎬ∞ ) ｏｒ ｆ∞ ∉ ( ０ꎬ∞ )ꎬｗｈｅｒｅ ｆ０ ＝ ｌｉｍ

｜ ｓ ｜→０
ｆ ( ｓ) / φｐ ( ｓ)ꎬ ｆ∞ ＝

ｌｉｍ
｜ ｓ ｜→∞
ｆ( ｓ) / φｐ( ｓ) . Ｗｅ ｕｓｅ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｇｌｏｂａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｔｏ

ｐｒｏｖｅ ｏｕｒ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｇｌｏｂａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎꎬ ｈｉｇｈ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｉｇｎ￣ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｅｉｇｈｔ ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｎ ｇｅｎｅｒａｌ
ｄｏｍａｉｎꎬｏｎｅ￣ｓｉｇｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

应用 Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ 分歧定理[１]ꎬＤｅｌ Ｐｉｎｏ 等[２]研究了一类 ｐ－Ｌａｐｌａｃｉａｎ 问题解的存在性问题. 应用分歧

定理[３]ꎬ文[４]建立了全空间ℝ ℕ 上一类高维问题解的 Ｄａｎｃｅｒ－型分歧定理. 文[５]建立了有界区域上一类

高维 ｐ－Ｌａｐｌａｃｉａｎ 问题的解的 Ｄａｎｃｅｒ－型单侧全局分歧定理ꎬ应用分歧技巧[６]ꎬ代国伟等[７] 研究了径向结

点解的存在性ꎬ代国伟等[８]也研究了 ｐ－Ｌａｐｌａｃｉａｎ 问题解的存在性问题. 然而ꎬ关于高维变权分歧问题研

究较少.
２０１４ 年ꎬ代国伟等[９]研究了下列一般区域上高维变权椭圆方程保号解的存在性问题:

－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ γｍ(ｘ) ｆ(ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ{ (１)

式中ꎬγ是一个参数ꎬΩ 是ℝ ℕ 上的一个有界且在其边界上光滑的区域ꎬＮ≥２ꎬ１<ｐ<＋∞ ꎬφｐ( ｓ)＝ ｜ ｓ ｜ ｐ－２ ｓꎬ
ｍ(ｘ)∈Ｍ(Ω)是一个变号函数且
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Ｍ(Ω)＝ {ｍ(ｘ)∈Ｃ(􀭺Ω) ｜ ｍｅａｓ{ｘ∈Ωꎬｍ(ｘ)>０}≠０} .
假设 ｆ∈Ｃ(ℝ ꎬℝ )满足如下条件

(Ａ１)对于 ｓ≠０ 满足 ｓｆ( ｓ)>０.
(Ａ２)存在 ｆ０ꎬｆ∞ ∈(０ꎬ∞ )使得 ｆ０ ＝ ｌｉｍ

｜ ｓ ｜→０
ｆ( ｓ) / φｐ( ｓ)ꎬｆ∞ ＝ ｌｉｍ

｜ ｓ ｜→∞
ｆ( ｓ) / φｐ( ｓ) .

首先考虑问题

－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ λγｍ(ｘ) ｆ(ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ{ (２)

式中ꎬλ>０ 是一个参数.
令 ζ∈Ｃ(ℝ ꎬℝ )使得成立

ｆ(ｕ)＝ ｆ０φｐ(ｕ)＋ζ(ｕ) .
并且

ｌｉｍ
｜ ｕ ｜→０
ζ(ｕ) / φｐ(ｕ)＝ ０.

考虑

－ｄｉｖ(ϕｐ(∇ｕ))＝ λγｍ(ｘ) ｆ０ϕｐ(ｕ)＋λγｍ(ｘ)ζ(ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ{ (３)

作为从平凡解 ｕ≡０ 发出的一个分歧问题.
令 Ｐ＋ ＝{ｕ∈Ｃ１ꎬα(􀭺Ω) ｜ ｕ(ｘ)>０ꎬ∀ｘ∈Ω}ꎬＰ－ ＝{ｕ∈Ｃ１ꎬα(􀭺Ω) ｜ ｕ(ｘ)<０ꎬ∀ｘ∈Ω} .

令 Ｘ:＝Ｗ１ꎬα(Ω)ꎬ其上范数为‖ｘ‖＝ ∫
Ω
｜ ∇ｕ ｜ ｐｄｘ( )

１ / ｐ
.

令 Ｃ记为(２)非平凡解集在ℝ ×Ｘ中的闭包ꎬＣν为 Ｃ的子集ꎬｕ∈Ｐν 且 Ｃν ＝Ｃ＋∪Ｃ－ .
代国伟等[９]应用[４]中定理获得如下引理:

引理 １[９] 　 令 ν∈{＋ꎬ－} . 存在从
λν１(ｐ)
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 分歧出的问题(２)解的两个无界连通分支 Ｃν＋和 Ｃν－ . 对于

σ∈{＋ꎬ－}ꎬ使得:Ｃνσ⊂(ℝ ×Ｐσ)∪
λν１(ｐ)
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬν∈{＋ꎬ－}ꎬ其中 λν１(ｐ)是下列变权问题的简单的ꎬ孤立

的ꎬ唯一的主特征值(见文[４ꎬ１０]):
－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ λｍ(ｘ)φｐ(ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ω.{
文[９]研究了问题(１)保号解的存在性ꎬ并获得以下结果.
引理 ２[９] 　 假设(Ａ１)和(Ａ２)成立ꎬｍ(ｘ)∈Ｍ(Ω) . 假设下列两个条件之一成立

γ∈(λ＋
１(ｐ) / ｆ∞ ꎬλ＋

１(ｐ) / ｆ０)∪(λ－
１(ｐ) / ｆ０ꎬλ

－
１(ｐ) / ｆ∞ )

或

γ∈(λ＋
１(ｐ) / ｆ０ꎬλ

＋
１(ｐ) / ｆ∞ )∪(λ－

１(ｐ) / ｆ∞ ꎬλ－
１(ｐ) / ｆ０) .

则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
自然会问ꎬ当 ｆ满足 ｆ０∉(０ꎬ∞ ) 或 ｆ∞ ∉(０ꎬ∞ )时ꎬ有什么结论成立.
本文假设 ｆ满足(Ａ１)和下列假设:
(Ｈ１) ｆ０∈(０ꎬ∞ )且 ｆ∞ ＝∞ .
(Ｈ２) ｆ０ ＝∞且 ｆ∞ ∈(０ꎬ∞ ) .
(Ｈ３) ｆ０ ＝ ０ 且 ｆ∞ ∈(０ꎬ∞ ) .
(Ｈ４) ｆ０∈(０ꎬ∞ )且 ｆ∞ ＝ ０.
(Ｈ５) ｆ０ ＝ ０ 且 ｆ∞ ＝∞ .
(Ｈ６) ｆ０ ＝∞且 ｆ∞ ＝ ０.
(Ｈ７) ｆ０ ＝∞且 ｆ∞ ＝∞ .
(Ｈ８) ｆ０ ＝ ０ 且 ｆ∞ ＝ ０.
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１　 主要结果

介绍下列引理:
引理 ３[１１] 　 令 Ｘ是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ令{Ｃｎ ｜ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺}是 Ｘ 的一个闭连通子序列集. 假设

( ｉ)存在 ｚｎ∈Ｃｎꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺和 ｚ∗∈Ｘꎬ使得 ｚｎ→ｚ∗ꎻ
( ｉｉ) ｒｎ ＝ｓｕｐ{‖ｘ‖｜ ｘ∈Ｃｎ} ＝∞ ꎻ
( ｉｉｉ)对所有 Ｒ>０ꎬ(∪∞

ｎ＝１Ｃｎ)∩ＢＲ是 Ｘ 中的相对紧集ꎬ其中

ＢＲ ＝{ｘ∈Ｘ ｜‖ｘ‖≤Ｒ} .
则在 Ｄ 中ꎬ存在一个无界连通集 Ｃ且 ｚ∗∈Ｃꎬ其中 Ｄ:＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｎ→∞
Ｃｎ ＝ {ｘ∈Ｘ ｜ ∃{ｎｉ}⊂ℕ ꎬｘｎｉ∈Ｃｎꎬ使得

ｘｎｉ→ｘ} .
假设(Ａ１)和(Ａ２)成立ꎬｍ(ｘ)∈Ｍ(Ω) . 令 ξ∈Ｃ(ℝ ꎬℝ )使得成立

ｆ(ｕ)＝ ｆ∞ φｐ(ｕ)＋ξ(ｕ) .
并且

ｌｉｍ
｜ ｕ ｜→∞
ξ(ｕ) / φｐ(ｕ)＝ ０.

考虑
－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ λγｍ(ｘ) ｆ０φｐ(ｕ)＋λγｍ(ｘ)ξ(ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ{ (４)

作为从无穷远处发出的一个分歧问题.
在空间ℝ ×Ｘ中增加点{(λꎬ∞ ) ｜λ∈ℝ } .
显然ꎬ问题(３)与问题(４)是相同的ꎬ且问题(３)与问题(４)都等价于问题(２) .
由文[９]ꎬ文[１２]可得:

引理 ４　 假设(Ａ１)和(Ａ２)成立ꎬｍ(ｘ)∈Ｍ(Ω) . 对于 ν∈{＋ꎬ－}ꎬ
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

λν１
γｆ∞

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 都是问题(２)的

分歧点. 进而ꎬ存在从
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 或

λν１
γｆ∞

ꎬ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 发出的问题(２)解的两个不同的无界连续统 Ｃν＋和 Ｃν－ꎬ使得 Ｃνσ⊂

(ℝ ×Ｐσ)∪
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ对于 ν∈{＋ꎬ－}ꎬＣνσ连接

λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

λν１
γｆ∞

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

注 １　 问题(２)的任何解(１ꎬｕ)产生(１)的一个解 ｕ. 为了证明主要结果ꎬ以下仅仅证明 Ｃνσ 在ℝ ×Ｘ 中

穿过平面{１}×Ｘ即可.
本文主要结果如下:
定理 １　 令(Ａ１)和(Ｈ１)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω) . 假设

γ∈ ０ꎬ
λ＋

１

ｆ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪

λ－
１

ｆ０
ꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
证明　 由文[１３]ꎬ定义截断函数

ｆ[ｎ]( ｓ)＝

ｆ( ｓ)ꎬ ｓ∈[－ｎꎬｎ]ꎬ
ｎφｐ(２ｎ)－ｆ(ｎ)

ｎ
( ｓ－ｎ)＋ｆ(ｎ)ꎬ ｓ∈(ｎꎬ２ｎ)ꎬ

－ｎφｐ(－２ｎ)＋ｆ(－ｎ)
ｎ

( ｓ＋ｎ)＋ｆ(－ｎ)ꎬ ｓ∈(－２ｎꎬ－ｎ)ꎬ

ｎφｐ( ｓ)ꎬ ｓ∈(－∞ ꎬ－２ｎ]∪[２ｎꎬ＋∞ ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

考虑

－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ λγｍ(ｘ) ｆ[ｎ](ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ω.{ (５)

—７１—
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显然ꎬ可得 ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｆ[ｎ]( ｓ)＝ ｆ( ｓ)ꎬ( ｆ[ｎ]) ０ ＝ ｆ０ꎬ和( ｆ[ｎ])∞ ＝ｎ.

相似于引理 ２[９]的证明ꎬ由引理 ４ꎬ对于 ν∈{＋ꎬ－}ꎬ存在从
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 发出的问题(４)解的两个不同的无

界子连续统 Ｄν[ｎ]＋ 和 Ｄν[ｎ]－ ꎬ使得 Ｄν[ｎ]σ ⊂(ℝ ×Ｐσ)∪
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬν∈{＋ꎬ－}ꎬ且 Ｄν[ｎ]σ 连接

λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

λν１
γｎ

ꎬ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中 ν∈{＋ꎬ－} .

令 ｚｎ ＝
λν１
γｎ

ꎬ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｚ∗ ＝(０ꎬ∞ )ꎬ则 ｚｎ→ｚ∗ .

因此ꎬｚ∗ ＝(０ꎬ∞ )满足引理 ３( ｉ) .
显然 ｒｎ ＝ｓｕｐ{λ＋‖ｕ‖Ｘ ｜ (λꎬｕ)∈Ｄν[ｎ]σ } ＝∞ ꎬ
且引理 ３( ｉｉ)成立. 由 Ａｒｅｚｅｌａ￣Ａｓｃｏｌｉ 定理和 ｆ[ｎ]定义可直接推出引理 ３( ｉｉｉ) .
由 ｌｉｍ

ｎ→＋∞
ｆ[ｎ]( ｓ)＝ ｆ( ｓ)ꎬ(５)等价于(２) .

因此ꎬ由引理 ３ꎬｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

Ｄν[ｎ]σ 包括从
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 发出的问题(２)解的无界连续统 Ｄνσꎬ且连接到(０ꎬ∞ ) . 因

为 Ｄν[ｎ]σ ⊂(ℝ ×Ｐσ)ꎬ可得 Ｄνσ⊂(ℝ ×Ｐσ)ꎬ其中 σ∈{＋ꎬ－} .

进而ꎬ由注 １ 可得 Ｄνσ是一个从
λν１
ｆ０
ꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 发出的问题(１)的解的无界连续统ꎬ且连接到 (０ꎬ∞ ) .

定理 ２　 令(Ａ１)和(Ｈ２)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω) . 假设下式成立

γ∈ ０ꎬ
λ＋

１

ｆ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪

λ－
１

ｆ∞
ꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.

证明　 假设 (λꎬｕ) 是问题(２)的非平凡解ꎬ在问题(２)两边同除以‖ｕ‖２(ｐ－１)ꎬ令 ｖ＝ ｕ
‖ｕ‖２ꎬ则

－ｄｉｖ(φｐ(∇ｖ))＝ λγｍ(ｘ)
ｆ(ｕ)

‖ｕ‖２(ｐ－１) ꎬ ｘ∈Ωꎬ

ｖ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(６)

定义

􀭴ｆ(ｖ):＝
‖ｖ‖２(ｐ－１) ｆ

ｖ
‖ｖ‖２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｉｆ ｖ≠０ꎬ

０ ｉｆ ｖ＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï

显然ꎬ问题(６)等价于

－ｄｉｖ(φｐ(∇ｖ))＝ λγｍ(ｘ)􀭴ｆ(ｖ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｖ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ{ (７)

显然ꎬ(λꎬ０) 始终是问题(７)的解. 简单计算ꎬ可得 􀭴ｆ０ ＝ ｆ∞ ∈(０ꎬ∞ ) 和 􀭴ｆ∞ ＝ ｆ０ ＝∞ . 应用定理 １ꎬ对于

ν∈{＋ꎬ－}ꎬ存在从
λν１
γｆ０

ꎬ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 发出的问题(７)解的两个不同的无界连续统 Ｃν＋和 Ｃν－ꎬ且连接到 (０ꎬ∞ ) .

通过逆映射 ｖ→
ｖ

‖ｖ‖２ ＝ｕꎬ可得 Ｃνσ→Ｄνσ 是从(０ꎬ０)发出的问题(２)解的一个无界连续统ꎬ且连接到

λν１
γｆ∞

ꎬ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ . 因此ꎬＤνσ 是从(０ꎬ０)发出的问题(１)解的一个无界连续统ꎬ且连接到

λν１
ｆ∞

ꎬ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

定理 ３　 令(Ａ１)和(Ｈ３)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω)ꎬ假设下式成立

γ∈
λ＋

１

ｆ∞
ꎬ＋∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪ －∞ ꎬ

λ－
１

ｆ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
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证明　 定义

ｆ[ｎ]( ｓ)＝

１
ｎ
φｐ( ｓ)ꎬ ｓ∈ － １

ｎ
ꎬ １
ｎ

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

ｆ ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １
ｎｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (ｎｓ－２)＋ｆ

２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｓ∈ １

ｎ
ꎬ ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

－ ｆ － ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １
ｎｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (ｎｓ＋２)＋ｆ － ２

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｓ∈ － ２

ｎ
ꎬ－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｆ( ｓ)ꎬ ｓ∈ －∞ ꎬ－ ２
ｎ

æ

è
ç

ù

û
úú ∪

２
ｎ
ꎬ＋∞é

ë
êê

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

考虑

－ｄｉｖ(φｐ(∇ｕ))＝ λγｍ(ｘ) ｆ[ｎ](ｕ)ꎬ ｘ∈Ωꎬ
ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ{ (８)

显然ꎬ可得 ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｆ[ｎ]( ｓ)＝ ｆ( ｓ)ꎬ( ｆ[ｎ]) ０ ＝

１
ｎ
ꎬ和( ｆ[ｎ])∞ ＝ ｆ∞ .

应用相似于定理 １ 的证明方法ꎬ由引理 ３ 可得存在一个从(∞ ꎬ０)发出的问题(１)的解的无界连续统 Ｄνσꎬ

且连接到
λν１
ｆ∞

ꎬ∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

定理 ４　 令(Ａ１)和(Ｈ４)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω)ꎬ假设下式成立

γ∈
λ＋

１

ｆ０
ꎬ＋∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪ －∞ ꎬ

λ－
１

ｆ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
证明　 应用相似于定理 ２ 的证明方法和定理 ３ 的结论ꎬ可得结果.
定理 ５　 令(Ａ１)和(Ｈ５)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω)ꎬ假设下式成立

γ∈(０ꎬ＋∞ )∪(－∞ ꎬ０)ꎬ
则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
证明　 应用相似于定理 ３ 的证明方法ꎬ由引理 １ 可得ꎬ存在一个从(∞ ꎬ０)发出的问题(１)的解的无界

连续统 Ｄνσꎬ再由定理 １ 的证明可得:Ｄνσ 连接(∞ ꎬ０)到 (０ꎬ∞ ) .
定理 ６　 令(Ａ１)和(Ｈ８)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω)ꎬ假设下式成立

γ∈(０ꎬ＋∞ )∪(－∞ ꎬ０)ꎬ
则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
证明　 应用相似于定理 ２ 的证明方法和定理 ５ 的结论ꎬ可得结果.
定理 ７　 令(Ａ１)和(Ｈ７)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω)ꎬ对于 ν∈{＋ꎬ－}ꎬ存在一个 νλνν>０ꎬ使得 γ∈(λ－

－ꎬ０)∪
(０ꎬλ＋

＋) . 则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
证明　 应用相似于定理 ２ 的证明方法可得ꎬ存在一个从(０ꎬ０)发出的问题(１)的解的无界连续统 Ｄνσꎬ

再由定理 １ 的证明可得 Ｄνσ 连接(０ꎬ０)到 (０ꎬ∞ ) .
定理 ８　 令(Ａ１)和(Ｈ８)成立ꎬ且 ｍ∈Ｍ(Ω)ꎬ对于 ν∈{＋ꎬ－}ꎬ存在一个 νλνν<０ꎬ使得 γ∈(－∞ ꎬλ－

－)∪
(λ＋

＋ꎬ＋∞ ) . 则问题(１)至少存在一个正解和一个负解.
证明　 应用相似于定理 ２ 的证明方法和定理 ７ 的结论ꎬ可得结果.
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