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阻抗边界附近粘弹性球壳的动态声辐射力

臧雨宸

(南京师范大学物理科学与技术学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 当入射声波包含多个不同的频率分量时ꎬ物体受到的声辐射力会含有随时间变化的动态分量ꎬ称为动

态声辐射力. 动态声辐射力在医学成像、物质参数反演等领域得到了越发广泛的应用. 利用镜像原理ꎬ从理论上

推导了双频率声波作用在阻抗边界附近的粘弹性球壳上时产生的动态声辐射力ꎬ并以合成树脂球壳为例进行计

算. 结果显示:与稳态声辐射力相比ꎬ动态声辐射力在峰值处会出现劈裂现象ꎬ且劈裂后两峰的间距恰好等于两

个无量纲频率之差ꎬ因而当两频率十分相近时可以将其近似为稳态声辐射力ꎻ增加边界声压反射系数可以明显

提升动态声辐射力的峰值ꎬ而球壳与边界距离的变化则会使动态声辐射力出现周期性变化ꎬ且其变化周期刚好

为半波长. 当球壳相对较薄时ꎬ由于空气的声阻抗远小于水ꎬ充气球壳的动态声辐射力会远强于充水球壳. 本文

的计算结果预期可以为边界附近利用动态声辐射力进行声操控提供理论基础.
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声波可以携带一定动量. 当声波作用在物体上时ꎬ会将部分动量传递到物体上ꎬ在宏观上表现为声波对

物体的作用力ꎬ称为声辐射力. 声辐射力在医学超声和材料科学等领域应用广泛ꎬ如声学镊子[１－３]、超声造

影[４－６]、声悬浮[７－８]等. 在许多场景下ꎬ声操控对象往往呈现为球形或可以近似为球形ꎬ如细胞、微泡和液滴ꎬ
因此研究球形粒子在各种情况下的声辐射力是很有必要的. １９３４ 年ꎬＫｉｎｇ[９]最早计算了平面行波对理想流体

中刚性球的声辐射力. １９５５ 年ꎬＹｏｓｉｏｋａ 等[１０] 利用 Ｍｉｅ 散射理论计算了弹性球的声辐射力. 随后ꎬＨａｓｅｇａｗａ
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等[１１－１２]从理论和实验两方面研究了弹性球的声辐射力特性. ２０ 世纪 ９０ 年代ꎬ随着换能器技术的发展ꎬ
Ｗｕ 等[１３]研究了聚焦声束作用下球形粒子的声辐射力ꎬ并首次提出了声学镊子的概念. Ｈａｓｅｇａｗａ 和 Ｍｉｔｒｉ
等[１４－１６]将声辐射力的操控对象拓展至壳层结构ꎬ计算了弹性和粘弹性球壳在行波与驻波作用下的声辐射力ꎬ
并比较其结果与实心球体的异同. ２０１１ 年ꎬＭｉｒｉ 等[１７]首次计算了多孔血管壁附近弹性球壳的声辐射力ꎬ开创

了边界附近声辐射力研究的先河. 随后ꎬＷａｎｇ 等[１８]研究了理想流体中驻波激励下平面附近刚性柱的声辐射

力. 在此基础上ꎬＱｉａｏ 等[１９－２３]系统总结了平面波和 Ｇａｕｓｓ 声束入射下边界附近流体柱和弹性柱的声辐射力ꎬ
并同时考虑了粒子在轴和偏轴的情况. ２０１８ 年ꎬＭｉｔｒｉ[２４]同样计算了平面附近无限长刚性圆柱的声辐射力ꎬ并
分析了声波入射角度对结果的影响. ２０２０ 年ꎬＱｉａｏ 等[２５]又给出了粘性流体中任意角度入射的平面波对边界

附近刚性圆柱的声辐射力ꎬ并基于此成功预测了粒子运动轨迹. ２０２１ 年ꎬ本文作者计算了 Ｂｅｓｓｅｌ￣Ｇａｕｓｓ 波对

阻抗边界附近弹性球壳的声辐射力ꎬ从而模拟血管内的药物输送问题[２６] . ２０２３ 年ꎬＳｉｍｏｎ 等[２７]给出了平面附

近各类球形粒子声辐射力的理论解ꎬ并通过有限元算法加以验证.
若入射声波功率恒定ꎬ声辐射力是一种大小不随时间变化的稳态力. 然而当入射声波的功率随时间

变化时ꎬ声辐射力将存在随时间变化的动态分量ꎬ即动态声辐射力. 与稳态声辐射力类似ꎬ动态声辐射力

也源于声传播过程中的非线性效应. 调制声波作用下的动态声辐射力在声辐射力脉冲成像[２８]、剪切波弹

性成像[２９]、物质参数反演[３０－３１]等领域取得了广泛应用. 在理论研究方面ꎬＭｉｔｒｉ 等[３２] 最早于 ２００５ 年计算

了两束频率相近的平面波入射时无限长固体圆柱周期性变化的动态声辐射力. Ｓｉｌｖａ 等[３３－３４] 根据动力学

方程推导了双频率声波对任意三维粒子的动态声辐射力表达式ꎬ并对稳态和动态声辐射力进行了实验观

测. Ｍｉｔｒｉ[３５]系统总结了平面驻波场中球和圆柱的动态声辐射力ꎬ并给出刚性、流体、弹性和气泡四种情况

下的结果. 随后ꎬ他又将该理论拓展到壳层结构ꎬ给出了调制声场作用下弹性圆柱壳和球壳的动态声辐射

力ꎬ分析了壳层粘滞效应的影响[３６－３７] . ２００６ 年ꎬＳｉｌｖａ 等[３８－３９]首次计算了考虑流体非线性的情况下双频率

声波产生的动态声辐射力ꎬ从理论和实验两方面证实了动态声辐射力的参数放大效应. ２００７ 年ꎬＳｉｌｖａ
等[４０]又将动态声辐射力的研究从传统的双频率声波推广到了多频率声波的情况ꎬ并推导了此时刚性球的

动态声辐射力. ２０１０ 年ꎬＳｉｌｖａ[４１]计算了粘弹性小球受到的动态声辐射力ꎬ发现了由于声吸收效应在声辐

射力频谱上产生的共振峰. ２０１１ 年ꎬＨｏｙｔ[４２]提出可以利用相干声源产生的动态声辐射力激发剪切波干涉

模式ꎬ从而有利于使用传统的超声成像系统实现剪切波成像. ２０２１ 年ꎬＭａｒｓｔｏｎ 等[４３－４４]研究了镜面反射对

正入射声波作用下无限长圆柱静态和动态声辐射力的贡献.

图 １　 调制声波入射下阻抗边界附近的粘弹性球壳
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实际的操控对象往往位于特定的边界附近. 例如ꎬ在血液中进行药物输送时ꎬ携带药物的微粒通常位

于血管壁附近ꎬ因而需要考虑边界对声操控的影响. 如前所述ꎬ关于边界附近的稳态声辐射力已有大量理

论结果ꎬ但目前尚无边界附近动态声辐射力的有关研究. 为此ꎬ本文考虑位于无限大阻抗边界附近的粘弹

性球壳的动态声辐射力问题. 为了产生幅度随时间变化的调制声场ꎬ入射声场选取为两束频率相近的平

面波. 在此基础上ꎬ通过大量计算探究边界声压反射系数、球壳与边界距离、球壳厚度与材料等对动态声

辐射力的影响. 有必要指出ꎬ本文的讨论均认为球壳周围的流体是理想的.

１　 理论计算

１.１　 理论模型

如图 １ 所示ꎬ设定声速为 ｃ０、密度为 ρ０ 的理想

流体中无限大阻抗边界旁的一粘弹性球壳ꎬ球壳的

外半径与内半径分别为 ａ 与 ｂꎬ其中心与阻抗边界

的距离为 ｄꎬ内部亦充满理想流体. 以球壳中心为原

点 Ｏ建立直角坐标系(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ其中＋ｚ 方向恰好垂

直于阻抗边界. 两列幅度与相位均相同的平面波沿

＋ｚ方向入射到弹性球壳上ꎬ其角频率分别为 ω１ 和

ω２ . 为了方便后面在数学方面进行讨论ꎬ再以 Ｏ 为

原点建立一球坐标系( ｒꎬθꎬφ)ꎬ两坐标系间存在变

换关系:ｘ＝ ｒｓｉｎ θｃｏｓ φꎬｙ＝ ｒｓｉｎ θｃｏｓ φꎬｚ＝ ｒｃｏｓ θ.
—２２—
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１.２　 散射系数的求解

在球坐标系中ꎬ两列入射平面声波的速度势函数可以表示为球函数的展开形式:

ϕｉｎｃ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎ ｊｎ(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ꎬ (１)

式中ꎬϕ０ 是速度势的振幅ꎬｋｐ ＝ωｐ / ｃ０ 是两列声波在流体中的波数ꎬｊｎ 是 ｎ 阶球贝塞尔函数ꎬＰｎ 是 ｎ 阶勒让

德函数ꎬｐ＝ １ꎬ２ꎬ分别对应着入射的两列平面波场.
阻抗边界对入射声波的反射波可以表示为:

ϕｒｅｆ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
Ｒｓｅｉ２ｋｐｄ(２ｎ ＋ １)( － １) ｎ ｉｎ ｊｎ(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ꎬ (２)

式中ꎬＲｓ 是阻抗边界的声压反射系数. 当界面完全刚性时ꎬ声压反射系数值为 １.
类似地ꎬ粘弹性球壳和镜像球壳的散射波分别可以表示为:

ϕｓｃａ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
(∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎａｐꎬｎｈ(１)ｎ (ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓθ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ꎬ (３)

ϕｓｃａꎬｒｅｆ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
Ｒｓ( － １) ｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎａｐꎬｎｈ(１)ｎ (ｋｐ􀭰ｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ 􀭰θ)ｅ －ｉωｐｔ( ) ꎬ (４)

式中ꎬｈ(１)ｎ 是 ｎ阶第一类球汉克尔函数ꎬａｐꎬｎ是两列声波的声散射系数ꎬ由球壳表面的边界条件决定. 综上ꎬ
流体中总声场的速度势可以表示为式(１)、(２)、(３)和(４)的叠加.

对于粘弹性球壳中的声场而言ꎬ需要同时考虑纵波与横波的存在. 根据矢量分析的基本理论ꎬ球壳中

的质点振速可以表示为标量势函数 ϕ２ 的梯度和矢量势函数 ψ的旋度之和ꎬ即:
Ｕ＝∇ϕ２＋∇×ψꎬ (５)

式中ꎬ每一列声波的标量势与矢量势均满足稳态波动方程:
∇２ϕ２ｐ＋ｋ２ｃｐϕ２ｐ ＝ ０ꎬ∇２ψｐ＋ｋ２ｓｐψｐ ＝ ０ꎬ (６)

式中ꎬ∇２ 表示拉普拉斯算子ꎬｋｃｐ ＝ωｐ / ｃｃ 和 ｋｓｐ ＝ωｐ / ｃｓ 分别表示壳层介质中的纵波波数与横波波数ꎬｃｃ 和 ｃｓ
分别表示纵波波速与横波波速ꎬ其具体大小为:

ｃｃ ＝
λ＋２μ
ρ

ꎬｃｓ ＝
μ
ρ
ꎬ (７)

式中ꎬλ和 μ是该介质的拉密常数ꎬρ是该介质的密度. ϕ２ 和 ψ均可以写成级数展开形式:

ϕ２ ＝ ϕ０∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎ[ｂｐꎬｎ ｊｎ(ｋｃｐｒ) ＋ ｃｐꎬｎｎｎ(ｋｃｐｒ)]Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉ ωｐｔ( ) ꎬ

ψｒ ＝ ψθ ＝ ０ꎬ

ψφ ＝ ϕ０∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎ[ｄｐꎬｎ ｊｎ(ｋｓｐｒ) ＋ ｅｐꎬｎｎｎ(ｋｓｐｒ)]Ｐｎ '(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉ ωｐｔ( ) ꎬ

(８)

式中ꎬｎｎ 表示 ｎ阶球诺伊曼函数ꎬｂｐꎬｎ、ｃｐꎬｎ、ｄｐꎬｎ和 ｅｐꎬｎ是由边界条件决定的待定系数.
对于球壳内部流体介质中的声场ꎬ其速度势函数可以表示为:

ϕ３ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎ ｆｐꎬｎ ｊｎ(ｋ３ｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓθ)ｅ

－ｉ ωｐｔ( ) ꎬ (９)

式中ꎬｋ３ｐ是两列声波在球壳内部流体介质中的波数.
对于本文的模型ꎬ应当在球壳内表面 ｒ ＝ ｂ 和外表面 ｒ ＝ ａ 处同时设置固体－液体边界条件. 具体地:

(１)流体中的声压与球壳中的法向应力相等ꎻ(２)流体与球壳中的质点法向振速相等ꎻ(３)球壳表面的切

向应力为零. 球壳外部的总声场 ϕｔｏｔａｌ可以表示为式(１)、(２)、(３)和(４)的总和. 根据球壳表面的边界条

件ꎬ理论上可以解得散射系数 ａｐꎬｎ . 但有必要指出ꎬ以上的各项速度势函数是在两个坐标系中展开的ꎬ这给

运算带来了困难. 为解决这一矛盾ꎬ采用球函数的加法公式将球壳外的总声场统一到坐标系( ｒꎬθꎬϕ)中:

ϕｔｏｔａｌ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎ ｊｎ(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)[１ ＋ Ｒｓ( － １) ｎｅｉ２ｋｐｄ]ｅ －ｉωｐｔ( ) ＋{

∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(２ｎ ＋ １) ｉｎａｐꎬｎｈ(１)ｎ (ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ＋

—３２—
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∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
∑
＋∞

ｍ ＝ ０
Ｒｓ(２ｍ ＋ １) ｉｍ( － １)ｍａｐꎬｍＱｍｎ ｊｎ(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) } ꎬ (１０)

式中ꎬＱｍｎ的具体表达式可以在文献[４５]中找到. 式(１０)可以改写成:

ϕｔｏｔａｌ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
Ａｐꎬｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎ ｊｎ(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ＋{

∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ａｐꎬｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎｈ(１)ｎ (ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) } ꎬ (１１)

式中ꎬ

Ａｐꎬｎ ＝ １＋Ｒｓｅｉ２ｋｐｄ(－１) ｎ＋
Ｒｓ

(２ｎ＋１) ｉｎ
∑
＋∞

ｍ＝０
(２ｍ＋１)(－１)ｍ ｉｍａｐꎬｍＱｍｎ . (１２)

根据速度势函数与声压和质点振速间的关系ꎬ可以得到总声压和质点法向振速的表达式:

ｐｔｏｔａｌ ＝ －ｉωρ０ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
Ａｐꎬｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎ ｊｎ(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ＋{

∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ａｐꎬｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎｈ(１)ｎ (ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) } ꎬ (１３)

ｖｒꎬｔｏｔａｌ ＝ϕ０ ∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
Ａｐꎬｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎｋｐ ｊｎ '(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) ＋{

∑
２

ｐ ＝ １
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
ａｐꎬｎ(２ｎ ＋ １) ｉｎｋｐｈ(１)ｎ '(ｋｐｒ)Ｐｎ(ｃｏｓ θ)ｅ

－ｉωｐｔ( ) } . (１４)

至此ꎬ可以将各声场表达式代入边界条件中ꎬ得到关于各系数的线性方程组ꎬ其矩阵形式的方程为:
ＡｐＸｐ ＝Ｂｐꎬ (１５)

式中ꎬＸｐ ＝[ａｐꎬ０ꎬ􀆺ꎬａｐꎬｎꎻｂｐꎬ０ꎬ􀆺ꎬｂｐꎬｎꎻｃｐꎬ０ꎬ􀆺ꎬｃｐꎬｎꎻｄｐꎬ０ꎬ􀆺ꎬｄｐꎬｎꎻｅｐꎬ０ꎬ􀆺ꎬｅｐꎬｎꎻｆｐꎬ０ꎬ􀆺ꎬｆｐꎬｎ] Ｔ . 求解该线性方程

组就可以得到散射系数 ａｐꎬｎ的具体数值.
１.３　 声辐射力的计算

在单频稳态声波的作用下ꎬ物体受到的声辐射力可以通过对时间平均得到. 对于调制声波作用下的

弹性球壳而言ꎬ声辐射力会随时间发生变化ꎬ但在这一变化比较缓慢的前提下ꎬ仍然可以通过对一小段时

间内求平均的方式来计算此时的声辐射力ꎬ即:

‹Ｆ( ｔ)› ＝ ∫ｔ ＋Ｔ / ２
ｔ －Ｔ / ２
Ｆ( ｔ)ｄｔꎬ (１６)

其中ꎬＴ必须要满足 ２π / (ω１＋ω２)≤Ｔ≤２π / (ω１－ω２)的约束条件ꎬ这里的下限是为了忽略声辐射力本身随

声场周期变化的迅变效应ꎬ而上限是为了使计算周期内声场的幅度不会出现明显的变化.
由于对称性ꎬ此时只需要考虑 ｚ方向的声辐射力. 调制声波作用下总的声辐射力表示为:

‹Ｆｚ› ＝‹Ｆ１›＋‹Ｆ２›＋‹Ｆｄ›ꎬ (１７)
式中ꎬ‹Ｆ１›和‹Ｆ２›是由两列声波分别独立存在时产生的稳态声辐射力ꎬ‹Ｆｄ›是两列声波之间的干涉所引

起的动态声辐射力ꎬ它随时间呈现周期性的变化. 从式(１７)可以看出ꎬ粘弹性球壳受到的总声辐射力并非

两列声波单独产生的声辐射力的线性叠加.
式(１７)中各部分的具体推导过程在文献[３２]中已经详细给出ꎬ因此这里不再赘述ꎬ仅给出最终的计算

结果. 对于稳态声辐射力分量而言ꎬ其大小为:
‹Ｆｐ› ＝ＹｐＳｃ‹Ｅｐ›ꎬ (１８)

式中ꎬＳｃ ＝πａ２ 是粘弹性球壳的散射截面积ꎬ‹Ｅｐ› ＝ ρ０ｋ２ｐϕ２
０ / ２ 分别是两列声波的空间平均能量密度ꎬＹｐ 分

别是两列声波的稳态声辐射力函数ꎬ在物理上表示单位能量密度的声波在单位面积上所产生的声辐射力

大小ꎬ其具体表达式为:

Ｙｐ ＝ － ４
ｘ２ｐ
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(ｎ＋１)(ξ(１)ｐꎬｎ＋１ξ(２)ｐꎬｎ ＋ξ(１)ｐꎬｎ ξ(２)ｐꎬｎ＋１＋η(１)

ｐꎬｎ＋１η(２)
ｐꎬｎ ＋η(１)

ｐꎬｎ η(２)
ｐꎬｎ＋１＋２ξ(２)ｐꎬｎ＋１ξ(２)ｐꎬｎ ＋２η(２)

ｐꎬｎ η(２)
ｐꎬｎ＋１)ꎬ (１９)

式中ꎬｘｐ ＝ ｋｐａꎬξ(１)ｐꎬｎ ＝Ｒｅ[Ａｐꎬｎ]ꎬη(１)
ｐꎬｎ ＝ Ｉｍ[Ａｐꎬｎ]ꎬξ(２)ｐꎬｎ ＝Ｒｅ[ａｐꎬｎ]ꎬη(２)

ｐꎬｎ ＝ Ｉｍ[ａｐꎬｎ] .
式(１９)与文献[１７]中的结果完全一致.

—４２—
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动态声辐射力分量的大小为:
‹Ｆｄ› ＝ＹｄＳｃ‹Ｅｄ›ｃｏｓ(Δωｔ－Φ)ꎬ (２０)

式中ꎬＹｄ ＝ Γ２＋Λ２ 是动态声辐射力函数ꎬ‹Ｅｄ› ＝ ρ０ｋ１ｋ２ϕ２
０ 是动态能量密度ꎬΔω ＝ ｜ ω１－ω２ ｜是两列声波的角

频率之差ꎬΦ＝ ｔａｎ－１(Γ / Λ)是相位因子. Γ和 Λ的具体表达式分别为:

Γ＝ ２ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(ｎ＋１){[ ｊｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)－ｊｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)](２＋ξ(１)２ꎬｎ＋１ξ(２)１ꎬｎ ＋ξ(１)２ꎬｎ ξ(１)１ꎬｎ＋１＋ξ(１)１ꎬｎ＋１ξ(２)１ꎬｎ ＋ξ(１)１ꎬｎ ξ(２)２ꎬｎ＋１)＋

[ ｊｎ(ｘ２)ｎｎ＋１(ｘ１)－ｎｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)](ξ(１)２ꎬｎ＋１η(２)
１ꎬｎ ＋ξ(１)２ꎬｎ η(２)

１ꎬｎ＋１)＋[ｎｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)－ｊｎ(ｘ１)ｎｎ＋１(ｘ２)]×
(ξ(１)１ꎬｎ＋１η(２)

２ꎬｎ ＋ξ(１)１ꎬｎ η(２)
２ꎬｎ＋１)＋[ ｊｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)－ｊｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)＋ｎｎ(ｘ２)ｎｎ＋１(ｘ１)－ｎｎ(ｘ１)ｎｎ＋１(ｘ２)]×

(ξ(２)１ꎬｎ ξ(２)２ꎬｎ＋１＋ξ(２)２ꎬｎ ξ(２)１ꎬｎ＋１＋η(２)
１ꎬｎ η(２)

２ꎬｎ＋１＋η(２)
２ꎬｎ η(２)

１ꎬｎ＋１)＋[ ｊｎ(ｘ２)ｎｎ＋１(ｘ１)－ｎｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)＋
ｊｎ(ｘ１)ｎｎ＋１(ｘ２)－ｎｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)](ξ(２)２ꎬｎ η(２)

１ꎬｎ＋１＋η(２)
１ꎬｎ ξ(２)２ꎬｎ＋１－ξ(２)１ꎬｎ η(２)

２ꎬｎ＋１－η(２)
２ꎬｎ ξ(２)１ꎬｎ＋１)}〗ꎬ (２１)

Λ＝ ２ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(ｎ＋１){[ ｊｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)－ｊｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)](ξ(１)２ꎬｎ＋１η(２)

１ꎬｎ ＋ξ(１)２ꎬｎ η(２)
１ꎬｎ＋１－ξ(１)１ꎬｎ＋１η(２)

２ꎬｎ －ξ(１)１ꎬｎ η(２)
２ꎬｎ＋１)＋

[ ｊｎ(ｘ２)ｎｎ＋１(ｘ１)－ｎｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)](ξ(１)２ꎬｎ＋１ξ(２)１ꎬｎ ＋ξ(１)２ꎬｎ ξ(２)１ꎬｎ＋１)＋[ ｊｎ(ｘ１)ｎｎ＋１(ｘ２)－ｎｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)]×
(ξ(１)１ꎬｎ＋１ξ(２)２ꎬｎ ＋ξ(１)１ꎬｎ ξ(２)２ꎬｎ＋１)＋[ ｊｎ(ｘ２)ｎｎ＋１(ｘ１)－ｎｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)＋ｊｎ(ｘ１)ｎｎ＋１(ｘ２)－ｎｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)]×

(ξ(２)１ꎬｎ ξ(２)２ꎬｎ＋１＋ξ(２)２ꎬｎ ξ(２)１ꎬｎ＋１＋η(２)
１ꎬｎ η(２)

２ꎬｎ＋１＋η(２)
２ꎬｎ η(２)

１ꎬｎ＋１)＋[ ｊｎ(ｘ２) ｊｎ＋１(ｘ１)－ｊｎ(ｘ１) ｊｎ＋１(ｘ２)＋
ｎｎ(ｘ２)ｎｎ＋１(ｘ１)－ｎｎ(ｘ１)ｎｎ＋１(ｘ２)](ξ(２)１ꎬｎ η(２)

２ꎬｎ＋１＋η(２)
２ꎬｎ ξ(２)１ꎬｎ＋１－η(２)

１ꎬｎ ξ(２)２ꎬｎ＋１－ξ(２)２ꎬｎ η(２)
１ꎬｎ＋１)} . (２２)

不难发现ꎬ动态声辐射力随时间呈简谐变化ꎬ其变化周期为 ２π / Δωꎬ即两列声波的频率越相近ꎬ动态

声辐射力随时间的变化越缓慢.
当两列入射声波的频率相等时显然存在如下关系:

ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ ｘꎬξ(１)１ꎬｎ ＝ ξ(１)２ꎬｎ ＝ ξ(１)ｎ ꎬξ(２)１ꎬｎ ＝ ξ(２)２ꎬｎ ＝ ξ(２)ｎ ꎬη(１)
１ꎬｎ ＝η(１)

２ꎬｎ ＝η(１)
ｎ ꎬη(２)

１ꎬｎ ＝η(２)
２ꎬｎ ＝η(２)

ｎ ꎬ (２３)
将式(２３)代入式(１８)－(２２)中ꎬ不难得到:

Ｙ１ ＝Ｙ２ ＝Λ＝ － ４
ｘ２
∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(ｎ＋１)(ξ(１)ｎ＋１ξ(２)ｎ ＋ξ(１)ｎ ξ(２)ｎ＋１＋η(１)

ｎ＋１η(２)
ｎ ＋η(１)

ｎ η(２)
ｎ＋１＋２ξ(２)ｎ＋１ξ(２)ｎ ＋２η(２)

ｎ η(２)
ｎ＋１)ꎬ

Γ＝ ０ꎬ‹Ｅ１› ＝‹Ｅ２› ＝‹Ｅｄ› ＝ ρ０ｋ２ϕ２
０ / ２ꎬΔω＝Φ＝ ０.

(２４)

此时ꎬ式(１７)可以简化为:
‹Ｆｚ› ＝ ４ＹＳｃ‹Ｅ›ꎬ (２５)

式中ꎬ

Ｓｃ ＝πａ２ꎬ‹Ｅ› ＝ρ０ｋ２ϕ２
０ / ２ꎬＹ＝－ ４

ｘ２ ∑
＋∞

ｎ ＝ ０
(ｎ＋１)(ξ(１)ｎ＋１ξ(２)ｎ ＋ξ(１)ｎ ξ(２)ｎ＋１＋η(１)

ｎ＋１η(２)
ｎ ＋η(１)

ｎ η(２)
ｎ＋１＋２ξ(２)ｎ＋１ξ(２)ｎ ＋２η(２)

ｎ η(２)
ｎ＋１) . (２６)

此时声辐射力函数 Ｙ与式(１９)中完全相同ꎬ而声辐射力则是式(１８)的 ４ 倍. 事实上ꎬ当两列声波的频

率严格相等时ꎬ入射调制声波则退化为了单频平面波ꎬ其振幅是原来每列声波的两倍. 考虑到声辐射力是

声波的二阶非线性效应ꎬ其幅值自然应当是每列声波单独存在时的 ４ 倍ꎬ并且此时不存在随时间变化的动

态声辐射力分量.
值得注意的是ꎬ到目前为止我们还没有考虑球壳粘滞吸收的影响. 根据文献[４１]中的理论ꎬ粘滞吸收可

以通过在波数中增加一项虚部来体现. 假设粘弹性材料的纵波与横波归一化吸声系数分别是 γｃ 和 γｓꎬ则
纵波与横波对应的复波数分别可以表示为:

􀭴ｋｃｐ ＝ ｋｃｐ(１－ｉγｃ)ꎬ􀭴ｋｓｐ ＝ ｋｓｐ(１－ｉγｓ) . (２７)

２　 仿真与讨论

根据以上的理论计算ꎬ可以对粘弹性球壳的动态声辐射力进行数值仿真. 以下所有仿真均针对水中

的合成树脂球壳进行计算ꎬ球壳内部亦充满水. 水的密度为 １ ０００ ｋｇ / ｍ３ꎬ纵波声速为 １ ４８０ ｍ / ｓꎬ合成树脂

的密度为 １ １９１ ｋｇ / ｍ３ꎬ纵波与横波声速分别为 ２ ６９０ ｍ / ｓ 和 １ ３４０ ｍ / ｓꎬ纵波与横波的归一化吸声系数分

别为 ０.００３ ５ 和 ０.００５ ３.
为了验证上述理论的正确性ꎬ图 ２ 给出了 Ｒｓ ＝ ０ 时粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１

—５２—
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图 ２　 自由空间中粘弹性合成树脂球壳的动态声辐

射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 的变化(其中 ｂ / ａ＝０.５ꎬδｘ＝０.１)

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｄｙｎａｍｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
Ｙｄ ｖｅｒｓｕｓ ｘ１ ｆｏｒ ａ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｕｃｉｔｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ

ｓｈｅｌｌ ｉｎ ｆｒｅｅ ｓｐａｃｅ(ｗｉｔｈ ｂ / ａ＝０.５ꎬδｘ＝０.１)

的变化曲线ꎬ此时计算结果将退化为自由空间中的情形. 文

献[３７] 中亦给出了同样条件下动态声辐射力函数曲线计算结

果ꎬ进一步对比可以发现两者是完全一致的ꎬ这在一定程度上

可以验证本文计算结果的正确性. 在此基础上ꎬ接下来我们将

详细分析阻抗边界附近弹性球壳的动态声辐射力特性.

图 ３　 不同声压反射系数下粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 和 δｘ的变化(其中 ｂ / ａ＝０.５ꎬｄ＝２ａ)

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｙｎａｍｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｙｄ ｖｅｒｓｕｓ ｘ１ ａｎｄ δｘ ｆｏｒ ａ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｕｃｉｔｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ(ｗｉｔｈ ｂ / ａ＝０.５ꎬｄ＝２ａ)

图 ３ 显示了边界声压反射系数取不同值的情况下ꎬ粘弹性合

成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 和 δｘ ( ｜ ｘ１－ｘ２ ｜ )的变

化ꎬ计算范围为 １≤ｘ１≤１０ 和 ０≤δｘ≤０.１ꎬ从而使 δｘ≤ｘ１ 的条件

得到很好的满足. 为了便于比较ꎬ这里同时给出了边界不存在时

的仿真结果ꎬ在具体计算中只需令 Ｒｓ ＝ ０ 即可. 球壳的相对厚度

为 ｂ / ａ＝０.５ꎬ球壳与阻抗边界的距离仿真范围选为 ｄ＝２ａ. 可以看

出ꎬ粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力随着 ｘ１ 的变化出现一

系列峰值ꎬ它们反映了球壳本身的共振模式ꎬ其位置仅与球壳相对厚度、球壳材料和内部流体的性质有关. 总
体来看ꎬ动态声辐射力随着 Ｒｓ 的增大而增加ꎬ但声辐射力的峰值位置却并不随 Ｒｓ 的改变而改变. 从图中还

—６２—
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可以发现ꎬδｘ的改变对动态声辐射力的影响主要体现在两点. 一方面ꎬ当 δｘ 的大小变化时ꎬ动态声辐射力特

定峰值的高度会随之改变ꎬ这一现象在 ｘ１ ＝１ 附近的峰值处尤为明显ꎬ但这些峰值所对应的频率保持不变. 另
一方面ꎬ随着 δｘ的增大ꎬ动态声辐射力的峰值会劈裂成两个相邻的峰ꎬ并且两个相邻峰值间的距离会随着 δｘ
的增大而增大ꎬ从而使这种劈裂现象更加明显. 该现象可作如下解释:不妨设 ｘ１ 稍小于 ｘ２ꎬ对于每对劈裂后

的峰而言ꎬ其左边的峰对应着的 ｘ２ 恰好等于无量纲共振频率而 ｘ１ 略小于无量纲共振频率ꎬ其右边的峰对应

着的 ｘ１ 恰好等于无量纲共振频率而 ｘ２ 略大于无量纲共振频率. 因此ꎬ对于调制声波入射下的粘弹性球壳而

言ꎬ用式(２１)和(２２)定义的动态声辐射力函数代替式(１９)定义的稳态声辐射力函数是很有必要的. 尽管如

此ꎬ当两频率十分接近时(δｘ≈０)ꎬ动态声辐射力仍可近似为单频声波作用下的稳态声辐射力.
为了进一步理解动态声辐射力峰值的劈裂现象ꎬ选取 ２.４≤ｘ１≤２.８ 范围内的共振峰进行深入研究. 在

不同声压反射系数下绘制出 δｘ ＝ ０ꎬ０.０１ꎬ０.０４ꎬ０.０７ 和 ０.１ 时的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 变化的变化曲

线ꎬ其余参数均与图 ３ 中完全相同ꎬ结果如图 ４ 所示. 可以看出ꎬ当 δｘ≠０ 时动态声辐射力函数在 ｘ１ ＝ ２.６５
附近的极大值分裂成了两个相邻的较小的峰. 随着 Ｒｓ 的增大ꎬ分裂后的峰高度会降低ꎬ并且两峰间的距离

恰好等于 δｘ. 因此ꎬ只有当 δｘ超过曲线的共振峰宽度时ꎬ这样的劈裂现象才较为明显. 根据前面的讨论ꎬ
分裂后的两个峰值分别对应着两个频率分量恰好等于共振频率的情形ꎬ因而两峰距离自然等于无量纲频

率之差. 这些结论与文献[３７]中的结果完全吻合.

图 ４　 不同声压反射系数下粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 的变化曲线(其中 ｂ / ａ＝０.５ꎬｄ＝２ａ)

Ｆｉｇ􀆰 ４ Ｄｙｎａｍｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｙｄ ｐｌｏｔｓ ｖｅｒｓｕｓ ｘ１ ｆｏｒ ａ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｕｃｉｔｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ(ｗｉｔｈ ｂ / ａ＝０.５ꎬｄ＝２ａ)

在实际声操控中ꎬ粘弹性球壳的相对厚度往往并非固定的. 图 ５ 给出了不同内外径之比的粘弹性合

成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 和 δｘ的变化曲线. 在计算中ꎬ阻抗边界的声压反射系数 Ｒｓ ＝ ０.２ꎬ
这一数值与实际中硬化的血管壁相符ꎬ从而可以很好地模拟对血管中微泡造影剂的声操控. 结果显示ꎬ球
壳厚度的改变会影响球壳的本征振动模式ꎬ进而改变动态声辐射力函数曲线峰值的位置. 随着 ｂ / ａ 的增

大ꎬ曲线的峰值会向中高频方向移动ꎬ反映了薄球壳的共振频率高于厚球壳. 这一现象与文献[１４]中关于稳

态声辐射力的结果是一致的. 有必要指出ꎬ在实际的声操控中高频声波会在血液中产生明显的衰减ꎬ因此

为了产生较强的声辐射力ꎬ球壳的厚度不宜过薄ꎬ从而可使共振峰落在低频区域内.
在以上所有计算中ꎬ粘弹性球壳与边界的距离均固定为半径的两倍. 事实上ꎬ在受到轴向声辐射力的

作用时ꎬ球壳会沿 ｚ轴方向发生位移ꎬ从而改变其与边界的距离ꎬ因此有必要进一步分析球壳中心与边界

距离对动态声辐射力的影响.

—７２—
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图 ５　 不同厚度的粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 和 δｘ的变化(其中 Ｒｓ ＝０.２ꎬｄ＝２ａ)

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｄｙｎａｍｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｙｄ ｖｅｒｓｕｓ ｘ１ ａｎｄ δｘ ｆｏｒ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｕｃｉｔｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ(ｗｉｔｈ Ｒｓ ＝０.２ꎬｄ＝２ａ)

图 ６　 不同声压反射系数下粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｄ / ａ的变化曲线(其中 ｘ１ ＝２ꎬｂ / ａ＝０.５)

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｄｙｎａｍｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｙｄ ｖｅｒｓｕｓ ｄ / ａ ｆｏｒ ａ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｕｃｉｔｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ(ｗｉｔｈ ｘ１ ＝２ꎬｂ / ａ＝０.５)

　 　 图 ６ 显示了在不同的边界声压反射系数下的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｄ / ａ的变化曲线ꎬ并同时给出了

δｘ＝ ０.０１ꎬ０.０４ꎬ０.０７ 和 ０.１ 时的计算结果ꎬ其中 ｘ１ ＝ ２ꎬｂ / ａ＝ ０.５. 可以看出ꎬ随着球壳不断远离界面ꎬ动态声

辐射力呈现周期性振荡的规律. 当边界声压反射系数增大时ꎬ动态声辐射力的峰值也随之增大ꎬ但曲线振

荡的周期并不发生改变. 值得注意的是ꎬ动态声辐射力函数曲线并没有出现严格的周期变化ꎬ其峰值会随

—８２—
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着 ｄ / ａ的改变而改变ꎬ这一现象与稳态声辐射力的结果很不相同. 事实上ꎬ阻抗边界的引入会形成驻

波. 当球壳中心位于驻波场的波腹或波节时ꎬ声辐射力达到极小值ꎻ而当球壳位于中间位置时ꎬ声辐射力

达到极大值. 基于此ꎬ不难得出声辐射力的变化周期恰好为半波长. 当 ｋａ ＝ ２ 时ꎬ曲线变化的周期应为

π / ２ꎬ这与仿真结果也是相符的. 由于调制声波存在两个不同的频率分量ꎬ因而不存在严格的波腹和波节

位置ꎬ动态声辐射力自然也不会严格按周期变化.
最后ꎬ尝试研究粘弹性球壳腔内的流体介质对动态声辐射力的影响. 图 ７ 显示了球壳内部充满空气

时的动态声辐射力函数示意图ꎬ其余所有参数均与图 ５ 相同. 对比图 ５ 与图 ７ 不难发现ꎬ当球壳内外半径

之比为 ０.２ 和 ０.４ 时ꎬ充气球壳和充水球壳的动态声辐射力几乎完全相同ꎻ当球壳内外半径之比为 ０.６ 和

０.８ 时ꎬ两者的计算结果出现了明显的差异. 换言之ꎬ腔内流体介质对薄球壳动态声辐射力的影响大于厚

球壳. 从物理上分析ꎬ当球壳相对较厚时ꎬ声波大部分在粘弹性壳层中损耗ꎬ进入腔内的声能量十分有限ꎬ
因而腔内介质对动态声辐射力的影响不大. 进一步观察图 ７(ｃ)和(ｄ)可以发现ꎬ当球壳内部充满空气时ꎬ
低频范围内的动态声辐射力明显增强ꎬ甚至出现尖锐的峰值. 这是由于空气－合成树脂界面的声阻抗差异

远大于水－合成树脂界面ꎬ声波在这一界面的反射大大增强ꎬ从而增加了动态声辐射力大小ꎬ这与文献[３７]

中的结论相符. 该现象可以为低频范围内操控薄球壳提供一定理论指导.

图 ７　 不同厚度的充气粘弹性合成树脂球壳的动态声辐射力函数 Ｙｄ 随 ｘ１ 和 δｘ的变化(其中 Ｒｓ ＝０.２ꎬｄ＝２ａ)

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｄｙｎａｍｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｙｄ ｖｅｒｓｕｓ ｘ１ ａｎｄ δｘ ｆｏｒ ａｉｒ￣ｆｉｌｌｅｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｌｕｃｉｔｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ(ｗｉｔｈ Ｒｓ ＝０.２ꎬｄ＝２ａ)

３　 结论

本文从声散射理论出发ꎬ根据镜像原理推导了阻抗边界附近粘弹性球壳在幅度调制声波的作用下受

到的声辐射力表达式. 此时的声辐射力不仅含有稳态分量ꎬ还包含随时间变化的动态分量. 在此基础上ꎬ
对充水合成树脂球壳的归一化动态声辐射力函数进行了一系列计算. 结果显示ꎬ边界声压反射系数的增

加会提高动态声辐射力的峰值ꎬ但不改变峰值的具体位置. 与稳态声辐射力相比ꎬ动态声辐射力会出现峰

值的劈裂现象ꎬ且劈裂后两个相邻峰间的距离恰好等于 δｘ. 由于本征模式的变化ꎬ薄球壳的动态声辐射力

峰值会向中高频方向移动. 随着粘弹性球壳与边界距离发生改变ꎬ动态声辐射力呈现近似周期变化. 当腔

内的流体换成空气时ꎬ薄球壳在低频范围内的动态声辐射力明显增强并出现尖锐的峰值. 本文结果可以

为界面附近特别是血管壁附近的声操控提供一定理论指导.
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Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｓｏｌｉｄｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ１９９７ꎬ３４(５):５９１－６０２.
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